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В  пособии  кратко,  но  с  доказательствами  приведены  основные  факты 
теории  решения  линейных  экстремальных  задач.  Главное  внимание  отводится 
симлекс-методу,  как  основному  численному  методу  решения  задач  линейного 
программирования. Кроме того, пособие содержит задачи, упражнения и примеры 
их решения.

Для студентов экономического и механико-математического факультетов, 
изучающих  курсы  "Математические  методы  в  экономике"  и  "Методы 
оптимизации"  соответственно,  составной  частью  которых  является  материал, 
посвященный задаче линейного программирования.
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ВВЕДЕНИЕ 

 
Линейное программирование (ЛП) как раздел теории экстремальных 

задач рассматривает задачи оптимизации линейных функций на допусти-

мых множествах аргументов, заданных с помощью линейных ограничений. 

Такие задачи находят обширные приложения в различных сферах челове-
ческой деятельности. Систематическое изучение задач такого типа нача-
лось в 1939 – 1940 гг. в работах Л.В. Канторовича. 
 В данном пособии приводятся основные факты теории решения за-
дач линейного программирования.  Основное внимание уделено изложе-
нию симплекс-метода как численного метода решения. Этот метод, являю-

щийся доныне основным методом решения задач ЛП, был предложен аме-
риканским математиком Дж. Данцигом в 1946 году. Отметим, что в 1979 – 

1980 гг. появились новые идеи в построении численных методов решения 
задач ЛП, так называемые полиномиальные алгоритмы (см., например, [8, 

9]). 

Изложение материала в значительной мере использует книгу  
С.А. Ашманова и А.В. Тимохова [1]. Для углублённого изучения линейного 
программирования читатель может воспользоваться списком литературы, 

указанным в конце пособия.  
 Приводимые типовые задачи снабжены решениями. После них дают-
ся серии упражнений, представленные 20 вариантами. Это позволяет выда-
вать студентам одной группы индивидуальные, но равноценные  
задачи.  
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1. ПРИМЕРЫ ЗАДАЧ ЛИНЕЙНОГО  ПРОГРАММИРОВАНИЯ 
 

Существует большое количество примеров задач линейного про-
граммирования (ЛП) в различных сферах практической деятельности. 

Приведём три примера, ставшие классическими.  
 

Пример 1. (Задача планирования производства). Пусть некоторое 
предприятие производит n  типов товаров, затрачивая при этом m типов ре-
сурсов. Известны следующие параметры: 

ija  — количество i-го ресурса, необходимое для производства единицы то-

вара j-го вида, 0≥ija  ( mi ,1==== , nj ,1= ); 

ib  — запас i-го ресурса на предприятии, 0>ib ; 

jc  — прибыль от реализации единицы товара j-го вида на рынке, 0≥jc . 

Предполагается, что технология производства линейна, т.е. затраты ресур-
сов растут прямо пропорционально объему производства. Пусть jx  пока-

зывает планируемый объем производства j-го товара. Тогда допустимым 

является только такой набор производимых товаров (план производства) 
),...,( 1 nxxx = , при котором суммарные затраты ресурса не превосходят его 

запаса:  

i

n

j

jij bxa ≤∑
=1

,    mi ,1==== .    (1.1) 

Кроме того, имеем естественное ограничение 
    0≥jx ,     nj ,1= .     (1.2) 

Прибыль от продажи набора товаров выражается величиной 

    ∑
=

n

j

jj xc

1

.      (1.3) 

Задача планирования производства ставится следующим образом: среди 
всех векторов x, удовлетворяющих ограничениям (1.1)-(1.2), найти такой, 

при котором величина (1.3) принимает наибольшее значение. 
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Пример 2. (Задача о рационе). При организации питания больших 
коллективов людей, например в армии, больницах и т.п., возникает задача о 
наиболее экономном рационе питания, удовлетворяющем определенным 

медицинским требованиям. Пусть имеется  n  продуктов питания (хлеб, 
мясо, молоко, картофель и т.п.), в которых учитывается m полезных ве-
ществ (жиры, белки, углеводы, витамины и т.п.). Известны следующие па-
раметры: 

ija  — содержание i-го вещества в единице j-го продукта, 0≥ija  ( mi ,1==== , 

nj ,1= ); 

ib  — минимальное количество i-го вещества, которое должно потребляться 

индивидуумом в расчете, скажем, на месяц, 0>ib  ( mi ,1==== ); 

jc  — цена единицы j-го продукта, 0≥jc ( nj ,1==== ). 

Задача о рационе формулируется следующим образом: 

    min

1

→∑
=

n

j

jj xc , 

i

n

j

jij bxa ≥∑
=1

,    mi ,1==== , 

    0≥jx ,     nj ,1==== , 

где jx  — обозначает количество j-го продукта, потребляемого  индивидуу-

мом в течение месяца. Иными словами, среди всех рационов питания 
),...,( 1 nxxx = , покрывающих минимальные потребности индивидуума в 

полезных веществах, необходимо выбрать наиболее дешевый. 

 Пример 3. (Транспортная задача). Пусть некоторый однородный 
продукт (уголь, кирпич, картофель и т.п.) хранится на m складах и потреб-
ляется в n пунктах. Известны следующие параметры: 

ia  — запас продукта на i-м складе, 0>ia  ( mi ,1==== ); 

jb  — потребность в продукте в j-м пункте потребления, 0>jb  ( nj ,1==== ); 

ijc  — стоимость перевозки единицы продукта с i-го склада в j-й пункт, 

0>ijc  ( mi ,1==== , nj ,1==== ). 

При этом суммарные запасы равны суммарным потребностям: 

     ∑∑
==

=

n

j

j

m

i

i ba

11

.    (1.4) 

Транспортная задача имеет следующую математическую запись: 

    min
1 1

→→→→∑∑∑∑∑∑∑∑
==== ====

m

i

n

j

ijij xc , 
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    i

n

j

ij ax =∑
=1

,    mi ,1= ,    (1.5) 

    j

m

i

ij bx =∑
=1

nj ,1==== , 

    0≥ijx ,     mi ,1==== , nj ,1==== , 

где ijx  — показывает количество продукта, перевозимого с i-го склада  

в j-й пункт. Иными словами, требуется так организовать перевозки продук-
та со складов в пункты потребления, чтобы при полном удовлетворении 
потребностей минимизировать суммарные транспортные расходы. Заме-
тим, что условие (1.4) является необходимым и достаточным для сущест-
вования по крайней мере одной матрицы перевозок )( ijxX = ,     

mi ,1==== , nj ,1= , удовлетворяющей ограничениям задачи (1.5). 

 Главное обстоятельство, объединяющее данные задачи и выделяю-

щее их, как экстремальные задачи определенного типа, это линейная зави-
симость целевой функции и функций, определяющих допустимое множе-
ство аргументов, от этих аргументов. 

2. ПОСТАНОВКА И ФОРМЫ ЗАПИСИ ЗАДАЧ ЛП 

 Как известно, множество 

    },/{ bxaRx
n

=∈=π , 

где RbOaRa n
n ∈≠∈ ,, , называется гиперплоскостью в n

R , а множества 

  },/{ bxaRx
n

≥∈=
+π ,  },/{ bxaRx

n
≤∈=

−π  

полупространствами, порожденными этой гиперплоскостью. Вектор a на-
зывается нормалью к гиперплоскости π . Он ортогонален к π и направлен в 
сторону полупространства ++++π . 

 Определение 1. Множество n
R⊂Ω  называется полиэдром, если его 

можно представить как множество решений системы конечного числа ли-

нейных неравенств или ( что то же самое) как пересечение конечного числа 
полупространств, т.е. если 

  }/{},1,,/{ bAxRxmibxaRx
n

ii
n

≤∈==≤∈=Ω , 

где mT
m Rbbb ∈= ),...,( 1 , 

nT
n Rxxx ∈= ),...,( 1 , А — матрица размерности 

m×n, составленная из компонент векторов n
i Ra ∈ , mi ,1==== . 

 Определение 2. Пусть n
n Rccc ∈= ),...,( 1  — фиксированный вектор. 

Задачей линейного программирования (ЛП) называется задача максимиза-
ции или минимизации линейной функции xcxZ ,)( =  на полиэдре, т.е. за-

дачу ЛП можно записать в виде 
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    bAxxc ≤→ max,, .    (2.1) 

Задачу ЛП вида (2.1) называют основной. Укажем другие распространен-

ные формы записи задачи ЛП на максимум, различающиеся способами 
представления допустимого множества. 
 Стандартная задача ЛП: 

    bAxxc ≤→ max,, ,   nOx ≥ ,  (2.2) 

где n
nO R∈= )0,...,0( . 

 

Каноническая задача ЛП: 

   bAxxc =→ max,, ,   nOx ≥ .   (2.3) 

Общая задача ЛП: 

    max,, →xc  

    i

n

j

jij bxa ≤∑
=1

,    ki ,1= ,    (2.4) 

    i

n

j

jij bxa =∑
=1

,    mki ,1+= , 

    0≥jx ,     sj ,1= . 

 Формально говоря, каждая из задач (2.1)–(2.3) является частным слу-
чаем общей задачи (2.4): 

 при mk =  и 0=s получаем задачу (2.1), 

 при mk =   и ns =  получаем задачу (2.2), 

при 0=k  и  ns =  получаем задачу (2.3). 

Однако, в свою очередь, общая задача может быть представлена в форме 
любой из трех остальных. Так задача (2.4) принимает основную форму, ес-
ли заменить в ней систему ограничений-равенств на эквивалентную систе-
му неравенств 

  i

n

j

jij bxa ≤∑
=1

,     i

n

j

jij bxa −≤−∑
=1

,   mki ,1+= .  (2.5) 

Если к тому же сделать замену переменных 
   jjj vux −= ,  0≥ju ,  0≥jv ,  nsj ,1+= ,  (2.6) 

то задача (2.4) примет стандартную форму. Если ограничения-неравенства 
в (2.4) записать в виде 

   ii

n

j

jij bwxa =+∑
=1

,  0≥iw ,  ki ,1= ,   (2.7) 

где iw  — дополнительные переменные, формально входящие в целевую  
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функцию с нулевыми коэффициентами, и вновь использовать замену пере-
менных (2.6), то задача (2.4) превратится в каноническую. 

 Вообще любую задачу ЛП на максимум или минимум с неравенства-
ми, направленными в ту или иную сторону, можно представить в любой из 
указанных форм. Для этого наряду с приемами (2.5)-(2.7) необходимо ис-
пользовать умножение целевой функции или ограничений неравенств на –
1, что позволяет переходить от минимизации к максимизации и менять 
знаки неравенств. 
 

3. ГЕОМЕТРИЧЕСКАЯ ИНТЕРПРЕТАЦИЯ ЗАДАЧИ ЛП 
 

 Рассмотрим задачу ЛП в основной форме (2.1). Ее допустимым мно-
жеством является полиэдр, а множества уровня (одного и того же значения) 
целевой функции 

    },/{)( αα =∈= xcRxL
n

,   R∈α  

представляют собой систему гиперплоскостей с общей нормалью с, на-
правленной в сторону возрастания xc, . Поэтому, чтобы решить задачу 

геометрически, надо "переходить" с одного множества уровня на другое в 
направлении вектора с до тех пор, пока полиэдр не останется от множества 
уровня по одну сторону от него (в отделяемом полупространстве), но при 
этом имеет с ним хотя бы одну общую точку. Эта точка, или любая из них, 
дает решение задачи. Этот способ достаточно эффективен при 2=n  и 
небольшом m.  

 

 

 

    

         

       

 

 

 

 

 

 

 

Геометрически наглядно, что решение может 
быть как единственным, так и неединственным (рис.1 

и рис.2). Если при всех сколь угодно больших α   

пересечение гиперплоскости },/{)( ααπ =∈= xcRx
n

 

с полиэдром Ω не пусто (рис. 3), то значение целевой 

функции на допустимом множестве может быть сколь 

с 

с 

*
, α=xc  

* 

22 , bxa =  

11, bxa =

Ω 

α=xc,

Рис.1 

*
, α=xc

<c,x>=α*
 

α=xc,  

c 

Ω 

Рис. 2 

2

α=xc,  

с 

Ω 

Рис. 3 
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угодно большим и, следовательно, задача ЛП в этом случае не имеет реше-
ния. Ясно также, что если решение задачи  существует, а у полиэдра Ω есть 
вершины, то, по крайней мере, одна из них является решением задачи. 

 

4. СИМПЛЕКС-МЕТОД 
 

 Симплекс-метод является основным численным методом решения 
задач ЛП. В этом параграфе будет дано его описание применительно к ка-
нонической задаче ЛП: 

     
,,

max,,

nOxbAx

xc

≥=

→
    (4.1) 

где nT
n Rxxx ∈= ),...,( 1 , 

nT
n Rccc ∈= ),...,( 1 , 

mT
m Rbbb ∈= ),...,( 1 , матрица А 

размерности m×n. Это не ограничивает общность метода, так как любая за-
дача ЛП может быть представлена в форме (4.1) (см. п.2). Будем считать, 
что  nm <  и mA =rank , т.е. все строки матрицы А линейно независимы.  

К этому можно прийти, исключив из системы bAx =  линейно зависимые 
уравнения. Кроме того, естественно считать mOb ≠ , так как иначе задача 
(4.1) становится тривиальной. 

 

4.1. Понятие базисного плана и его базиса 
 

 В соответствии со сложившейся в линейном программировании тра-
диции будем называть вектора, принадлежащие полиэдру 

    },/{ n
n OxbAxRx ≥=∈=Ω    (4.2) 

допустимыми планами задачи (4.1). Допустимые планы, на которых целе-
вая функция xc,  принимает максимальное значение, будем называть оп-

тимальными планами задачи (4.1). Очень важным для дальнейшего явля-
ется также понятие базисного плана. 
 

 Определение 3. Допустимый план 
T

nxxx ),...,( 1=  называется базис-

ным планом задачи (4.1), если у него найдется mn −  нулевых компонент и 
при этом остальным компонентам 

mjj xx ,...,
1

 будут соответствовать линей-

но независимые столбцы матрицы А: 
mjj AA ,...,

1
. Набор этих столбцов на-

зывается базисом этого базисного плана. Если у базисного плана m поло-
жительных компонент, т.е. 0...,,0

1
>>

mjj xx , то он называется невырож-

денным. В противном случае, т.е. если у него положительных компонент 
меньше m, его называют вырожденным. 

 Можно доказать, что, в геометрическом смысле, базисный план явля-
ется вершиной полиэдра (4.2). Известно, что если полиэдр (4.2) не пуст, 
то у него имеется, по крайней мере, одна вершина. Кроме того, как следует 

Са
ра
то
вс
ки
й г
ос
уд
ар
ст
ве
нн
ый

 ун
ив
ер
си
те
т и
ме
ни

 Н
. Г

. Ч
ер
ны
ше
вс
ко
го



 11 

из геометрической интерпретации задачи ЛП, если задача (4.1) разрешима, 
то одна из вершин полиэдра является оптимальным планом. Следователь-
но, если мы найдем все базисные планы и подсчитаем на них значение це-
левой функции, то мы найдем оптимальный план. 

 Как следует из определения 3, базисные планы можно получать сле-
дующим образом. Выбираем m линейно независимых столбцов матрицы А: 

mjj AA ,...,
1

. Поскольку mA =rank , то хотя бы один такой набор столбцов 

существует. Они образуют квадратную матрицу ),...,(
1 mjj AAБ =  размерно-

сти m×m, определитель которой 0det ≠Б . Далее решаем систему линейных 

уравнений bБy = , 
m

m Ryyy ∈= ),...,( 1 . Эта система имеет единственное 

решение. Если все компоненты решения неотрицательны: 0≥iy , mi ,1==== , 

то возьмем в качестве nRx∈  вектор, у которого компоненты ij yx
i

= , 

mi ,1==== , а остальные mn −  компонент равны нулю. В соответствии с по-
строением и определением 3 такой вектор будет не только допустимым 

планом, т.е. удовлетворяющим nOxbAx ≥= , , но и базисным планом. Из 
этой процедуры, в частности, следует, что невырожденному базисному 
плану может соответствовать только один базис, в то время как вырожден-

ному базисному плану может соответствовать несколько базисов. 
 Важно отметить, что при больших значениях n и m такое построение 
и перебор всех базисных планов представляет собой очень объемную вы-

числительную работу. Рассматриваемый далее симплекс-метод избавляет 
от необходимости вычисления всех базисных планов. Он позволяет осуще-
ствлять переход от одного базисного плана к другому так, чтобы значение 
целевой функции при этом не убывало. 
 Предложен этот метод был американским математиком Дж. Данци-

гом в 1946 году. Из других специалистов, внесших фундаментальный вклад 
в линейное программирование, отметим советского математика и экономи-

ста Л.В.Канторовича (1912-1986 г.г.), лауреата Нобелевской премии 1975 

года. Именно он положил начало систематическому изучению задач ЛП в 
1939-1940 гг. 
 Симплекс-метод представляет собой вычислительную процедуру, ко-
торая по заданному исходному базисному плану 0x  генерирует последова-

тельность базисных планов pxxx ...,,,
21

 вместе с их базисами. На очеред-
ной р-й итерации в зависимости от текущего значения параметров делается 
один из выводов: 

1) либо px — решение задачи (4.1), 

2) либо задача (4.1) не имеет решения (неограничена), 
3) либо строится следующий базисный план 

1+px . Если при этом ба-
зисный план 

px  невырожден, то 
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pp
xcxc ,,

1
>

+
.    (4.3) 

Если же px  — вырожденный базисный план, то либо выполняется (4.3), 

либо pp xx =+1
, а итогом итерации является замена одного базиса плана  

px  на другой. Перебор базисов может продолжаться несколько итераций, 

но обязательно появляется базис, при котором осуществляется переход на 
новый базисный план с бóльшим значением целевой функции. 

 Эта процедура за конечное число шагов итераций обязательно при-
водит либо к выводу 1) либо к выводу 2), поскольку число базисных пла-
нов конечно. 
 

4.2. Описание итерации симплекс-метода 
 

 Пусть уже получен базисный план 
px  и его базис — столбцы 

mjj AA ,...,
1

. Обозначим 
pxx = , },...,,{ 21 mjjjJ = , то есть }/{ JjA j ∈  — ба-

зис базисного плана х. 

 Поскольку столбцы }/{ JjA j ∈  линейно независимы, то они образу-

ют базис в mR . Поэтому все столбцы матрицы А можно однозначным обра-
зом представить, как линейные комбинации столбцов этого базиса: 

    ∑
∈

=

Jj

jkjk AA λ ,    nk ,1= ,   (4.4) 

где числа jkλ  — соответствующие коэффициенты разложения столбцов по 

базису. Вычислим величины 

    k

Jj

jkjk cc −=∆ ∑
∈

λ ,    nk ,1= .   (4.5) 

Параметры jkλ  принято называть коэффициентами замещения, а парамет-

ры  k∆ — оценками замещения. Для любого k∈J, очевидно, имеем 

   




∈

=
=

,}{\ если ,0

, если ,1

kJj

kj
jkλ        0=∆k .  (4.6) 

Выводы 1), 2), 3), описанные в предыдущем пункте 4.1, делаются в зави-

симости от знаков коэффициентов и оценок замещения. Обязательно вы-

полняется хотя бы одно из трех условий: 
 

 I. Для любого номера  ]:1[ nk ∈   выполняется 0≥∆k . 

 II. Существует номер s∉J такой, что 0<∆s  и 0≤jsλ  для всех   j∈J. 

 III. Существует номер  s∉J  такой, что 0<∆s  и 0>jsλ  при некото-

ром   j∈J. 

Каждому из этих условий соответствует одно из следующих трех 
правил симплекс-метода. 
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 Теорема 1 (1-я теорема Данцига, правило оптимальности).  

Если выполняется условие I, то базисный план х является оптимальным, 

т.е. решением задачи (4.1). 

 Теорема 2 (2-я теорема Данцига, правило отсутствия решения).  
Если выполняется условие II, то задача (4.1) не имеет решения. 

 

 Ясно, что если выполняется условие I или условие II, то решение за-
дачи на этом заканчивается. Пусть теперь выполняется условие III. Для 
указанного там номера s положим 

    
js

j

Jj

x

js λ
ε

λ 0,
min

>∈
= .    (4.7) 

Пусть минимум в (4.7) достигается на номере r, т.е. 

     
rs

rx

λ
ε = ,    r∈J,    0>rsλ .  (4.8) 

Введем множество индексов 
     { }U }{}{\ srJJ =′     (4.9) 

и точку n
Rx ∈ε

 с компонентами 

    









′∉

=

∈−

=

. если                0,

, если               ,

},{\ если   ,

Jj

sj

rJjx

x

jsj

j ε

ελ
ε

  (4.10) 

Теорема 3 (3-я теорема Данцига, правило перехода к новому базис-
ному плану). Если выполняется условие III, то 

ε
x  является базисным пла-

ном задачи (4.1), а }/{ JjA j ′∈  его базисом, причем 

     sxcxc ∆−= εε
,, .   (4.11) 

 Этот базисный план εx  и его базис берутся для расчетов на следую-

щей )1( +p -й итерации: εxx p =+1
. При этом говорят, что столбец rA  выво-

дится из базиса, а столбец sA  вводится в базис. Элемент rsλ  называется ве-

дущим. 
 

4.3. Доказательство теорем Данцига 
 

 Для упрощения выкладок, но без потери общности рассуждений в 
доказательствах, будем считать, что для базисного плана p

xx =  задачи 

(4.1) множество 
     J = {1, 2, …, m},     (4.12) 

т.е. столбцы mAAA ,...,, 21  образуют базис базисного плана х. 

 Обозначим через 
miiAБ

,1
)(

=
=   – матрицу размерности m×m образо-

ванную компонентами столбцов базиса; 
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mT

m Rxxx ∈= ),...,( 1
0

— вектор, составленный их первых m компонент 
вектора х. Так что 

T
mn

T Oxx ),)((
0

−=  ;   (4.13) 

 
mT

m Rccc ∈= ),...,( 1
0

 — вектор, составленный из первых m компонент век-
тора с; 

AБ 1−=Λ  — матрица размерности m×n и следовательно 
     kk БA Λ= , nk ,1= ,   (4.14) 

т.е. столбец kΛ  матрицы Λ составлен из коэффициентов замещения (см. 

(4.4)): 

     
T

mkkk ),...,( 1 λλ=Λ ; 

вектор оценок замещения ),...,( 1 n∆∆=∆  (см.(4.5)) можно в нашей ситуа-
ции записать в виде 
     cc

T −Λ=∆ 0
.    (4.15) 

Легко видеть, что вектор 0
x  удовлетворяет равенству 

     bxБ =0
.     (4.16) 

Докажем вспомогательный факт. 
 Лемма 1. Если x′допустимый план задачи (4.1), то  

     xxcxc
T ′∆+′= ,, .   (4.17) 

Доказательство. То, что x′  является допустимым планом задачи 
(4.1), в частности, означает 
      bxA =′ .    (4.18) 

Используя (4.13), (4.16) и (4.18) получаем 

=′+′−′=′====
−−

xcxcxΛcxAБcbБcxcxcc,x
TTTTTTT 0101000

 

xxc,xccxc,x)cΛ(cxc,
TTTTT

′∆+′=′−Λ+′=′−+′= )(
00

.  
 

 1-я теорема Данцига. Если базисный план х таков, что nO≥∆ , то х 

является оптимальным планом. 

 Доказательство следует непосредственно из леммы 1, если учесть, 
что компоненты любого допустимого плана х′ неотрицательны.  
 

Сопоставим нашему базисному плану х, индексу s∉J  (т.е., учитывая 
(4.12), ]:1[ nms +∈ ), и числу ε  вектор ε

x  следующей структуры 

  
nT

s

T
Rxx s ∈Λ−= )0...,,0,,0...,,0,)((

0 εεε
.  (4.19) 

Докажем, что справедлива 
 Лемма 2. Если ]:1[ nms +∈ , то для вектора εx   выполняется  

bAx =ε
, sxcxc ∆−= εε

,, . 
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 Доказательство. Используя структуру вектора εx , а также  
соотношения (4.14)-(4.16), получаем 

bБxAББxAxБAx ssss ==+Λ−=+Λ−= 000
)( εεεεε

, 

sss

TT

ss

T
xcccxccxcxc ∆−=−Λ−=+Λ−= εεεεε

,)()(,
00000

.  

 

Учитывая (4.12) и принятые обозначения, теорема 2 принимает вид: 

 2-я теорема Данцига. Если при некотором ]:1[ nms +∈  компонента 

0<∆ s , а все компоненты столбца sΛ  неположительны, то задача (4.1) не 

имеет решения. 

 Доказательство. Из условий теоремы и леммы 2 следует, что для 

любого 0>ε  выполняется bAx =ε
 и nOx ≥ε

, т.е. εx  — допустимый план. 

С другой стороны, в силу той же леммы 2, 

  ∞+→∆−= sxcxc εε
,,  при +∞→ε , 

т.е. задача (4.1) неограниченна сверху на допустимом множестве.   
Рассмотрим теперь случай выполнения условий теоремы 3, т.е. когда 

существует индекс ]:1[ nms +∈  такой, что 0<∆ s  и при этом среди компо-
нент столбца s∆  есть положительные. Пусть в соответствии  
с (4.7)-(4.8) 

   
rs

r

js

j

mj

xx

js

λλ
ε

λ

==

>
∈

0
]:1[

min ,  ]:1[ mr ∈ ,    0>rsλ .  (4.20) 

При таком ε компоненты вектора εx  из (4.19) выражаются формулой (4.10).  
 

3-я теорема Данцига. Пусть существует индекс ]:1[ nms +∈  такой, 

что  0<∆s   и при этом среди компонент столбца s∆  есть положитель-

ные. Тогда план εx , определяемый (4.19)-(4.20) является базисным, а 

}/{ JjA j ′∈ , где J ′  определяется (4.9) и (4.20), его базисом, причем 

    sxcxc ∆−= εε
,, .    (4.21) 

Доказательство. Из выбора числа ε в соответствии с (4.20) и (4.19) 

следует nOx ≥ε
. Кроме того, в силу леммы 2, имеет место равенство 

bAx =ε
. Таким образом 

εx , является допустимым планом. 

Покажем, что εx  является базисным планом с базисом }/{ JjA j ′∈ , 

где U }{}){\}:1({ srmJ =′ . Действительно, во-первых, поскольку компонен-

та вектора εx  с номером r, как следует из (4.19)-(4.20), равна нулю, то у εx  

не  более m  ненулевых компонент. В соответствии  с  определением 3 нам 

осталось показать, что система столбцов }/{ JjA j ′∈  является линейно не-
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зависимой. Допустим противное, т.е. существуют числа }{ iα , mi ,1==== , не 
все равные нулю и такие, что 
 

0...... 111111 =++++++ ++−− mmrrrrrr AAAAA ααααα .  (4.22) 
 

Очевидно, что 
      0≠rα ,    (4.23) 

так как иначе получаем противоречие с линейной независимостью столб-
цов базиса }/{ JjA j ∈ , где по предположению (см. (4.12)) ]:1[ mJ = . В силу 

(4.14) имеем разложение столбца sA  по базису }/{ JjA j ∈ : 

 

mmsss AAA λλ ++= ...11 . 

Подставив его в (4.22) получим нулевую линейную комбинацию столбцов 
базиса }/{ JjA j ∈ , причем коэффициент при rA  будет равен rsr λα ⋅ .  

В силу (4.20) и (4.23), он не равен нулю и, таким образом, получаем проти-

воречие с линейной независимостью столбцов базиса }/{ JjA j ∈ . Тем са-

мым мы показали, что набор столбцов }/{ JjA j
′∈  является базисом базис-

ного плана εx . Для завершения доказательства теоремы осталось заметить, 
что формула (4.21) следует непосредственно из леммы 2.  

 

 

4.4. Возможные ситуации перехода к очередному базисному плану 
 

 Если число ε  из (4.7) является положительным, то из (4.11) и усло-

вия 0<∆ s  следует, что pp
xcxc ,,

1
>

+
. Неравенство 0>ε  заведомо вы-

полнено, если базисный план 
px  невырожден. Если же он вырожден, то не 

исключено, что найдется r∈J,  для которого 0>λ rs  и 0=rx . Тогда (см. 

(4.7)) окажется, что 0=ε  и 
pp xx =+1

, т.е. итогом вычислений по формулам 

(4.7)-(4.11) будет лишь замена базиса }/{ JjA j ∈  на базис }/{ JjA j ′∈ . 

  

Процедура вычислений (4.7)-(4.10) содержит некоторую неопреде-
ленность. Там не уточняется, как выбирать номер s из условия III и номер r 

их условий (4.8)-(4.9), если таких s и r несколько. Существуют примеры, 

показывающие, что, при определенном выборе этих номеров, описанная 
процедура может привести к циклическому перебору базисов одного и того 
же базисного плана. В таком случае говорят, что произошло зацикливание 

симплекс-метода. Существуют особые правила выбора r и s, устраняющие 
явление зацикливания. Простейшее правило такого сорта заключается в 
следующем. 
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 Теорема 4 (правило Блэнда устранения зацикливания). Пусть при 

выполнении условия III выбирается «первое подходящее» s, а затем «пер-

вое подходящее» r, т.е. 

    }0/min{ <∆∉= kJks , 

    },0/min{ ε
λ

λ =>∈=
js

j
js

x
Jjr , 

где ε определено в (4.7)-(4.8). Тогда зацикливание симплекс-метода невоз-

можно. 

На очередной )1( +p -й итерации необходимо опять считать коэффи-

циенты jkλ ′  и оценки k∆′  замещения для нового базиса. Это, вообще гово-

ря, требует решения соответствующих систем линейных уравнений и явля-
ется достаточно трудоемкой операцией. Но оказывается, что jkλ ′  и k∆′  

можно легко рассчитать по известным нам jkλ  и k∆ . 

 Теорема 5 (связь между старыми и новыми параметрами замеще-
ния). При любом nk ...,,2,1=  выполняются соотношения 

   










=

∈⋅−

=′

,   если                   ,

},{\  если   ,

sj

rJj

rs

rk

rk
rs

js

jk

jk

λ

λ

λ
λ

λ
λ

λ   (4.24) 

    rk
rs

s
kk λ

λ

∆
−∆=∆′ .    (4.25) 

 

4.5. Симплекс-таблица 
 

 При организации вычислений по симплекс-методу основной конст-
рукцией является так называемая симплекс-таблица Т, соответствующая 
данному базисному плану х и его базису }/{ JjA j ∈ . Эта таблица пред-

ставляет собой матрицу размера (m+1)×(n+1). 

Симплекс-таблица Т 
 

 1A  …. …. kA  …. …. sA  …. …. nA  x 

…
 

…
 

  …
 

  …
 

  …
 

…
 

jA  1jλ  …. …. jkλ  …. …. jsλ  …. …. jnλ  jx  

…
 

…
 

  …
 

  …
 

  …
 

…
 

rA  1rλ  …. …. rkλ  …. …. rsλ  …. …. nrλ  
rx  

…
 

…
 

  …
 

  …
 

  …
 

…
 

∆  
1∆  …. …. k∆  …. …. s∆  …. …. n∆  xc,  
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Над столбцами таблицы записываются буквенные обозначения nAA ,...,1 , x, 

столбцов матрицы А и очередного базисного плана задачи (4.1), а с левой 
стороны таблицы – обозначения }/{ JjA j ∈  столбцов, образующих базис, и 

обозначение вектора ∆. На указанные места таблицы заносятся численные 
значения параметров jkλ , jx , k∆ , xc, . 

После заполнения таблицы Т проводится ее анализ на основе правил 
симплекс-метода. Если выполняется условие I или II, то расчеты заканчи-

ваются. Если же выполняется условие III, то осуществляется переход к 
симплекс-таблице Т′, соответствующей новому базисному плану εx  и его 
базису }/{ JjA j ′∈ . 

Симплекс-таблица Т′ 
 

1A  …. …. 
kA  …. …. 

sA  …. …. 
nA  x 

…
. 

…
.   

…
.   

.…
   

.…
 

…
. 

jA  1jλ ′  …. …. 
jkλ ′  …. …. 0 …. …. 

jnλ ′  jx′  

…
. 

…
.   

…
.   

.…
   

.…
 

…
. 

sA  1sλ ′  …. …. 
skλ ′  …. …. 

1 
…. …. 

snλ ′  sx′  

.…
 

…
.   

…
.   

.…
   

.…
 

…
. 

∆ 
1∆′  …. …. 

k∆′  …. …. 0 …. …. 
n∆′  xc,  

 

Для этого выбираются номера s и r, удовлетворяющие условиям III и (4.7)-

(4.8). А в случае неопределенности выбора используется еще и правило 
Блэнда. Ведущий элемент rsλ  в таблице Т помечается для наглядного ука-
зания на то, что столбец rA  должен быть выведен из базиса, а столбец sA  

введен в него. В таблице Т′ вместо rA  ставится sA , а остальные буквенные 
обозначения остаются неизменными. Из формул (4.7)-(4.11), (4.24)-(4.25) 

ясно, что вычисление параметров таблицы Т′ сводится к следующим эле-
ментарным операциям над строками таблицы Т: 

1) для получения строки jA  таблицы Т′ при }{\ rJj ∉  из строки jA  

таблицы Т вычитается ее строка rA , умноженная на коэффициент 

rsjs λλ / ; 

2) для получения строки sA  таблицы Т′ строка rA  таблицы Т делится 
на коэффициент rsλ ; 

3) для получения строки ∆ таблицы Т′ из строки ∆ таблицы Т вычитает-
ся ее строка rA , умноженная на коэффициент rss λ/∆ . 
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При этом естественно (в соответствии с (4.4)) элемент столбца sA  таб-

лицы Т′, стоящий на пересечении со строкой sA , оказывается равным еди-
нице, а все остальные его элементы равны нулю. Затем проводится анализ 
таблицы Т′. Если выполняется условие III, то осуществляется переход к 
следующей таблице Т′′ и т.д. 
 

4.6. Построение исходного базисного плана 

 При описании симплекс-метода мы предполагали, что уже известен 
некоторый начальный базисный план задачи. Здесь рассмотрен один из 
общих способов его построения — метод искусственного базиса. 
 Пусть дана задача (4.1). Без потери общности будем считать, что 

mOb ≥ . Рассмотрим задачу 

    

,,,

min,

1

mn

m

i

i

OuOxbuAx

u

≥≥=+

→∑
=

   (4.26) 

где m
m Ruuu ∈= ),...,( 1 . Эта задача имеет решение, так как целевая функция 

является линейной и ограниченной на допустимом множестве. Причем 

вектор  nm
n Rboz

+∈= ),(
0

 является базисным планом задачи (4.26) с бази-

сом },...,{
1 mee , где i

e  — i-й единичный орт в m
R . Применим к задаче 

(4.26) симплекс-метод, используя в качестве начального базисный план 
0z . 

В результате найдем оптимальный базисный план 
nm

Ruxz
+∈= ),(

***
 зада-

чи (4.26). Теперь вопрос о начальном базисном плане для исходной задачи 
(4.1) решается в соответствии со следующим утверждением. 

 Теорема 6. Если mOu ≠*
, то допустимое множество в задаче (4.1) 

пусто. Если же mOu =*
, то х

*
 является базисным планом задачи (4.1). 

 Доказательство. Предположим, что ≠Ω ∅, т.е. существует хотя бы 

один допустимый план х∈Ω. Тогда легко проверить, что план 
nm

m ROx
+∈),(

*
 является не только допустимым, но и оптимальным для за-

дачи (4.26), причем оптимальное значение целевой функции равно нулю. 

Поэтому, если только предположить, что mOu ≠*
, что говорит о наличии 

хотя бы одной положительной компоненты у вектора u*
, то получается, что 

значение целевой функции задачи (4.26) на плане ),(
**

ux  является поло-
жительным. Это противоречит его оптимальности. Тем самым первое ут-
верждение теоремы доказано. 
 Пусть теперь 

mOu =*
.     (4.27) 
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Легко видеть, что bAx =
*

, nOx ≥*
, т.е. план х

*
 является допустимым для 

задачи (4.1). Из  базисности плана ),(
**

ux  для задачи (4.26) и условия 
(4.27) следует, что  у вектора х*

 не более m положительных компонент, и им 

соответствуют линейно независимые столбцы матрицы А. Если этих поло-
жительных  компонент меньше чем m, то их можно дополнить до m штук 
за счет нулевых так, чтобы в целом выделенным компонентам соответство-
вали линейно независимые столбцы матрицы А. Это всегда можно сделать, 
так как mA =rank . Это говорит о том, что х*

 — базисный план задачи (4.1). 

5. ДВОЙСТВЕННАЯ ЗАДАЧА ЛП 
 

Каждой задаче ЛП можно сопоставить другую задачу ЛП, называе-
мую двойственной. Их совместное изучение составляет предмет теории 
двойственности, являющейся важным разделом линейного программиро-
вания. Теория двойственности обнаруживает тесную связь между обеими 
задачами, составляющими единую пару. Совместный анализ пары двойст-
венных задач оказывается плодотворным как при построении численных 
методов решения, так и при различных качественных исследованиях. 
 Рассмотрим задачу ЛП в канонической форме 

,,

max,

n

T

OxbAx

xc

≥=

→
    (5.1) 

где  n
Rxc ∈, , 

m
Rb ∈ , А — матрица размерности  m×n,  nm < , mA =rank . 

Двойственной к ней назовем следующую задачу ЛП 

,

min,

cyA

yb

T

T

≥

→
      (5.2) 

где m
Ry ∈ , 

T
A — транспонированная матрица  А. 

 
5.1. Теоремы двойственности 

 

 Приводимые ниже факты демонстрируют глубокую связь между за-
дачами двойственной пары. 

 Лемма 3. Если х и у допустимые планы задач (5.1) и (5.2) соответ-

ственно, то  

ybxc
TT ≤ .     (5.3) 

При этом, если для некоторых допустимых планов х
*
 и у

*
 в (5.3) выполня-

ется равенство, то х
*
 и у

*
 являются оптимальными планами соответст-

вующих задач. 

 Доказательство. Непосредственно используя допустимость планов, 
получаем (5.3): 
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ybbyAxyxyAxc
TTTTTT ===≤ )( . 

Второе утверждение леммы легко следует из (5.3). 
 

 Следствие. Если целевая функция одной из пары двойственных задач 

не ограничена на множестве допустимых планов, то вторая задача не 

имеет ни одного допустимого плана. 

 Теорема 7 (1-я теорема двойственности). Пусть ≠Ω ∅. Если одна из 

задач двойственной пары (5.1)-(5.2) имеет решение, то и другая задача 

разрешима. При этом для любых оптимальных планов х
*
 и у

*
 задач (5.1) и 

(5.2) имеет место равенство 
**

ybxc
TT = .     (5.4) 

 Доказательство. 

а) Пусть задача (5.1) является разрешимой. Из теорем 3 и 4 следует, 
что найдется оптимальный базисный план х

*
, для которого все компоненты 

вектора ∆, определяемые формулой (4.5), являются неотрицательными 
0≥∆ k , nk ,1= .     (5.5) 

Как и в п. 4.3, без потери общности, примем предположение о том, что 
}/{ JjA j ∈ , где ]:1[ mJ = , является базисом для х*

, и те же обозначения. 

Тогда (5.5) эквивалентно неравенству 

0
0

≥−Λ cc
T

.     (5.6) 

Обозначим через 01*
)( cБy
T−= . Тогда, используя (5.6), имеем 

cccAБyA TTT ≥Λ== − 001*
)( , 

т.е. вектор у*
 является допустимым планом задачи (5.2). Кроме того, полу-

чаем 

*011000*
))(( ybybbcБbБcxcxc TTTTTT ===== −−

. 

Следовательно, в силу леммы 3, вектор у*
 является оптимальным планом 

задачи (5.2) и имеет место равенство (5.4). 

 б) Предположим теперь, что задача (5.2) имеет решение. Поскольку 
≠Ω ∅, то в силу леммы 3 целевая функция задачи (5.1) ограничена на 

множестве допустимых планов Ω. Отсюда, учитывая ее линейность, и сле-
дует существование решения задачи (5.1).  

 Теорема 8 (2-я теорема двойственности). Для того, чтобы допусти-

мые планы х
*
 и у

*
 пары двойственных задач (5.1) и (5.2) были оптималь-

ными необходимо и достаточно, чтобы они удовлетворяли системе урав-

нений 

0)(
**

=−bAxy
T

,     (5.7) 

0)(
**

=− cyAx
TT

.     (5.8) 

 Доказательство. 
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 Необходимость. Если 
*x  и 

*y  — оптимальные планы, то,  по теоре-

ме 7, выполняется равенство (5.4). Учитывая, что bAx =
*

, легко увидеть, 
что оно эквивалентно (5.8). Выполнение равенства (5.7) следует из допус-
тимости плана *x . 

 Достаточность. Из (5.8) следует (5.4), что, по лемме 3, означает оп-

тимальность допустимых планов *x  и 
*y .  

 Замечание 1. Особенно эффективность теории двойственности про-
является в тех случаях, когда двойственная задача решается проще, чем 

прямая. Если ее решение *
y  найдено, то, учитывая, что cyA

T ≥*  и 0
* ≥x , 

из (5.8) получаем систему уравнений для решения прямой задачи (5.1): 

0)(

1

**
=−∑

=

j

m

i

ijij cayx ,  nj ,1==== . 

 Замечание 2. Укажем соответствующие пары двойственных задач 
еще в двух наиболее важных частных случаях 
 а) Если прямая задача записана в основной форме 

max, →xc ,      

bAx ≤ , 

то двойственная ей задача имеет каноническую форму 
min, →yb , 

cyA
T = , mOy ≥ .     

 б) Если прямая задача записана в стандартной форме 

,,

max,,

nOxbAx

xc

≥≤

→
    (5.9)  

то двойственная ей задача также имеет стандартную форму 

.,

min,,

m
T

OycyA

yb

≥≥

→
   (5.10)  

 Отметим, что и для этих пар двойственных задач, приведённые выше 
утверждения (лемма 3 и теоремы 7-8) также справедливы.  

 

5.2. Экономическая интерпретация двойственной задачи ЛП 
 

 Предположим, что мы рассматриваем задачу планирования произ-
водства из §1. То есть задача (5.9) соответствует задаче определения опти-

мального плана производства товаров, обеспечивающего максимальную 

прибыль. Пусть предприятие решило прекратить производство товаров и 
продать ресурсы, идущие на их изготовление. Обозначим через iy  цены на 

единицу ресурсов i-го вида, mi ,1==== . Эти цены должны удовлетворять двум 

условиям: во-первых, они не должны быть слишком высокими, иначе ре-
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сурсы трудно продать; а во-вторых, цены должны быть такими, чтобы при-
быль от их реализации была бы не меньше прибыли от реализации готовой 
продукции. Первое условие выражается в минимизации линейной формы 

ybT
, где T

myyy ),...,( 1= , а второе условие неравенством cyA
T ≥ . Учиты-

вая, что все компоненты вектора у неотрицательны, получаем задачу (5.10). 

Таким образом, двойственная задача (5.10) соответствует следующей эко-
номической задаче: по каким минимальным ценам следует продавать ре-
сурсы, чтобы прибыль от их реализации была не меньше прибыли, полу-
ченной от реализации продукции, изготовленной с использованием этих 
ресурсов. 

 
6. ЗАДАЧИ И УПРАЖНЕНИЯ 

 

6.1. Приведение задач ЛП к заданной форме 

1. Привести к канонической форме задачу 
     max21 →+ xx ,  

121 ≤− xx ,   22 21 =+ xx , 

     01 ≥x .      

 Решение. Начнем с преобразования смешанной системы ограниче-
ний в систему уравнений. Для того, чтобы первое ограничение записать в 
форме равенства, введем неотрицательную переменную 

3
x . В результате 

система ограничений запишется в виде 
1321 =+− xxx ,   22 21 =+ xx ,   (6.1) 

     01 ≥x ,  03 ≥x .    (6.2) 

Перейдем к преобразованию условий неотрицательности. Неравенствами 
(6.2) не охвачена только переменная 2x . Можно воспользоваться двумя 
приемами. 

 Первый прием технически выполняется без всяких дополнительных 
вычислений, но зато приводит к увеличению числа переменных и поэтому 
к более сложным вычислениям в дальнейшем. Суть его заключается в том, 

что переменная 2x , на значение которой не наложено требование неотри-
цательности, заменяется разностью двух неотрицательных переменных: 
    112 vux −= ,  01 ≥u ,  01 ≥v . 

После этого преобразования исходная задача запишется в канонической 
форме 

max111 →−+ vux , 

13111 =++− xvux ,  22 111 =−+ vux , 

01 ≥x ,  01 ≥u ,  01 ≥v ,  03 ≥x . 

Са
ра
то
вс
ки
й г
ос
уд
ар
ст
ве
нн
ый

 ун
ив
ер
си
те
т и
ме
ни

 Н
. Г

. Ч
ер
ны
ше
вс
ко
го



 24

 Второй прием, более сложный на начальном этапе, наоборот упро-
щает дальнейшие расчеты, так как связан с уменьшением числа перемен-

ных и уравнений. Сущность его заключается в следующем. Найдем из ка-
кого-либо уравнения системы (6.1), например второго, переменную 

2
x , на 

значение которой не наложено требование неотрицательности, и исключим 

эту переменную из оставшихся уравнений системы и из целевой функции. 

После этого преобразования исходная задача запишется в канонической 
форме 

max1 →− x , 

33 31 =+ xx , 

01 ≥x ,  03 ≥x . 

2. Преобразовать к основной, стандартной и канонической формам 

задачу ЛП: 

max52 321 →−− xxx , 

434 321 =++ xxx , 

26 321 ≥−+− xxx , 

527 321 ≤+− xxx , 

01 ≥x ,  02 ≥x . 

 3. Преобразовать задачу ЛП к канонической форме так, чтобы число 
переменных в новой задаче не превышало трех: 

max34 4321 →−++− xxxx , 

523 4321 ≤+++ xxxx , 

62434 4321 =+++ xxxx , 

34 4321 −=++−− xxxx , 

           03 ≥x , 04 ≥x . 

 Привести задачи 4–7 к канонической форме двумя приемами (см. за-
дачу 1) и сравнить результаты. 

4.      max321 →++ xxx , 

         1         31 ≤− xx , 

1                32 ≥+ xx , 

         01 ≥x . 

5.     min10 4321 →+−− xxxx , 

        14321 =+++ xxxx , 

               1432 =++ xxx , 

                       143 =+ xx . 

6.      max4321 →−−− xxxx , 

         1         421 ≤−+ xxx , 

      1         421 =++− xxx , 

                1         32 =+ xx , 

               01 ≥x , 02 ≥x . 

7.     min32 4321 →−−− xxxx , 

        1        4321 =++− xxxx , 

     5                      41 ≤−− xx , 

               10    32 ≥+ xx , 

       01 ≥x , 02 ≥x ,  03 ≥x . 
 

8. Привести следующую задачу ЛП к стандартной форме: 
max3   4 321 →++ xxx , 
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1~       2 321 xxx ++ , 

2     3
32

≈+ xx , 

4   25 321 ∞++− xxx . 

       02 ≥x ,  03 ≥x : 
 

 ~ ≈ ∞  ~ ≈ ∞  ~ ≈ ∞  ~ ≈ ∞ 

1 ≥ = ≤ 6 = ≤ = 11 = ≥ = 16 ≤ ≤ = 

2 = ≤ ≥ 7 ≤ = ≥ 12 = = ≤ 17 ≥ ≥ ≤ 

3 ≤ = = 8 ≥ = = 13 ≥ ≥ = 18 ≥ ≤ = 

4 = ≥ ≥ 9 = ≥ ≤ 14 ≤ ≥ ≥ 19 ≥ ≤ ≥ 

5 ≥ = ≥ 10 ≤ ≥ = 15 = = ≥ 20 ≤ ≤ ≥ 

 

9. Привести следующую задачу ЛП к канонической форме: 
       min  4321 →−−+ xxxx , 

       2~            3 421 xxx −+ , 

       1               421 ≈++− xxx , 

                        3           32 ∞+ xx , 

0
1

≥x , 0
2

≥x ,  0
3

≥x : 
 

 ~ ≈ ∞  ~ ≈ ∞  ~ ≈ ∞  ~ ≈ ∞ 

1 ≥ = ≤ 6 = ≤ ≤ 11 ≥ ≤ ≤ 16 = = ≥ 

2 ≥ ≥ ≤ 7 ≤ ≥ ≤ 12 = ≤ ≥ 17 ≥ = ≥ 

3 ≥ ≤ ≥ 8 ≤ ≤ ≥ 13 ≥ ≥ = 18 ≤ ≥ = 

4 = ≥ ≥ 9 ≤ ≥ ≥ 14 ≤ = ≤ 19 = = ≤ 

5 ≥ ≤ = 10 ≤ ≤ = 15 = ≥ ≤ 20 ≤ = ≥ 

 

6.2. Геометрическое решение задач ЛП 

10. Используя геометрические построения, найти решения следую-

щих задач ЛП: 
 

а)       max2 21 →+ xx , 

         623 21 ≤− xx , 

       42 21 ≤+− xx , 

        1223 21 ≤+ xx , 

          01 ≥x ; 

б)       max2 21 →+ xx , 

         221 ≤+− xx , 

            72 21 ≤+ xx , 

          634 21 ≤− xx , 

          01 ≥x ,  02 ≥x ; 
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в)       min57 21 →+ xx , 

            321 ≥+ xx , 

            55 21 ≥+ xx , 

          42 21 ≥+ xx ; 

г)       min2 21 →+− xx , 

           032 21 ≥− xx , 

            321 ≤− xx , 

          42 21 =− xx . 
 

 11. Используя метод исключения переменных и геометрические по-
строения, найти решения следующих задач ЛП:  

а)      max328 321 →−− xxx , 

        43 321 ≤++− xxx , 

         162          7 31 ≤− xx , 

         2   2 321 =−− xxx , 

         01 ≥x , 02 ≥x , 03 ≥x ; 

б)    max7        5431 →+−+ xxxx , 

       726         5421 −=−+− xxxx , 

               2464 5432 =+−− xxxx , 

        3273 54321 =+−−+ xxxxx , 

5,1,0 =≥ jx j ; 

в)  min3            5421 →+++− xxxx , 

       5252 54321 −=+−−+ xxxxx , 

       252    54321 −=+−++ xxxxx , 

           6332 5432 =−++− xxxx , 

01 ≥x , 02 ≥x ,  03 ≥x ; 

г)     max92 4321 →−++ xxxx , 

      64   2 4321 ≤−+− xxxx , 

        57 2 4321 =+−+ xxxx , 

      113            5 421 =−+ xxx , 

      73 23 4321 =−++ xxxx , 

4,1,0 =≥ jx j . 
 

 12.  Найти все значения параметра а, при которых указанные точки 
*x  являются решениями соответствующих задач ЛП: 

а)       max2
21

→+ xax , 

          102
21

≤+ xx , 

            142
21

≤+ xx , 

          164
21

≤+ xx , 

            )6,2(
* =x ; 

б)       max3 21 →+ xx , 

         4
21

≥+ xax , 

         22
21

≤− xx , 

       823
21

≤+ xax , 

          )4,0(
* =x . 

 

 13. Используя геометрические построения, найти решение следую-

щей задачи ЛП: 

max21 →+ axx , 

102 21 ≤+ xx , 

         1823 21 ≤+ xx , 

bxx −≥− 21   , 

         38  21 +≤− cxcx  : 

 a b c  a b c  a b c  a b c 

1 5 7 2 6 –1/4 10 2 11 –5/6 8 1/4 16 –3/4 13/2 1/2 

2 1 6 3 7 4 12 1/2 12 3 13/2 2 17 3/2 7 2 

3 – 1 6 1/8 8 5/4 9 1/3 13 1 9 1 18 3 6 1 

4 5 9 1 9 – 1 6 1/2 14 –1/3 10 2 19 4 8 3/4 

5 3/4 7 1 10 5/6 7 1 15 7/4 6 3 20 – 1 15/2 1/3 
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 14. Используя геометрические построения, найти решение следую-

щей задачи ЛП: 

min           21 →+ xax , 

  bxbx ≥−+ 21 )3( , 

  cxxc ≥+− 21             )4( , 

 112         3 21 ≥+ xx , 

   01 ≥x ,      02 ≥x  : 

 a b c  a b c  a b c  a b c 

1 1/4 5 9 6 1/2 7 6 11 7/2 5 7 16 1/2 4 9 

2 5/4 4 6 7 1/6 8 8 12 9/2 6 9 17 5/3 8 6 

3 9/2 7 8 8 5/2 4 7 13 1/5 7 7 18 3/4 5 6 

4 7/4 8 7 9 13/3 5 8 14 7/2 4 8 19 1/4 6 8 

5 5/2 6 6 10 2/3 6 7 15 1/3 8 9 20 11/2 7 9 
 

 15. Используя метод исключения переменных и геометрические по-
строения, найти решение следующей задачи ЛП: 

max3 32 →− xax , 

15   2 321 ≤++ xbxx , 

0252 321 ≤−+ xxx , 

3    2 321 −=−+ xxcx  

                       02 ≥x , 03 ≥x  : 

 a b c  a b c  a b c  a b c 

1 10 2 3 6 –2 2 2 11 –1 5 3 16 –2 5 2 

2 –1 1 2 7 2 3 4 12 6 6 4 17 4 4 3 

3 3 5 4 8 5 5 3 13 10 1 2 18 12 2 4 

4 –3 4 2 9 11 1 4 14 –3 3 3 19 5 3 2 

5 12 3 3 10 7 7 2 15 7 3 4 20 –1 3 4 

 16. Используя метод исключения переменных и геометрические по-
строения, найти решение следующей задачи ЛП: 

max        5431 →+++ bxaxxx , 

           1526         5421 −=−+− cxxxx , 

                         2464 5432 =+−− xxxx , 

            2473 54321 +=+−−+ cxxxxx , 

5,1,0 =≥ jx j  : 

 

 a b c  a b c  a b c  a b c 

1 3 5 6 6 1 1 7 11 1 2 8 16 2 2 6 

2 5 2 7 7 6 3 8 12 8 4 6 17 1 3 7 

3 1 5 8 8 2 1 6 13 2 5 7 18 7 4 8 

4 3 –1 6 9 3 0 7 14 9 5 8 19 6 2 6 

5 4 3 7 10 5 7 8 15 7 –1 6 20 3 3 7 
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 17. Привести примеры таких значений параметров p и q, при кото-
рых задача 

max 21 →+ bxax , 

  121 ≤+ pxx , 

     qxx ≥− 21     , 

   01 ≥x : 

а) имеет пустое допустимое множество; 
б) имеет оптимальное значение целевой функции равное  ∞+ ; 

в) имеет единственное решение; г) имеет бесконечно много решений: 

 a b  a b  a b  a b 

1 3 5 6 2 1 11 7 3 16 2 5 

2 3 7 7 6 5 12 7 4 17 5 2 

3 2 3 8 3 7 13 3 2 18 2 7 

4 8 3 9 5 8 14 5 3 19 7 2 

5 3 4 10 4 7 15 5 6 20 3 1 

 18. Найти все значения параметра k, при которых точка ),(
* abx =  

является решением задачи 
max)2( 21 →−+ bxkkx , 

0           21 ≤− bxax , 

   cxx ≤+ 21 3          2 , 

  baxx +≤+ 21             : 

 a b c  a b c  a b c  a b c 

1 4 –3 7 6 3 1 13 11 3 –1 8 16 5 1 20 

2 3 2 14 7 3 –1 9 12 3 –2 7 17 5 2 20 

3 2 –1 5 8 4 –1 12 13 4 2 16 18 5 –3 11 

4 5 –2 13 9 4 –2 10 14 4 3 19 19 6 –5 10 

5 5 4 25 10 4 1 15 15 5 –1 14 20 6 –4 11 

 

6.3. Отыскание базиса заданного базисного плана 
 

19. Пусть полиэдр в 6
R  задается системой 

,02   3           

,1               2

,443274 

65432

64321

654321

=+−−−

−=−++−−

=++−++

xxxxx

xxxxx

xxxxxx

 

6,1,0 =≥ jx j . 

Найти все базисы его вершины =0x (0, 1, 0, 1, 0, 0). 

 Решение. Из вида базисного плана и определения 3 следует, что ин-

дексы 2 и 4 входят в соответствующее множество индексов столбцов мат-
рицы условий, которые образуют базис. Осталось выяснить, какие из сис-
тем столбцов },,{ 42 AAA j , где индекс }6,5,3,1{∈j , линейно независимы. 
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С этой целью вычислим четыре определителя 

0

110

121

374

=

−

−−

−

,  3

113

121

372

=

−−

−

−

, 0

111

120

371

=

−−

−

−

,   2

112

121

374

=

−

−−

−

. 

Отсюда заключаем, что базисами плана 0x  служат системы },,{ 423 AAA  и 
},,{ 426 AAA . 

20. Пусть полиэдр в 5
R  задается системой 

,125          23

,12)5(         

,365        3  

54321

5432

54321

=++++

=+−++−

=++++

xxxxx

xxkxx

xxxxkx

 

5,1,0 =≥ jx j . 

Найти все базисы его вершины =0x (0, 0, 1, 0, 0) в зависимости от пара-
метра k. 

21. Пусть полиэдр в 6
R  задается системой 

,2      352

,1      2   

,12   2   5  

654321

654321

654321

=−+−+−−

−=+++−+

−=+−−+−

xcxxxxx

xbxxxbxbx

xxxxxax

 

6,1,0 =≥ jx j . 

Найти все базисы его вершины =0x (0, 0, 1, 1, 0, 0). 

   a   b  c    a  b  c    a  b    c    a   b  c 

1 1 2 – 3 6 1 5 – 8 11 1 1 – 2 16 6 0 2 

2 1 1 2 7 – 4 2 2 12 – 4 2 – 3 17 – 4 2 – 3 

3 11 – 1 2 8 – 19 5 – 8 13 1 1 – 4/3 18 26 – 4 7 

4 6 0 1/3 9 – 14 4 1 14 3 – 1 2 19 3 2 – 3 

5 2 4 – 19/3 10 – 9 3 2 15 2 4 1 20 1 – 4 7 

 

6.4. Решение задач ЛП симплекс-методом 
 

 22. Сформулируем три утверждения относительно задачи ЛП и ее ба-
зисного плана 0x : 

 А. 
0x  — решение задачи. 

 Б. Задача не имеет решения. 
 В. Существует базисный план на котором целевая функция принима-
ет большее значение, чем в 0x . 

 Используя правила симплекс-метода, выяснить, какое из этих утвер-
ждений имеет место в задаче: 
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,10 204105    

,714   7 65

max,3         42  

54321

54321

54321

−=+−−−

−=++−+−

→+−+−

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 

5,1,0 =≥ jx j , 

Tx )0 ,3 ,0 ,0 ,2(
0 = . 

 Решение. Единственным базисом базисного плана 0x  является сис-
тема столбцов },{ 41 AA . Выразим через этот базис столбцы 532 ,, AAA . Со-
ставляем систему 

2424121 AAA =+ λλ , 

т.е. 

.54    

,65

4212

4212

−=−

=+−

λλ

λλ
 

Находим 1    ,1 4212 =−= λλ . 

Аналогично из систем 

54541513434131 , AAAAAA =+=+ λλλλ  

находим 6    ,4  ,3    ,2 45154313 −=−=== λλλλ . Вычислим оценки замеще-
ния 

.532

,012

,142

45155

43133

42122

−=−−=∆

=−−=∆

=+−=∆

λλ

λλ

λλ

 

Поскольку 0  ,0  ,0 45155 <<<∆ λλ , то, согласно теореме 2, имеет место ут-
верждение Б. 

 23. Используя правила симплекс-метода, выяснить, какое из утвер-
ждений А, Б или В (см. задачу 22) имеет место в следующих задачах: 
 

,5 352  4        

,1           4      5        

max,2 4   5    а)

54321

4321

54321

=++++−

−=−−+

→++++−

xxxxx

xxxx

xxxxx

              5,1,0 =≥ jx j , 

               
T

x )0,0,2,1,0(
0

= ; 

,3 29410        

,1  2           2       

max,   73              б)

54321

5431

5432

=−+−+

=+++−

→−+−

xxxxx

xxxx

xxxx

 

               5,1,0 =≥ jx j , 

               Tx )1,0,0,1,0(
0 = ; 

,4 262          2      

,1                      

min,3 2 43     в)

5431

4321

54321

=+−−

−=+−+−

→−−+−

xxxx

xxxx

xxxxx

 

5,1,0 =≥ jx j , 

Tx )0,0,0,1,2(
0 = . 
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 24. Используя правила симплекс-метода, выяснить, какое из утвер-
ждений А, Б или В (см. задачу 22) имеет место в следующих случаях: 

,4    2             

,15 4 2    3         

max,3   752    а)

54321

54321

54321

−=−+−+−

=++++

→++−+−

xxxcxx

xbxxxx

xaxxxx

 

 5,1,0 =≥ jx j , 

Tx )3,0,0,0,1(
0 = : 

  a  b  c   a  b   c   a  b  c    a   b   c 

1 1 – 1 1 6 1 – 7 2 11 2 – 5 –2 16 3 – 1 – 1 

2 0 – 7 1 7 2 – 1 –1 12 –1 – 6 –3 17 – 2 – 8 1 

3 2 – 1 1 8 1 2 1 13 1 – 5 2 18 – 1 – 6 3 

4 1 – 1 – 1 9 5 – 6 1 14 6 –7 3 19 3 – 5 – 2 

5 1 – 5 – 2 10 3 –1 1 15 2 – 5 2 20 7 – 6 2 
 

,1                       

,3 43          

max,   3          б)

4321

54321

54321

=+−−

=+−++

→+−++

cxxbxx

xxxaxx

xxxxx

 

 5,1,0 =≥ jx j , 

)0,0,1,0,2(
0 =x : 

 a b c  a b c  a b c  a b c 

1 – 1 5 2 6 0 2 3 11 2 1 – 3 16 – 2 1 2 

2 0 1 2 7 – 2 – 1 1 12 – 3 –2 1 17 2 3 1 

3 – 1 0 – 3 8 – 6 2 3 13 0 2 – 3 18 – 1 3 – 5 

4 6 1 – 2 9 2 – 1 3 14 – 1 2 1 19 2 1 5 

5 4 2 3 10 – 4 1 –4 15 – 5 3 – 3 20 3 – 4 1 
 

,2                         

, 97  3 2     

max,         3    в)

5421

54321

54321

=++−

=++++

→+++−

cxxxx

bxxaxxx

xxxxx

 

 5,1,0 =≥ jx j , 

T
abx )0,2,/)14(,0,0(

0 −= : 

 a b c  a b c  a b c  a b c 

1 – 1 5 2 6 – 7 12 6 11 – 2 8 2 16 – 6 8 2 

2 – 6 12 3 7 – 6 10 3 12 – 8 12 3 17 4 19 1 

3 2 18 3 8 2 15 2 13 – 3 10 6 18 – 1 12 3 

4 – 4 10 5 9 3 19 1 14 – 7 8 2 19 – 2 5 2 

5 – 3 8 4 10 1 19 3 15 3 15 4 20 5 16 2 
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 25. Используя теорию симплекс-метода, найти все значения пара-
метра k, при которых точка *

x  является решением соответствующей зада-
чи: 

а)     max,105 22 65432
2

1 →−++−+ xxkxxxkx  

    2   2                               2 6421 =++−− xxxx , 

,2                                           2 321 =++ xxx  

   ,2             2                    2 5431 =++−− xxxx  

 6,1,0 =≥ jx j ,  

=*
x  (0, 1, 1, 3, 0, 0)

T
; 

,4                       2              

,4             2                 

,5           2     2      

max,5 1523     б)

5321

64321

654321

65
2

4321

=+++

=++++

=+++++

→+−+++

xxxx

xxxxx

xxxxxx

xxkxxkxx

 

 6,1,0 =≥ jx j , 

=*
x (0, 3, 0, 0, 1, 1) 

T
; 

,5              3 2 47       

,4                      2          

,4             2   3 5          

max,52  23     в)

64321

65431

64321

654321

−=−−++−

=++++

=++−−

→+−+++−

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xkxxxkxx

 

 6,1,0 =≥ jx j , 

=*
x (0, 0, 1, 2, 0, 1) 

T
; 

26. Используя симплекс-метод, найти все значения параметра k, при 
которых точка =*

x (1, 2, 0, 1, 0) 
T

 является решением задачи: 

,2                       

,5     2             3     

,0 2      3       

max,2  53    

5321

5431

54321

54321

cbxxcxbx

xxxx

xxxxx

kxxkxaxx

+=+++

=−+−

=+−++−

→−−++

 

 5,1,0 =≥ jx j : 

 a b c  a b c  a b c  a b c 

1 12 – 1 – 3 6 3 0 – 1 11 8 – 1 – 3 16 10 1 1 

2 7 1 1 7 17 2 3 12 7 – 2 – 5 17 1 – 2 – 5 

3 15 2 3 8 8 1 1 13 9 1 1 18 9 0 – 1 

4 5 0 – 1 9 0 – 1 – 3 14 15 – 3 – 7 19 19 2 3 

5 3 – 2 – 5 10 21 2 3 15 – 1 0 – 1 20 – 5 – 1 – 3 
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 27. Решить симплекс-методом задачу ЛП, используя начальный ба-

зисный план 
T

x )5 ,1 ,0 ,0(
0 = : 

,5        2 

,1              

max,25

421

321

4321

=++

=+−

→+++

xxx

xxx

xxxx

 

4,1,0 =≥ jx j . 

 Решение. Для этой задачи 4=n , 2=m , 
Tc )1 ,2 ,1 ,5(= , 

Tb )5 ,1(= , 

     






 −
=

1012

0111
A . 

Легко убедиться, что 0
x  является базисным планом, а столбцы, 

 
TA )0 ,1(3 = , 

TA )1 ,0(4 =  — его базисом. Эти столбцы образуют естествен-

ный базис в 2
R  и поэтому коэффициенты разложения по нему столбцов 1A  

и 2A  совпадают с их компонентами 

Таблица 0T  
 

 1A  2A  3A  4A  0
x  

3A  131 =λ  132 −=λ  133 =λ  034 =λ  13 =x  

4A  241 =λ  142 =λ  043 =λ  144 =λ  54 =x  

∆  11 −=∆  22 −=∆  03 =∆  04 =∆  7,
0

=xc  

 

Поскольку для 0
x  множество индексов =J {3; 4}, то, в соответствии с 

формулой (4.5): 

,0

,0

,2

,1

44443434

34343333

24243232

14143131

=−+=∆

=−+=∆

−=−+=∆

−=−+=∆

ccc

ccc

ccc

ccc

λλ

λλ

λλ

λλ

 

7,
0

=xc . 
 

 Для построенной таблицы выполнено условие III п.4.2, причем в ка-
честве столбца, вводимого в базис, можно взять  1A  или 2A . Следуя прави-

лу Блэнда, выберем 1A , т.е. полагаем 1=s . Поскольку 1
31

3 =
λ

x
, 

2

5

41

4 =
λ

x
, то 

из базиса надо вывести 3A , т.е. положить 3=r . Таким образом, ведущим 

является элемент 31λ , а новый набор индексов  =J {1; 4}. 
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 Теперь осуществим переход к следующей таблице 1T  в соответствии 
с формулами (4.24) - (4.25), т.е. операциями 1) - 3) п.4.5. 

   1) Для получения строки 4A  таблицы 1T , поскольку }{\4 rJj ∈= , из 

строки 4A  таблицы 0T  вычитаем ее строку 3A , умноженную на коэффици-

ент 2=
rs

js

λ

λ
; 

 2) Для получения строки 1A  таблицы 1T  строку 3A  таблицы 0T  делим 

на 1=rsλ ; 

 3) Для получения строки ∆ таблицы 1T  из строки ∆ таблицы 0T  вы-

читаем ее строку 3A , умноженную на 1
31

1 −=
∆

=
∆

λλrs

s  

Таблица 1T  

 
1A  2A  3A  4A  1

x  

1A  111 =λ  112 −=λ  113 =λ  014 =λ  11 =x  

4A  041 =λ  342 =λ  243 −=λ  144 =λ  34 =x  

∆ 01 =∆  32 −=∆  13 =∆  04 =∆  8,
1

=xc  

 

Для таблицы 1T  выполнено условие III, причем ведущим является элемент 

42λ , т.е. 4=r , 2=s . Переходим к следующей симплекс-таблице 2T . При 

этом, в соответствии с операциями  1) - 3) из п.4.5: 

 1) Строка 1A  новой таблицы получается вычитанием из строки 1A  

таблицы 1T  строки 4A , умноженной на 
3

1
−=

rs

js

λ

λ
; 

 2) Строка 2A  новой таблицы получается из строки 4A  таблицы 1T , 

деленной  на 3=rsλ ; 

 3) Строка ∆ новой таблицы получается из строки ∆ таблицы  1T  вы-

читанием из нее строки 4A , умноженной на 1
42

2 −=
∆

=
∆

λλrs

s . 

Таблица  2T  

 1A  2A  3A  4A  2
x  

1A  1 0 
3

1
 

3

1
 21 =x  

2A  0 1 
3

2
−  

3

1
 12 =x  

∆ 0 0 –1 1 11
2

, =xc  
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Для таблицы 2T  ведущим является элемент 3/113 =λ .  Строим очередную 

симплекс-таблицу.  

Таблица 3T  

 
1A  2A  3A  4A  3

x  

3A  3 0 1 1 6 

2A  2 1 0 1 5 

∆ 3 0 0 2 17 

Здесь выполняется условие I. Следовательно, T
x )0 ,6 ,5 ,0(

* =  — ре-

шение задачи, а  17,
* =xc  максимальное значение целевой функции. 

 28. Решить симплекс-методом следующие задачи ЛП, начав с указан-

ных базисных планов: 

,1               

,3         2     

max,3   a)

321

421

4321

=++−

=++

→−++

xxx

xxx

xxxx

 

4,1,0 =≥ jx j . 

  
T

x )3 ,1 ,0 ,0(
0 = ; 

,2 7  4 324       

,33     2 3      

max,223473    б)

654321

654321

654321

−=−+−−−

=+++++−

→++−++

xxxxxx

xxxxxx

xxxxxx

 

6,1,0 =≥ jx j . 

  
T

x )0 1, ,0 ,1 ,0 ,0(
0 = ; 

,7   5              2       

,0 2                         

,2           2                   

min,2423      в)

5421

5432

431

54321

=+++

=−+−

−=−+−

→−+++

xxxx

xxxx

xxx

xxxxx

 

5,1,0 =≥ jx j . 

  
T

x )0 ,0 ,1 ,1 ,3(
0 = ; 

,3        5  323         

,43      34      

,2             2        

max,33   23      г)

4321

54321

54321

54321

=+++

−=−−−+−

=+++−

→+++−

xxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 

5,1,0 =≥ jx j .   

T
x )0 ,0 ,0 ,0 ,1(

0 = ; 
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,1                          

,1                                 

,134              

,1                         

max,3  23    д)

64321

5421

654321

65432

654321

=++++

=+++

−=−++−−

=+−++

→++−−+

xxxxx

xxxx

xxxxxx

xxxxx

xxxxxx

 

6,1,0 =≥ jx j . 

  
T

x )0 0, ,0 ,0 ,1 ,0(
0 = . 

 29. Решить симплекс-методом следующие задачи ЛП, начав с указан-

ных базисных планов: 

, 2                         

, 97 5 3 2       

max,                a)

5421

54321

54321

cxxxx

bxxxxx

xxxxax

=++−

=++++

→++++

 

 5,1,0 =≥ jx j , 

Tccbx )0,,5/)7(,0,0(
0 −= : 

 a b c  a b c  a b c  a b c 

1 2 8 1 6 3 32 4 11 4 15 2 16 5 22 3 

2 1 9 1 7 2 33 4 12 2 16 2 17 1 23 3 

3 5 10 1 8 1 34 4 13 3 17 2 18 4 24 3 

4 4 11 1 9 5 35 4 14 5 18 2 19 3 25 3 

5 3 12 1 10 4 36 4 15 1 19 2 20 2 26 3 

 

,66)12()2(32    3      

,6 5)12()3(22    2      

,3   )1(   )6(             

max,2                      2     б)

654321

654321

654321

654321

=++++−++

=++++−++

=+++−+++−

→−++−+

xxcxbxxx

xxcxbxxx

xxcxbxxx

xxxxaxx

 

 6,1,0 =≥ jx j , 

T
x )0,0,0,3,0,0(

0 = , начальный базис — },,{
321 AAA : 

 

 a b c  a b c  a b c  a b c 

1 – 1 4 5 6 – 5 4 1 11 – 2 3 2 16 – 4 4 4 

2 – 3 3 4 7 – 4 3 2 12 – 3 4 3 17 – 3 3 3 

3 – 4 2 3 8 – 1 2 3 13 – 4 5 4 18 – 2 2 2 

4 – 5 1 2 9 – 2 1 4 14 – 1 2 5 19 – 1 1 1 

5 – 2 5 1 10 – 3 5 5 15 – 5 1 1 20 – 6 5 5 
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,212)11()3(2       

,3 11)12(          33        

,1   2  )3(  )1(    2        

max,6  5                                         в)

654321

654321

654321

6531

=−+−+−−+−

=−−++++

=−−+++++

→+++

xxcxbxxx

xxcbxxxx

xxcxbxxx

xxxax

 

 6,1,0 =≥ jx j , 

)0,0,0,0,1,0(
0 =x , начальный базис — },,{

321 AAA : 

 a b c  a b c  a b c  a b c 

1 – 4 2 2 6 – 4 3 3 11 – 7 6 4 16 – 6 4 2 

2 – 6 3 2 7 – 7 5 3 12 – 5 3 2 17 – 7 2 2 

3 – 3 2 1 8 – 8 6 2 13 – 6 5 5 18 – 5 4 3 

4 – 7 4 2 9 – 5 4 1 14 – 4 3 1 19 – 8 5 1 

5 – 9 3 1 10 – 8 7 5 15 – 9 6 3 20 – 7 3 1 

 

6.5. Отыскание исходного базисного плана 
 

 30. Для каждой из указанных ниже систем обозначим через Ω мно-
жество ее решений. Используя метод искусственного базиса, определить, 
является ли полиэдр Ω непустым множеством. В случае 

≠Ω ∅ найти базисный план 0
x , исключить линейно зависимые уравнения 

и указать соответствующий базис для 0
x : 

,1  2                    

,122     а)

431

4321

=+−

=+++

xxx

xxxx
 

   4,1,0 =≥ jx j . 

 Решение. В соответствии с методом  искусственного базиса, требует-
ся решить симплекс-методом задачу 

,1            2                    

,1           2 2        

max,                                        

6431

54321

65

=++−

=++++

→−−

xxxx

xxxxx

xx

 

6,1,0 =≥ jx j , 

начав с базисного плана =x (0, 0, 0 , 0, 1, 1)
T

. Процесс вычисления показан 

в следующей таблице 

  
1A  2A  3A  4A  5A  6A  x 

 5A    1   1   2 2 1 0   1 

 6A    1   0 – 1 2 0 1   1 

 ∆ – 2 – 1 – 1 0   0 0 – 2 

 
1A  1   1   2 2   1 0   1 

 6A  0 – 1 – 3 0 – 1 1   0 

 ∆ 0   1   1 4   2 0   0 
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 Таким образом, 
T

x )0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,1(
* =  — оптимальный базисный план 

вспомогательной задачи. А поскольку значение целевой функции в ней 

равно нулю, то , в соответствии с теоремой 6, 
T

x )0 ,0 ,0 ,1(
0 =  — базисный 

план исходной задачи. В базис этого плана, кроме столбца 1A  войдет один 
из столбцов jA , j = 2, 3; 

,1327           3      

,5           3 2        

,4   2        б)

431

321

4321

=++

=+−

=+++

xxx

xxx

xxxx

4,1,0 =≥ jx j , 

,632  2        

,0                 

,322    в)

4321

4321

4321

=++−

=−+−

=−++−

xxxx

xxxx

xxxx

4,1,0 =≥ jx j , 

 

,12 3  22 2          

,9 3   24       

,5          2       г)

54321

54321

54321

=+−++

=+++−−

=+−++

xxxxx

xxxxx

xxxxx

5,1,0 =≥ jx j , 

,2                        

,5 3 22     

,32          д)

421

4321

4321

=++

=+−+−

=++−

xxx

xxxx

xxxx

4,1,0 =≥ jx j , 

 

,1   2                  

,3 2                   

,6   73    е)

431

432

4321

=++

=−+

=+++

xxx

xxx

xxxx

4,1,0 =≥ jx j . 

 

 31. Найти методом искусственного базиса исходный базисный план и 
его базис для задач ЛП, допустимое множество которых задается системой: 

 

,8   4    

,    5

,2

432

4321

4321

=++−

=−−+

=−−+

xxx

cxxxx

bxxaxx

 

  4,1,0 =≥ jx j : 

 

 a b c  a b c  a b c  a b c 

1 2 1 2 6 7 1 3 11 5 1 4 16 3 1 5 

2 3 2 3 7 8 2 4 12 6 2 5 17 4 3 6 

3 4 3 4 8 2 3 5 13 7 3 6 18 5 3 7 

4 5 4 5 9 3 4 6 14 8 4 7 19 6 4 8 

5 6 5 6 10 4 5 7 15 2 5 8 20 7 5 9 
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6.6. Использование теории двойственности при решении задач ЛП 

32. Построить задачи, двойственные к следующим задачам ЛП: 

;0                  0,           

,4   3               

,8 2    55          

,1174       3      

max,8      517  a)

41

54321

54321

54321

54321

≥≥

≤−+++

−≥++−−

≤++−−

→−++−

xx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 

;3                2   

,1 2     3 2     

,53  32       

min,  3264  б)

5421

54321

54321

54321

≤−−−−

≥++++

−≥−+−+

→++−−

xxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 

,7222      

,5                   

min,   23          в)

4321

431

432

≤+−+

=−+−

→+−

xxxx

xxx

xxx

 

           4,1,0 =≥ jx j ; ,1                    53     

,10 6                

,9            4     

max,    2      4  г)

321

54321

54321

54321

≤+−−

≤++−+

≥+−−+

→++++

xxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 

        4,1,0 =≥ jx j . 

  

33. Используя теорию двойственности и геометрические построения, 
найти решения следующих задач ЛП: 

,1             2      

,6  2        

max,4          7   a)

321

4321

431

−≤−+

≤−+−

→−+

xxx

xxxx

xxx

 

 4,1,0 =≥ jx j . 

Решение. Перейдем к двойственной задаче: 

.0 0,   

,4          

,1   2 

,0   

,72   

min,   6 

21

1

21

21

21

21

≥≥

−≥−

≥−

≥+−

≥+

→−

yy

y

yy

yy

yy

yy

 

 

С помощью геометрических построений находим ее решение 

=*
y (9/5,13/5). Учитывая неотрицательность компонент допустимых пла-
нов данной пары двойственных задач, из теоремы 8 имеем 
 

.2,1      ,0)(             ,4,1      ,0)(

4

1

**
2

1

**
==−==− ∑∑

==

ibxayjcyax i

j

jijij

i

jijj  
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Поскольку второе и четвертое неравенства из ограничений для двойствен-

ной задачи для *
y  выполняются строго, то из первого равенства следует 

0
*
4

*
2 == xx . А так как 0

*
1 >y  и 0

*
2 >y , то из второго следует, что компонен-

ты 
*
1x  и 

*
3x  удовлетворяют системе 

.1  2   

,62    

*
3

*
1

*
3

*
1

−=−

=+

xx

xx
 

Отсюда 5/4
*
1 =x , 5/13

*
3 =x . Следовательно,  T

x 0) 13/5, 0, ,5/4(
* = . 

 

,5 2         

,632      

max,                       б)

54321

54321

531

≤++−−

≤−−++

→++

xxxxx

xxxxx

xxx

 

  5,1,0 =≥ jx j ; 

 

,1 3      64     

,122453     

min,2   2  54    в)

54321

54321

54321

−=++−−−

=++++−

→++++

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 

  5,1,0 =≥ jx j ; 

 34. Используя теорию двойственности и геометрические построения, 
найти решение следующей задачи ЛП: 

,7 3 5           3   )(2

,   )2(       3      

min,   5         11  3       

4321

4321

4321

≥−−++

≥−+++−

→+++

xxxxa

cxxbxx

xbxxax

 

4,1,0 =≥ jx j . 

 

 a b c  a b c  a b c  a b c 

1 1 1 4 6 2 1 1 11 3 1 3 16 4 1 2 

2 1 2 1 7 2 2 3 12 3 2 2 17 4 2 4 

3 1 3 3 8 2 3 2 13 3 3 4 18 4 3 1 

4 1 4 2 9 2 4 4 14 3 4 1 19 4 4 3 

5 1 5 4 10 2 5 1 15 3 5 3 20 4 5 2 
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6.7. Задания для контрольной работы
Вариант 1

1. Привести ЗЛП к канонической форме

.0,0,16)10(,11)10/(
min2

21321321

321

≥≥≥++−+≤++
 →+−

xxxxaxaxxax
xaxbx

Варианты параметров а=9, b=1
2. Предприятие изготавливает два вида продукции – П1 и П2, которая 

поступает в оптовую продажу. Для производства продукции используется 
два вида сырья – α  и β. Суточный расход сырья на единицу продукции 
вида П1 и вида П2 и запасы сырья даны в таблице.

Сырьё
Расход сырья в кг на 1 кг продукции

Запас сырья, кг
П1 П2

α 0,1 0,2 10
β 0,3 0,2 18

Опыт работы показал, что суточный спрос на продукцию П2 никогда не 
превышает спроса на продукцию П1 более чем на 7 ед. Кроме того, извест-
но, что спрос на продукцию П1 никогда не превышает 26 кг в сутки. Опто-
вая цена единицы продукции П1 составляет 15 руб, а П2 – 25 руб.

Какое  количество  продукции  каждого  вида  должно  производить 
предприятие, чтобы доход от реализации продукции был максимальным?
Для решения задачи воспользоваться геометрическими построениями.

3. Решить симплекс-методом задачу ЛП, начав с указанного базисно-
го плана:

, 2                         
, 97 5 3 2       

max,            

5421

54321

54321

cxxxx
bxxxxx

xxxxax

=++−
=++++

→++++

5,1,0 =≥ jx j ,      Tccbx )0,,5/)7(,0,0(0 −= : а=2, b=8, с=1.

Вариант 2
1. Привести ЗЛП к канонической форме

.0,0,16)10(,11)10/(
min2

21321321

321

≥≥≥++−+≤++
 →+−

xxxxaxaxxax
xaxbx

Варианты параметров а=8, b=1
2. В цехе предприятия решено установить дополнительное оборудо-

вание, для размещения которого выделено 5 м2 площади. На приобретение 
41
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оборудования предприятие может израсходовать 25 000 руб., при этом оно 
может  приобретать  оборудование  двух  видов.  Комплект  оборудования 
первого вида стоит 6 000 руб., а комплект оборудования второго вида сто-
ит 4 000 руб. Приобретение одного комплекта оборудования первого вида 
позволяет увеличить выпуск продукции за смену на 3, а одного комплекта 
оборудования второго вида – на 2 единицы. Зная, что для установки одно-
го комплекта оборудования первого вида требуется 1 м2 площади, а для 
установки одного комплекта оборудования второго вида – 1,5 м2 площади, 
определить такой набор дополнительного оборудования, который позволит 
максимально увеличить выпуск продукции.
Для решения задачи воспользоваться геометрическими построениями.

3. Решить симплекс-методом задачу ЛП, начав с указанного базисно-
го плана:

, 2                         
, 97 5 3 2       

max,            

5421

54321

54321

cxxxx
bxxxxx

xxxxax

=++−
=++++

→++++

5,1,0 =≥ jx j ,        Tccbx )0,,5/)7(,0,0(0 −= : а=1, b=9, с=1.

Вариант 3
1. Привести ЗЛП к канонической форме

.0,0,16)10(,11)10/(
min2

21321321

321

≥≥≥++−+≤++
 →+−

xxxxaxaxxax
xaxbx

Варианты параметров а= –1,b= –1
2. При откорме каждое животное ежедневно должно получать не ме-

нее 9 единиц питательного вещества А, не менее 8 единиц вещества В и не 
менее 16 единиц вещества С. Для составления рациона используют 2 вида 
корма. Содержание количества единиц питательных веществ в 1 кг каждо-
го вида корма и стоимость 1 кг корма приведены в таблице.

Питательные вещества
Количество единиц питательных веществ в 1 кг 

корма
Корм 1 вида Корм 2 вида

А 3 1
В 1 2
С 1 6

Стоимость 1 кг корма, руб. 4 3

Необходимо  составить  дневной  рацион  нужной  питательности, 
причём затраты на него должны быть минимальными.

Для решения задачи воспользоваться геометрическими построения-
ми.

42
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3. Решить симплекс-методом задачу ЛП, начав с указанного базисно-
го плана:

, 2                         
, 97 5 3 2       

max,            

5421

54321

54321

cxxxx
bxxxxx

xxxxax

=++−
=++++

→++++

5,1,0 =≥ jx j ,      Tccbx )0,,5/)7(,0,0(0 −= : а=5, b=10, с=1.

Вариант 4
1. Привести ЗЛП к канонической форме

.0,0,16)10(,11)10/(
min2

21321321

321

≥≥≥++−+≤++
 →+−

xxxxaxaxxax
xaxbx

Варианты параметров а=2, b=5
2.  Для изготовления двух видов продукции П1 и П2 используется  

три вида сырья С1, С2, С3. Запасы сырья, количество единиц сырья, затра-
чиваемых на изготовление единицы продукции, а также величина прибы-
ли, получаемая от реализации продукции, приведены в таблице.

Вид сырья Запас 
сырья

Количество единиц сырья, идущих 
на изготовление единицы продукции

П1 П2

С1 20 2 5
С2 40 8 5
С3 30 5 6
Прибыль от реализации 
единицы продукции, руб. 50 40

Необходимо составить такой план выпуска продукции, чтобы при её 
реализации получить максимальную прибыль.
Для решения задачи воспользоваться геометрическими построениями.

3. Решить симплекс-методом задачу ЛП, начав с указанного базисно-
го плана:

, 2                         
, 97 5 3 2       

max,            

5421

54321

54321

cxxxx
bxxxxx

xxxxax

=++−
=++++

→++++

5,1,0 =≥ jx j ,     Tccbx )0,,5/)7(,0,0(0 −= : а=4, b=11, с=1.

Вариант 5
1. Привести ЗЛП к канонической форме
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.0,0,16)10(,11)10/(
min2

21321321

321

≥≥≥++−+≤++
 →+−

xxxxaxaxxax
xaxbx

Варианты параметров а=9, b=2
2. Предприятие изготавливает два вида продукции – П1 и П2, которая 

поступает в оптовую продажу. Для производства продукции используется 
два вида сырья – α  и β. Суточный расход сырья на единицу продукции 
вида П1 и вида П2 и запасы сырья даны в таблице.

Сырь Расход сырья в кг на 1 кг продукции Запас сырья, кгП1 П2

α 0,2 0,1 10
β 0,3 0,2 18

Опыт работы показал, что суточный спрос на продукцию П2 никогда 
не превышает спроса на продукцию П1 более чем на 7 ед. Кроме того, из-
вестно, что спрос на продукцию П1  никогда не превышает 26 кг в сутки. 
Оптовая цена единицы продукции П1 составляет 15 руб, а П2 – 5 руб.

Какое  количество  продукции  каждого  вида  должно  производить 
предприятие, чтобы доход от реализации продукции был максимальным?
Для решения задачи воспользоваться геометрическими построениями.

3. Решить симплекс-методом задачу ЛП, начав с указанного базисно-
го плана:

, 2                         
, 97 5 3 2       

max,            

5421

54321

54321

cxxxx
bxxxxx

xxxxax

=++−
=++++

→++++

5,1,0 =≥ jx j ,     Tccbx )0,,5/)7(,0,0(0 −= : а=1, b=34, с=4.

Вариант 6
1. Привести ЗЛП к канонической форме

.0,0,16)10(,11)10/(
min2

21321321

321

≥≥≥++−+≤++
 →+−

xxxxaxaxxax
xaxbx

Варианты параметров а=1, b= –3
2. В цехе предприятия решено установить дополнительное оборудо-

вание, для размещения которого выделено 10 м2 площади. На приобрете-
ние оборудования предприятие может израсходовать 25 000 руб., при этом 
оно может приобретать оборудование двух видов. Комплект оборудования 
первого вида стоит 6 000 руб., а комплект оборудования второго вида сто-
ит 5 000 руб. Приобретение одного комплекта оборудования первого вида 
позволяет увеличить выпуск продукции за смену на 3, а одного комплекта 
оборудования второго вида – на 2 единицы. Зная, что для установки одно-
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го комплекта оборудования первого вида требуется 1 м2 площади, а для 
установки одного комплекта оборудования второго вида – 1,5 м2 площади, 
определить такой набор дополнительного оборудования, который позволит 
максимально увеличить выпуск продукции.
Для решения задачи воспользоваться геометрическими построениями.

3. Решить симплекс-методом задачу ЛП, начав с указанного базисно-
го плана:

, 2                         
, 97 5 3 2       

max,            

5421

54321

54321

cxxxx
bxxxxx

xxxxax

=++−
=++++

→++++

5,1,0 =≥ jx j ,       Tccbx )0,,5/)7(,0,0(0 −= : а=2, b=33, с=4.

Вариант 7
1. Привести ЗЛП к канонической форме

.0,0,16)10(,11)10/(
min2

21321321

321

≥≥≥++−+≤++
 →+−

xxxxaxaxxax
xaxbx

Варианты параметров а= –1, b=3.
2. При откорме каждое животное ежедневно должно получать не ме-

нее 9 единиц питательного вещества А, не менее 8 единиц вещества В и не 
менее 16 единиц вещества С. Для составления рациона используют 2 вида 
корма. Содержание количества единиц питательных веществ в 1 кг каждо-
го вида корма и стоимость 1 кг корма приведены в таблице.

Питательные вещества
Количество единиц питательных веществ в 1 кг 

корма
Корм 1 вида Корм 2 вида

А 3 1
В 1 2
С 1 4

Стоимость 1 кг корма, руб. 5 3

Необходимо  составить  дневной  рацион  нужной  питательности, 
причём затраты на него должны быть минимальными.
Для решения задачи воспользоваться геометрическими построениями.

3. Решить симплекс-методом задачу ЛП, начав с указанного базисно-
го плана:

, 2                         
, 97 5 3 2       

max,            

5421

54321

54321

cxxxx
bxxxxx

xxxxax

=++−
=++++

→++++
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5,1,0 =≥ jx j ,       Tccbx )0,,5/)7(,0,0(0 −= : а=3, b=32, с=4.

Вариант 8
1. Привести ЗЛП к канонической форме

.0,0,16)10(,11)10/(
min2

21321321

321

≥≥≥++−+≤++
 →+−

xxxxaxaxxax
xaxbx

Варианты параметров а=3, b=5.
2.  Для изготовления двух видов продукции П1 и П2 используется  

три вида сырья С1, С2, С3. Запасы сырья, количество единиц сырья, затра-
чиваемых на изготовление единицы продукции, а также величина прибы-
ли, получаемая от реализации продукции, приведены в таблице.

Вид сырья Запас 
сырья

Количество единиц сырья, идущих 
на изготовление единицы продукции

П1 П2

С1 20 2 5
С2 50 8 5
С3 30 4 6
Прибыль от реализации 
единицы продукции, руб. 50 40

Необходимо составить такой план выпуска продукции, чтобы при её 
реализации получить максимальную прибыль.
Для решения задачи воспользоваться геометрическими построениями.

3. Решить симплекс-методом задачу ЛП, начав с указанного базисно-
го плана:

, 2                         
, 97 5 3 2       

max,            

5421

54321

54321

cxxxx
bxxxxx

xxxxax

=++−
=++++

→++++

5,1,0 =≥ jx j ,    Tccbx )0,,5/)7(,0,0(0 −= : а=3, b=12, с=1.

Вариант 9
1. Привести ЗЛП к канонической форме

.0,0,16)10(,11)10/(
min2

21321321

321

≥≥≥++−+≤++
 →+−

xxxxaxaxxax
xaxbx

Варианты параметров а=5, b=1.
2. Предприятие изготавливает два вида продукции – П1 и П2, которая 

поступает в оптовую продажу. Для производства продукции используется 
два вида сырья – α  и β. Суточный расход сырья на единицу продукции 
вида П1 и вида П2 и запасы сырья даны в таблице.
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Сырь Расход сырья в кг на 1 кг продукции Запас сырья, кгП1 П2

α 0,2 0,1 10
β 0,4 0,2 18

Опыт работы показал, что суточный спрос на продукцию П2 никогда 
не превышает спроса на продукцию П1 более чем на 7 ед. Кроме того, из-
вестно, что спрос на продукцию П1  никогда не превышает 26 кг в сутки. 
Оптовая цена единицы продукции П1 составляет 35 руб, а П2 – 25 руб.

Какое  количество  продукции  каждого  вида  должно  производить 
предприятие, чтобы доход от реализации продукции был максимальным?
Для решения задачи воспользоваться геометрическими построениями.

3. Решить симплекс-методом задачу ЛП, начав с указанного базисно-
го плана:

, 2                         
, 97 5 3 2       

max,            

5421

54321

54321

cxxxx
bxxxxx

xxxxax

=++−
=++++

→++++

5,1,0 =≥ jx j ,   Tccbx )0,,5/)7(,0,0(0 −= : а=5, b=18, с=2.
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ОТВЕТЫ И РЕШЕНИЯ 

2. Основная форма: 
2х1 - х2 - 5х3 —> шах, 
4х1 + Зх2 + х3 < 4, 

- 4х1 - Зх2 - х3 < -4, 
х1 - 6х2 + х3 < -2, 

1хх - х2 + 2х3 < 5, 

-хх <0, 

- х 2 <0; 
стандартная форма: 

2х1 - х 2 - 5иъ + 5v3 шах, 
4х1 + Ъх2 +и3 - v3 <4, 

- 4х1 - Зх2 - иъ + v3 < -4, (I) 
хх - 6х2 +и3 - v3 < 5, 

хх > 0, х2 > 0, и3 > 0, v3 > 0; 
каноническая форма: 

2х1 - х 2 - 5и3 + 5v3 + 0 • w2 + 0 • w3 шах, 
4х1 + Ъх2 +и3- v3 =4, 

- X} + 6х2 -и3+ v3 -w2 =2, (II) 
1хх -х2+ 2и3 - 2v3 + w3 = 5, 

хх > 0, х2 > 0, и3 > 0, v3 > 0, w2 > 0, w3 > 0. 
В (I), (II) сделана замена переменной х3 = иъ - v3, и3 > 0, v3 > 0, а в 

(II), кроме того, введены переменные w2 > 0, w3 > 0 для приведения нера-
венств к равенствам. 

3. Вводя дополнительную переменную х5 > 0, запишем первое огра-
ничение в виде равенства 

3х1 + 2Х2 + Х3 + Х4 + Х5 — J. 
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Выразим из этого и второго ограничения переменные хг и х2 не связанные 
условием неотрицательности 

х̂  = 5х3 + х4 Зх^ + 3, 
х2

 = —•8x3 — 2X4 + 4х5 — 2. 
Подставляя данные выражения в целевую функцию и в третье ограниче-
ние, приходим к задаче 

- З 6 х 3 -12х 4 +19х5 —> max, 

4х3 + 5х4 Х5 = 2, 

х3 > 0, х4 > 0, х5 > 0. 

10. а) х* =(2, 3); б) х* = (3, 2); в) х* = (1, 2); г) х* = (1, -2). 
11. а) Из третьего ограничения имеем 

х3 = 2хх - х2 - 2. (I) 
Подставляя это выражение в целевую функцию и первые два ограничения, 
а также учитывая, что х3 > 0, приходим к задаче 

2х1 + х2 —» шах, 
х1 + 2Х2 < 6, 

Ъхх + 2Х2 <12, 
2хх х2 — 2, 
хх >0, х2 > 0. 

* * 
Геометрическим путем получаем ее решение: х1 = 4 , х 2 = 0 . Подставляя 

* * J 
эти числа в (I), получаем х3 = 6 . Следовательно, х = (4,0,6) — решение 
исходной задачи. 

б) Выразим из системы уравнений переменные х1, х2, х3: 
jc2 — 8 JĈ  jĉ  ? 

х2 = 15 + 5Х4 - Зх5, (II) 
jc2 — 9 + JC^ + Зх^. 

Подставляя их в целевую функцию и учитывая условия неотрицательно-
сти, приходим к задаче 

- 7х4 + Зх5 —> шах, 

х4 + Х5 <8, 

- 5х4 + Зх5 <15, 

х4 + Зх5 > 9, 

х4 >0, х5 > 0. 

Ее решение х4 = 0, = 5. Подставляя в (II), получаем х[ = 3, х2 = 0, х3 = 6. 
* г* Следовательно, х = (3,0,6,0,5) — решение исходной задачи. 
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в) х* = (И2, О, 0, 3/2, -1/2); 
г) х* = (9/4, 1/2, 0, 1/4). 
12. а) 1 / 2 < а < 2 ; б ) 0 < а < 2 / 9 . 
20. Если к ^ 4, то базисами служат системы {Al5A2,A3}, 

{А1,А4,А3}, {А2,А4,А3}; если к =15, то базисами будут только первая и 
третья из указанных систем. При к = 4 базисы отсутствуют (в этом случае 
ранг матрицы равен 2). 

23. а) Как и при решении задачи 22, проводя аналогичные вычисле-
ния, получаем Д4 = - 6 < 0, Л34 = 3 > 0. Тогда по теореме 3 имеет место ут-
верждение В. 

б) В данном случае А^ — 8, Д3 — Д4 — 0. Поэтому в силу теоремы 1 
справедливо утверждение А. 

в) Утверждения Б и В одновременно. 
25. Нетрудно видеть, что х — невырожденная вершина. Решая сис-

темы 
А2^2к + ЛзА к + Л4^4к =Лк> £ = 1,5,6, 

находим 

^25 = ^45 = 1' ^35 = ' 
= - 1 , Xi6=XA6=\. 

Вычислим оценки замещения: 
Ах =к2 - 2к-3, А5 =к2 + 2к-3, A6=-k2+2k + S. 

Из теорем 1 -3 следует, что невырожденная вершина х является решением 
задачи при данном к в том и только в том случае, если 
А1 > 0, А5 > 0, А6 > 0. Решая эту систему неравенств, получаем ответ: 
3 < £ < 4 . 

б) к = 2; 
в) Таких к не существует. 
28. а) х* = (3,0,4,0) г ; 

б) Начальная и последующая симплекс-таблицы связаны воедино 
в следующею таблицу 

А А 4 А4 4 А, X 

А3 -1 1 1 1 0 2 1 

О 1 0 -1 1 - 1 1 
А -1 0 5 0 4 6 
4 0 2 1 0 1 О 2 
Л 1 1 0 -1 1 1 
А 0 4 0 0 5 -1 11 
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А, 0 2 1 0 1 1 2 
А 1 3 1 -1 2 0 3 
А 0 6 1 0 6 0 13 

Отсюда заключаем, что решением служит точка х* = (3,0,0,0,0,2) т . 

в) х = (0,1,0,1, i f . Перейти к задаче максимизации. 

г) Выберем в качестве базиса вершины х° систему {А1,А2,А3}. Про-
цесс вычислений показан в таблице 

А А А А А b 

А 1 0 0 1 1 1 
А 0 1 0 © 0 0 
А 0 0 1 0 -1 0 
А 0 0 0 -2 -1 3 
А 1 -1 0 0 О) 1 
А 0 1 0 1 0 0 
А 0 0 1 0 -1 0 
А 0 2 0 0 -1 3 
А 1 
А 0 
А 1 
А 1 1 0 0 0 4 

Таким образом, решением является х* = (0,0,1,0,1)г. 
д) Процедура симплекс-метода (с правилом Блэнда) приводит к пе-

ребору базисов вершины х°: 
{А'^2 '^3 ' А 1 —>{А5,А2, А3, А4} —>{ А$,А2, Ag, А4}. 

Для третьего базиса оказывается выполненным условие теоремы 3. Следо-
вательно х° — решение задачи. 

30. б) Вычисления, аналогичные варианту а), приведены в таблице 

А А А А* А 4 а7 X 

А (!) 1 2 1 1 0 0 4 
А 1 -2 3 0 0 1 0 5 

а7 3 0 7 2 0 0 0 13 
А -5 1 - 12 -3 0 0 1 -22 
А 1 1 2 1 1 0 0 4 
4 0 -3 О - 1 -1 1 0 1 

Са
ра
то
вс
ки
й г
ос
уд
ар
ст
ве
нн
ый

 ун
ив
ер
си
те
т и
ме
ни

 Н
. Г

. Ч
ер
ны
ше
вс
ко
го



0 - 3 1 - 1 - 3 0 1 1 
0 6 - 2 2 5 0 0 - 2 
1 7 0 3 2 
0 - 3 1 - 1 1 
0 0 0 0 0 
0 0 0 0 3 2 0 0 

Таким образом, в соответствии с теоремой 6, заключаем, что 
О т х = (2,0,1,0) — базисный план исходной задачи. 

в) х° = (5,6,1,0)т; 

г) х° = (0 ,0 ,7 ,2 ,0) г ; 
д) полиэдр £1 пуст; 
е) х° = (1,3,0,0) г . 

33. б) х* — (0, 0, 11, 0, 27) г ; в) х* =(0, 3/19, 1/19, 0, 0 ) т . 
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