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Ìåòîäè÷åñêèå óêàçàíèÿ è êîíòðîëüíûå çàäàíèÿ ïî ìàòåìàòèêå ïðåäíà-

çíà÷àþòñÿ äëÿ ñòóäåíòîâ-õèìèêîâ.

Öåëüþ ÿâëÿåòñÿ îêàçàíèå ïîìîùè ñòóäåíòàì â ñàìîñòîÿòåëüíîì èçó÷å-

íèè ðàññìîòðåííûõ òåì: ÷èñëîâûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ïðåäåëû. Â ðàáîòå

ïðèâåäåíû ïðèìåðû ñ ðåøåíèåì, çàäàíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ.
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1 Ââåäåíèå

Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç õèìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ ÿâëÿåòñÿ íåîòúåìëåìîé

÷àñòüþ ñîâðåìåííîé õèìè÷åñêîé òåõíîëîãèè.

Èñïîëüçîâàíèå ïðè¼ìîâ ìàòåìàòèêè ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü öåííûå ðåçóëü-

òàòû, äîñòèæåíèå êîòîðûõ äðóãèìè ñïîñîáàìè ÷àñòî íåâîçìîæíî.

Â äàííîé ðàáîòå îõâàòûâàþòñÿ òåìû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà: ÷èñëîâûå

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, èõ ñâîéñòâà, ïðåäåëû ôóíêöèé.Òàê æå êðàòêî èçëîæåíû

íåîáõîäèìûå ïîíÿòèÿ, ðàññìîòðåíû òðåáóåìûå ìåòîäû, ïðèâåäåíû ïðèìåðû,

äàíû êîíòðîëüíûå çàäàíèÿ.

Ïðåäíàçíà÷àåòñÿ äëÿ ñòóäåíòîâ-õèìèêîâ. Êðîìå òîãî ïðåäëàãàåòñÿ îáðà-

ùåíèå ê ëèòåðàòóðå ïî òåìàì: ìíîæåñòâà, äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, ïîíÿòèå

ôóíêöèè. Ïðèâåä¼í íåîáõîäèìûé ñïèñîê ëèòåðàòóðû.
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2 ×èñëîâûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Îïðåäåëåíèå. ×èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ

íàòóðàëüíîãî àðãóìåíòà. Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäîìó íàòóðàëüíîìó ÷èñëó

n ∈ N ñòàíîâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ïî íåêîòîðîìó ïðàâèëó äåéñòâèòåëü-

íîå ÷èñëî an è çàïèñûâàåòñÿ

a1, a2, a3, . . . , an, . . .

ai � ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, an � îáùèé ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïðè-

íÿòî îáîçíà÷àòü

{an} èëè (an)

Ïðèìåðû:

1, 3, 5, , 7, . . . , 2n − 1, . . .

2, 4, 8, . . . , 2n, . . .

1, 2, 3, . . . , n, . . .

1,
1

2
,
1

3
, . . . ,

1

n
. . .

3, 3, 3, . . . , 3, . . .

0,
1

2
,
2

3
, . . . ,

n− 1

n
, . . .

Îïðåäåëåíèå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìåþùàÿ êîíå÷íîå ÷èñëî ÷ëåíîâ íàçû-

âàåòñÿ êîíå÷íîé ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñî-

ñòîÿùàÿ èç áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ÷ëåíîâ íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íîé.
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2.1 Ñïîñîáû çàäàíèÿ ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

1. Àíàëèòè÷åñêèé ñïîñîá. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé îáùåãî

÷ëåíà, ýòî ïîçâîëÿåò íîìåðó (àðãóìåíòó) n çàïèñàòü ýòîò ñîîòâåòñòâó-

þùèé ÷ëåí.

Ïðèìåð:

Íàïèñàòü òðè ÷ëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, åñëè îáùèé ÷ëåí an =
1
3n

Ðåøåíèå: a1 =
1
31 =

1
3 , a2 =

1
32 =

1
9 , a3 =

1
33 =

1
27 .

×èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàïèñûâàåòñÿ: 1
3 ,

1
9 ,

1
27 , . . . ,

1
3n .

Ïðèìåð: Íàïèñàòü ïåðâûå øåñòü ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îáùèé

÷ëåí êîòîðîé èìååò âèä:

a =

n− 1, åñëèn− ÷¼òíîå

n2 − 1, åñëèn− íå÷¼òíîå

Ðåøåíèå: àðãóìåíòó n ïðåäàþòñÿ 1,2,3,4,5,6.

a1 = 0, a2 = 1, a3 = 8, a4 = 3, a5 = 24, a6 = 5

Â ðåçóëüòàòå ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò âèä:

0, 1, 8, 3, 24, 5, . . .

2. Ðåêóððåíòíûé ñïîñîá.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé âû÷èñëåíèÿ ïîñëåäóþùèõ ÷ëå-

íîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïî çàäàííûì ïåðâûì ÷ëåíàì.

Ïðèìåð: Íàïèñàòü ïåðâûå ïÿòü ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, åñëè a1 = 1,

a2 = 2, an = 2an−1 + an−2; n ≥ 3.

a3 = 2a2 + a1 = 2 ∗ 2 + 1 = 5

a4 = 2a3 + a2 = 2 ∗ 5 + 2 = 12

a5 = 2a4 + a3 = 2 ∗ 12 + 5 = 29

ò.î. 1, 2, 5, 12, 29, . . .
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3. Íà ïðàêòèêå èíîãäà ïî íåñêîëüêèì ïåðâûì ÷ëåíàì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

ñëåäóåò óñòàíîâèòü ôîðìóëó îáùåãî ÷ëåíà.

Ïðèìåð:
1

2
,
2

5
,
3

10
,
4

17
,
5

26
, . . .

Î÷åâèäíî, ÷òî ÷èñëèòåëü êàæäîãî ÷ëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîâïàäàåò

ñ åãî íîìåðîì, à çíàìåíàòåëü ðàâåí êâàäðàòó ýòîãî íîìåðà ïëþñ 1. Ò.î.

îáùèé ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èìååò âèä an =
n

n2+1 .
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2.2 Ãåîìåòðè÷åñêîå èçîáðàæåíèå ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè

Äëÿ èçîáðàæåíèÿ ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñóùåñòâóåò äâà ñïîñîáà.

1. ×ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èçîáðàæàþòñÿ íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé òî÷êà-

ìè. Ïðèìåð:

an =
(−1)n

n
,

−1, 1
2
,−1

3
, 1

4 , −
1

5
, . . . ,

(−1)n

n
, . . .

Ðèñ. 1.

2. ×ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êàê ôóíêöèÿ íàòóðàëüíîãî àðãóìåíòà è

èçîáðàæàåòñÿ òî÷êàìè â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò

Ïðèìåð:

an =
1

n
;

1,
1

2
,
1

3
,
1

4
,
1

5
, ...

Ðèñ. 2.
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2.3 Ñâîéñòâà ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

×èñëîâûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îáëàäàþò ÷åòûðüìÿ ñâîéñòâàìè: îãðàíè-

÷åííîñòü, ìîíîòîííîñòü, ñõîäèìîñòü, ôóíäàìåíòàëüíîñòü.

Îïðåäåëåíèå îãðàíè÷åííîñòè

×èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé, åñëè ñóùå-

ñòâóåò ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî M òàêîå ÷òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå:

∀n ∈ N ∃M > 0 |an| ≤M

Ïðèìåð:

an =
(−1)n
n − 1, 12 ,−

1
3 ,

1
4 ,−

1
5 ,

1
6 , ...

∃M = 1 ∀n ∈ N
∣∣∣ (−1)nn

∣∣∣ ≤ 1

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åíà

Ïðèìåð:

an = 2n 2, 22, 23, . . .

Íå ñóùåñòâóåò êîíå÷íîãî ÷èñëà M , òàêîãî ÷òîáû |an| ≤M

Îïðåäåëåíèå ìîíîòîííîñòè

×èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàçûâàåòñÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåé, åñëè

âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

∀n ∈ N ; an < an+1

. Ïðèìåð:

2, 22, 23, . . .

2n < 2n+1
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×èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàçûâàåòñÿ ìîíîòîííîé íåóáûâàþùåé, åñëè

âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

∀n ∈ N ; an ≤ an+1

. Ïðèìåð:

2, 2, 22, 23, . . . , 2n, . . .

×èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàçûâàåòñÿ ìîíîòîííî óáûâàþùåé, åñëè âû-

ïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

∀n ∈ N ; an > an+1

. Ïðèìåð:

1, 12 ,
1
3 , . . . ,

1
n , . . .

×èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàçûâàåòñÿ ìîíîòîííî íåâîçðàñòàþùåé, åñëè

âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

∀n ∈ N ; an ≥ an+1

Ïðèìåð:

1, 12 ,
1
2 ,

1
3 ,

1
4 , . . .

Îïðåäåëåíèå ñõîäèìîñòè

×èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùèéñÿ, åñëè ó íå¼ ñóùå-

ñòâóåò ïðåäåë.
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2.4 Îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Ïðåäåëîì ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an íàçûâàåòñÿ ÷èñëî l äëÿ êîòî-

ðîãî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå:

∀ε > 0 ∃nε ∀n > nε |an − l| < ε,

ãäå ε > 0 - ëþáîå ñêîëü óãîäíî ìàëîå ÷èñëî, nε - àðãóìåíò çàâèñÿùèé îò ε, l

- ïðåäåë ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Îáîçíà÷åíèå ïðåäåëà ñëåäóþùåå:

lim
n→∞

an = l

Íåðàâåíñòâî |an − l| < ε ïî ñâîéñòâó ìîäóëÿ ðàñïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

−ε < an − l < ε

èëè

l − ε < an < ε+ l

Ýòî äâîéíîå íåðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî ÷ëåíû ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè íà÷èíàÿ ñ íîìåðà nε ðàñïîëîæåíû â èíòåðâàëå (l−ε, l+ε). Ýòîò èíòåðâàë
íîñèò íàçâàíèå ε - îêðåñòíîñòü òî÷êè l è îáîçíà÷àåòñÿ Oε(l).

Ïðèìåð:

an = 1− 1
n+1

1− 1
2 , 1−

1
3 , 1−

1
4 , . . . , 1−

1
n+1 , . . . −→n−→∞

1

ò.å. l = 1

Ïîêàæåì ÷òî: ∀ε > 0,∃nε
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàçíîñòü |an − l|

∣∣∣∣1− 1

n+ 1
− 1

∣∣∣∣ = 1

n+ 1
< ε, òîãäà n+ 1 >

1

ε
è n >

1

ε
− 1, ò.î.

äëÿ ∀ε > 0,∃nε =
[
1
ε

]
− 1 (çäåñü

[
1
ε

]
- öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà 1

ε) è ïðè âñåõ

n > nε áóäåò âûïîëíÿòüñÿ |an − 1| < ε.

Ê ïðèìåðó, ïóñòü ε = 0.1, òîãäà nε = 9 è ïðè âñåõ n > 9, |an − 1| < 0.1.

Óìåíüøèì ε, ò.å. óìåíüøèì ε - îêðåñòíîñòü ε = 0.01, òîãäà nε = 99 è ïðè

âñåõ n > 99, |an − 1| < 0.01 è ò.ä.

Äëÿ ñõîäÿùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé òàêîé ïðîöåññ âûïîëíÿòñÿ ïðè ëþáûõ

ñàìûõ ìàëûõ ε.

Îïðåäåëåíèå ôóíäàìåíòàëüíîñòè

×èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé, åñëè

∀ε > 0,∃nε,∀n > nε è ∀p ≥ 1 âûïîëíÿåòñÿ |an − an+p| < ε

.

Âñå ñâîéñòâà ñâÿçàííû ìåæäó ñîáîé. Ñâîéñòâî ôóíäàìåíòàëüíîñòè âû-

ïîëíÿåòñÿ îäíîâðåìåííî ñî ñâîéñòâîì ñõîäèìîñòè ÷.ï.

C ⇔ φ

Èç ñõîäèìîñòè ñëåäóåò îãðàíè÷åííîñòü

C ⇒ O

îäíàêî, èç îãðàíè÷åííîñòè íå ñëåäóåò ñõîäèìîñòü

O 6⇒ C

12

СА
РА
ТО
ВС
КИ
Й ГО

СУ
ДА
РС
ТВ
ЕН
НЫ
Й УН

ИВ
ЕР
СИ
ТЕ
Т И
МЕ
НИ

 Н
. Г

. Ч
ЕР
НЫ
ШЕ
ВС
КО
ГО



Íî åñëè ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åíà è ìîíîòîííà, òî îíà ñõî-

äèòñÿ, ò.å. O +M ⇒ C

Ïðèìåð: Ïîêàçàòü, ÷òî ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an =
2n−1
2n ñõîäèòñÿ.

1

2
,
3

4
,
7

8
,
15

16
, . . .

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ:

1

2
<

3

4
<

7

8
<

15

16
< . . .

an =
2n − 1

2n
,

an+1 =
2n+1 − 1

2n+1

an+1 =
2n+1 − 1

2n+1
=

2 ∗ 2n − 1

2 ∗ 2n
=

2

2

2n − 1
2

2n
=

2n − 1
2

2n
>

2n − 1

2n
= an

an < an+1

Êðîìå òîãî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åíà, ò.ê.

an =
2n−1
2n = 1− 1

2n

0 < 1− 1
2n < 1,

ñëåäîâàòåëüíî ∃M = 1,∀n ∈ N, |an| < 1 ,

ò.å. âûïîëíÿåòñÿ îïðåäåëåíèå îãðàíè÷åííîñòè, à èç O +M ⇒ C

|an − 1| = 1
2n −→n−→∞

0.

Ïîýòîìó lim
n→∞

an = 1
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2.5 Áåñêîíå÷íî ìàëûå ÷èñëîâûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Îïðåäåëåíèå ×èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü αn íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî ìà-

ëîé, åñëè å¼ ïðåäåë ðàâåí íóëþ èëè

∀ε > 0 ∃nε ∀n > nε |αn| < ε.

Èìåþò ìåñòî òåîðåìû:

Ñóììà áåñêîíå÷íî ìàëûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé åñòü áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü.

Ïðîèçâåäåíèå áåñêîíå÷íî ìàëîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íà îãðàíè÷åííóþ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü åñòü áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ÷èñëî l áûëî ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an íåîáõîäèìî

è äîñòàòî÷íî ÷òîáû an = l + αn, ãäå αn - áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èñïîëüçóþòñÿ

îñíîâíûå òåîðåìû î ïðåäåëàõ: åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an è bn ñõîäÿò-

ñÿ, òî: ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an ± bn ñõîäèòñÿ è èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

lim
n→∞

(an ± bn) = lim
n→∞

an ± lim
n→∞

bn, à òàê æå

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü can ñõîäèòñÿ (çäåñü c− const ) è

lim
n→∞

can = c lim
n→∞

an,

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü anbn - ñõîäèòñÿ è

lim
n→∞

anbn = lim
n→∞

an lim
n→∞

bn

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an
bn

- ñõîäèòñÿ è

lim
n→∞

an
bn

=
lim
n→∞

an

lim
n→∞

bn
, åñëè lim

n→∞
bn 6= 0
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Ïðèìåð:

Èçâåñòíî, ÷òî

lim
n→∞

an = 4, lim
n→∞

bn = 3

Íàéòè:

lim
n→∞

5an, lim
n→∞

(3an − 2bn), lim
n→∞

(
anbn
2

+ 1

)
Ðåøåíèå:

lim
n→∞

5an = 5 lim
n→∞

an = 5 ∗ 4 = 20

lim
n→∞

(3an − 2bn) = 3 lim
n→∞

an − 2 lim
n→∞

bn = 3 ∗ 4− 2 ∗ 3 = 6

lim
n→∞

(
anbn
2

+ 1

)
=

lim
n→∞

an lim
n→∞

bn

2
+ 1 =

4 ∗ 3
2

+ 1 = 7
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2.6 Áåñêîíå÷íî áîëüøèå ÷èñëîâûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Îïðåäåëåíèå ×èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëü-

øîé, åñëè

∀E > 0,∃nE,∀n > nE; |an| > E

.

Â äàííîì ñëó÷àå ÷èñëî Å ìîæåò áûòü êàê óãîäíî âåëèêî.

Áåñêîíå÷íî-áîëüøèå è áåñêîíå÷íî - ìàëûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âçàèìîñâÿ-

çàíû: åñëè an - áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, òî bn = 1
an

- áåñêîíå÷íî áîëüøàÿ ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü è åñëè dn � áåñêîíå÷íî

áîëüøàÿ ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü , òî cn = 1
dn

- áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ÷èñ-

ëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.
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2.7 Âû÷èñëåíèå ïðåäåëîâ â ñëó÷àå íåîïðåäåëåííîñòè

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ èñïîëüçîâàòü îñíîâíûå òåîðåìû î ïðåäåëàõ ñðàçó

íåâîçìîæíî òàê êàê âîçíèêàþò íåîïðåäåëåííîñòè. Èõ ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî

òèïîâ: ∞∞ ,∞−∞, O
∞,∞0, 1∞

Äëÿ ðàñêðûòèÿ íåîïðåäåëåííîñòåé èñïîëüçóþòñÿ íåêîòîðûå ïðè¼ìû. Òàê

â ñëó÷àå íåîïðåäåëåííîñòè ∞∞ ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü äðîáè äåëèòñÿ íà ìàê-

ñèìàëüíî âîçìîæíóþ ñòåïåíü n.

Ïðèìåð:

Íàéòè:

lim
n→∞

6n2 − 7n+ 5

n2 + 3n− 1
= lim

n→∞

6n2

n2 −
7n
n2 +

5
n2

n2

n2
+ 3n

n2 −
1
n2

=

lim
n→∞

6− 7
n +

5
n2

1 + 3
n −

1
n2

=
lim
n→∞

6− 7 lim
n→∞

1
n + 5 lim

n→∞
1
n2

lim
n→∞

1 + 3 lim
n→∞

1
n − lim

n→∞
1
n2

=
6− 7 ∗ 0 + 5 ∗ 0
1 + 3 ∗ 0− 0

= 6,

ò.ê. lim
n→∞

1
n = 0, lim

n→∞
1
n2 = 0

Ïðèìåð:

Íàéòè:

lim
n→∞

(
n2 + 1

n+ 3
− n2 − 7

n+ 1

)
=∞−∞

Ðåøåíèå: çäåñü íåîïðåäåëåííîñòü òèïà ∞ − ∞, â ýòîì ñëó÷àå ñëåäóåò

ñäåëàòü àëãåáðàè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ.

lim
n→∞

n3 + n+ n2 + 1− n3 + 7n− 3n2 + 21

(n+ 3)(n+ 1)
=

= lim
n→∞

−2n2 + 8n+ 22

n2 + 3n+ n+ 3
= −2 lim

n→∞

n2 − 4n− 11

n2 + 4n+ 3
= −2 ∗ 1 = −2
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3 Ïðåäåëû ôóíêöèè

Ñõîäèìîñòü ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x0 ìîæåò áûòü èññëåäîâàíà ïðè ñòðåì-

ëåíèè àðãóìåíòà x→ x0−0 (ñëåâà â òî÷êå x0), x→ x0+0 (ñïðàâà â òî÷êå x0),

è x→ x0, åñëè ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0, çà èñêëþ÷åíèåì,

ìîæåò áûòü, ñàìîé òî÷êè x0. Êðîìå òîãî, âîçìîæíî èññëåäîâàíèå ñõîäèìîñòè

ïðè x→ −∞ è x→ +∞
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3.1 Îïðåäåëåíèÿ

Ïóñòü x→∞
×èñëî a íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè f(x) ïðè x→∞, åñëè

∀ε > 0 ∃xε ∀x > xε ⇒ |f(x)− a| < ε

. Îáîçíà÷àåòñÿ lim
x→∞

f(x) = a

Ïóñòü x→ −∞
×èñëî b íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè f(x) ïðè x→ −∞, åñëè

∀ε > 0 ∃xε ∀x < xε ⇒ |f(x)− b| < ε

Îáîçíà÷àåòñÿ lim
x→−∞

f(x) = b

Ïóñòü x→ x0 − 0

×èñëî c íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè f(x) ñëåâà â òî÷êå â x0 ïðè

x→ x0 − 0, åñëè

∀ε > 0 ∃xε ∀xε < x < x0 ⇒ |f(x)− c| < ε

Îáîçíà÷àåòñÿ lim
x→x0−0

f(x) = c = f(x0 − 0).

Ïóñòü x→ x0 + 0

×èñëî d íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè f(x) ñïðàâà â òî÷êå x0 ïðè

x→ x0 + 0, åñëè

∀ε > 0 ∃xε ∀x0 < x < xε ⇒ |f(x)− d| < ε
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Îáîçíà÷àåòñÿ lim
x→x0+0

f(x) = d = f(x0 + 0)

Ïóñòü x→ x0

×èñëî l íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x0, åñëè

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ X\x0 èç |x− x0| < δ ⇒ |f(x)− l| < ε

Îáîçíà÷àåòñÿ lim
x→x0

f(x) = l
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3.2 Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà ôóíêöèè â

òî÷êå

Äëÿ ëþáîãî ñêîëü óãîäíî ìàëîãî ÷èñëà ε > 0 ñóùåñòâóåò ÷èñëî δ > 0,

òàêîå ÷òî ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà |x−x0| < δ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|f(x) − l| < ε, òî åñòü èç äâîéíîãî íåðàâåíñòâà x0 − δ < x < x0 + δ ñëåäóåò

äâîéíîå íåðàâåíñòâî : l − ε < f(x) < l + ε

Ðèñ. 3.

Íà ðèñóíêå 3 â òî÷êå A(x0, l), îòìå÷åíî ïðåäåëüíîå ñîñòîÿíèå ôóíê-

öèè ïðè ýòîì ÷àñòü ãðàôèêà ôóíêöèè f(x) ðàñïîëîæåíà ìåæäó ïðÿìûìè

y = l−ε, y = l+ε. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ýòî âûïîëíÿëîñü äîëæíî ñóùåñòâî-

âàòü δ - îêðåñòíîñòü òî÷êè x0. {Oδ(x0) : ∀x ∈ (x0 − δ, x0 + δ)}

Îïðåäåëåíèå èìååò ìåñòî è â òîì ñëó÷àå êîãäà ôóíêöèÿ íå îïðåäåëåíà â

ñàìîé òî÷êå x0.

Ïðèìåð: Äîêàçàòü, ÷òî lim
x→1

(3x− 1) = 2

Ðåøåíèå:

Ôóíêöèÿ y = 3x − 1 îïðåäåëåíà â ëþáîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 = 1. Ðàñ-

ñìàòðèâàåòñÿ íåðàâåíñòâî |f(x)− l| = |3x− 1− 2| = |3x− 3| = 3|x− 1| < ε,

âûïîëíÿåòñÿ ïðè âñåõ x óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ : |x− 1| < ε
3 .

Òàêèì îáðàçîì ∀ε > 0 ∃δ = ε
3 > 0 òàêîå, ÷òî ∀x óäîâëåòâîðÿþùèõ

|x− 1| < δ áóäåò âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî |f(x)− 2| < ε ÷. ò.ä.

21

СА
РА
ТО
ВС
КИ
Й ГО

СУ
ДА
РС
ТВ
ЕН
НЫ
Й УН

ИВ
ЕР
СИ
ТЕ
Т И
МЕ
НИ

 Н
. Г

. Ч
ЕР
НЫ
ШЕ
ВС
КО
ГО



Íàõîæäåíèå ïðåäåëîâ ôóíêöèé ïîä÷èíÿåòñÿ òàêæå îñíîâíûì òåîðåìàì î

ïðåäåëàõ, òî åñòü âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà :

lim
x→x0

(f(x)± ϕ(x)) = lim
x→x0

f(x)± lim
x→x0

ϕ(x),

lim
x→x0

cf(x) = c lim
x→x0

f(x),

lim
x→x0

f(x)ϕ(x) = lim
x→x0

f(x) lim
x→x0

ϕ(x),

lim
x→x0

f(x)

ϕ(x)
=

lim
x→x0

f(x)

lim
x→x0

ϕ(x)
, åñëè lim

x→x0
ϕ(x) 6= 0

Ïðèìåð:

Íàéòè

lim
x→2

(x2 + 3x− 7) =

(lim
x→2

x)2 + 3 lim
x→2

x− lim
x→2

7 =

22 + 3 ∗ 2− 7 = 3

Ïðèìåð:

lim
x→∞

2x2−5x
6x2+4 = ∞

∞ = lim
x→∞

2x2

x2
− 5x
x2

6x2

x2
+ 4
x2

= lim
x→∞

2− 5
x

6+ 4
x2

=

lim
x→∞

2−5 lim
x→∞

1
x

lim
x→∞

6+4 lim
x→∞

1
x2

= 2−5∗0
6+4∗0 =

1
3 ,

òàê êàê 1
x � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ôóíêöèÿ, òî åñòü 1

x −→x−→∞
0, à òàêæå 1

x2 −→x−→∞
0

Ïðèìåð:

lim
x→∞

x− 6

x+
√
x+ 2

= lim
x→∞

x
x −

6
x

x
x +

√
x
x2 +

2
x2

=

=
1− 0

1 +
√
0 + 0

= 1
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.

Ïðèìåð:

lim
x→2

x2 − 5x+ 6

x2 + 2x− 8
=

0

0
= lim

x→2

(x− 2)(x− 3)

(x+ 4)(x− 2)
=

lim
x→2

x− 3

x+ 4
=

2− 3

2 + 4
=
−1
6

Â ýòîì ïðèìåðå íåîïðåäåëåííîñòü âîçíèêëà èç-çà ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà

x → 2, òî åñòü x − 2 → 0, ïîýòîìó ñëåäóåò âûðàæåíèå x − 2 âûäåëèòü â

÷èñëèòåëå è çíàìåíàòåëå, ÷òîáû ïðåîäîëåòü íåîïðåäåëåííîñòü.

Ïðèìåð:

Íàéòè

lim
x→3

√
x+ 6− 3

x2 − 9
=

0

0
= lim

x→3

(
√
x+ 6− 3)(

√
x+ 6 + 3)

(x− 3)(x+ 3)(
√
x+ 6 + 3)

= lim
x→3

x+ 6− 9

(x− 3)(x+ 3)(
√
x+ 6 + 3)

= lim
x→3

1

(x+ 3)(
√
x+ 6 + 3)

=

=
1

(3 + 3)(
√
3 + 6 + 3)

=
1

6 ∗ 6
=

1

36

Íåîïðåäåëåííîñòè ïðè âû÷èñëåíèè ïðåäåëîâ ïðåîäîëåâàþòñÿ òàêæå ñ èñ-

ïîëüçîâàíèåì ïåðâîãî è âòîðîãî çàìå÷àòåëüíûõ ïðåäåëîâ.

Ïåðâûé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë

lim
x→0

sinx

x
= 1
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Âòîðîé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë

lim
x→∞

(
1 +

1

x

)x
= e

èëè

lim
x→0

(1 + x)
1
x = e

ãäå e ≈ 2,71.

Ïðèìåð:

lim
x→0

1− cos 3x

x sin 2x
=

0

0
= lim

x→0

2 sin2 3x
2

x sin 2x
2x ∗ 2x

= lim
x→0

sin2 3x
2 ∗

9
2

x2 ∗ 9
2

=
9

2

Ïðèìåð:

lim
x→∞

(
n+ 4

n+ 2

)n
=
1∞

lim
x→∞

(
n+ 2 + 2

n+ 2

)n
=

lim
x→∞

(
1 +

2

n+ 2

)n+2
2 ∗

2
n+2∗n

= lim
x→∞

e
2n
n+2 = e2
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3.3 Ñðàâíåíèå áåñêîíå÷íî ìàëûõ ôóíêöèé

Ïóñòü α(x) è β(x) - ôóíêöèè áåñêîíå÷íî ìàëûå ïðè x→ x0 ò.å.

lim
x→x0

α(x) = 0,

lim
x→x0

β(x) = 0.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ôóíêöèè ìîãóò áûòü áåñêîíå÷íî ìàëûå ïðè ñòðåì-

ëåíèè àðãóìåíòà x êàê â +∞, òàê è â −∞, à òàêæå ïðè ñòðåìëåíèè â òî÷êó

x0 êàê ñïðàâà òàê è ñëåâà, ò.å.

lim
x→x0

α(x) = 0

lim
x→+∞

α(x) = 0,

lim
x→∞

β(x) = 0,

lim
x→x0−0

α(x) = 0,

lim
x→x0+0

β(x) = 0.

×àñòî òðåáóåòñÿ ñðàâíèòü: êàêàÿ èç äâóõ ôóíêöèåé ñòðåìèòñÿ ê íóëþ

áûñòðåå.

Äëÿ ýòîãî ñòðîèòñÿ ïðåäåë îòíîøåíèÿ ýòèõ ôóíêöèè α(x)
β(x) è îöåíèâàåòñÿ

ðåçóëüòàò.

1. Åñëè lim
x→x0

α(x)
β(x) = 0, òî α(x) ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé âûñøåãî ïîðÿäêà

ïî ñðàâíåíèþ ñ β(x), ïðè ýòîì ïèøóò α(x) = 0 (β(x)).

2. Åñëè lim
x→x0

α(x)
β(x) = l, ãäå l - ÷èñëî îòëè÷íîå îò íóëÿ, òî ôóíêöèè α(x) è

β(x) ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëûìè îäíîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè.
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3. Åñëè lim
x→x0

α(x)
β(x) = 1, òî ôóíêöèè α(x) è β(x) ñ÷èòàåòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè

áåñêîíå÷íî ìàëûìè.

4. Åñëè lim
x→x0

α(x)
β(x) = ∞ èëè ÷òî òîæå ñàìîå lim

x→x0

β(x)
α(x) = 0, òî ôóíêöèÿ β(x)

ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ÷åì α(x)

è îáîçíà÷àåòñÿ β(x) = 0(α(x)).

5. Åñëè ôóíêöèÿ αk(x) è β(x) áåñêîíå÷íî ìàëûå îäíîãî ïîðÿäêà ìàëî-

ñòè, k > 0, òî ãîâîðÿò, ÷òî áåñêîíå÷íî ìàëàÿ β(x) èìååò ïîðÿäîê k ïî

ñðàâíåíèþ ñ α(x)

Ñâîéñòâà áåñêîíå÷íî ìàëûõ

1. Ïðîèçâåäåíèå äâóõ áåñêîíå÷íî ìàëûõ åñòü áåñêîíå÷íî ìàëàÿ áîëåå âû-

ñîêîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ïî ñðàâíåíèþ ñ ñîìíîæèòåëÿìè:

γ(x) = α(x)β(x)

γ(x) = 0(α(x))

γ(x) = 0(β(x)).

2. Áåñêîíå÷íî ìàëûå α(x) è β(x) ýêâèâàëåíòíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-

ãäà èõ ðàçíîñòü α(x)−β(x) = γ(x) ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé âûñøåãî

ïîðÿäêà ïî ñðàâíåíèþ ñ α(x) è β(x) ò.å. åñëè
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γ(x) = 0(α(x))

γ(x) = 0(β(x)),

Îáîçíà÷åíèå α(x) è β(x) - ýêâèâàëåíòíû α(x) ∼ β(x)

3. Åñëè îòíîøåíèå äâóõ áåñêîíå÷íî ìàëûõ èìååò ïðåäåë, òî ýòîò ïðåäåë

íå èçìåíÿåòñÿ ïðè çàìåíå êàæäîé èç áåñêîíå÷íî ìàëûõ ýêâèâàëåíòíîé

áåñêîíå÷íî ìàëîé, ò.å.

lim
x→x0

α(x)
β(x) = l

è α(x) ∼ α′(x), à β(x) ∼ β′(x), òî

lim
x→x0

α′(x)
β′(x)

= l.

Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ýêâèâàëåíòíîñòè:

sin(x) ∼ x,

tg(x) ∼ x,

arcsin(x) ∼ x,

arctg(x) ∼ x,

ln(1 + x) ∼ x

Ïðèìåð:

Ñðàâíèòü áåñêîíå÷íî ìàëûå ôóíêöèè

α(x) = 7x+ 2x4 è β(x) = x+ 3x2 ïðè x→ 0

lim
x→0

α(x) = lim
x→0

(7x+ 2x4) = 0

lim
x→0

β(x) = lim
x→0

(x+ 3x2) = 0
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ñîñòàâèì

lim
x→0

α(x)

β(x)
= lim

x→0

7x+ 2x4

x+ 3x2
=

lim
x→0

7 + 2x3

1 + 3x
=

7

1
= 7

Ñëåäîâàòåëüíî ôóíêöèè α(x) è β(x) ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëûìè îä-

íîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè.

Ïðèìåð

Îïðåäåëèòü ïîðÿäîê áåñêîíå÷íî ìàëîé ôóíêöèè α(x) = xex ïî ñðàâíå-

íèþ ñ áåñêîíå÷íî ìàëîé β(x) = x

lim
x→0

α(x)

β(x)
= lim

x→0

xex

x
= lim

x→0
ex = 1

Ñëåäîâàòåëüíî ôóíêöèè α(x) è β(x) ýêâèâàëåíòû α(x) ∼ β(x)
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4 Çàäà÷è èç ïðàêòèêè ïî àáñîðáöèè

Â ðàñ÷åòíîé ïðàêòèêå ïî àáñîðáöèè, äèñòèëÿöèè, ýêñòðàêöèè è âûùåëà-

÷èâàíèþ âñòðå÷àåòñÿ ôóíêöèÿ:

y = f(x) =
xn+1 − x
xn+1

.

Äëÿ ñëó÷àÿ àáñîðáöèè ïðèìåíèòåëüíî ê ñèñòåìàì ñ ïîñòîÿííûì êîýô-

ôèöèåíòîì ðàñïðåäåëåíèÿ y ïðåäñòàâëÿåò äîëþ ðàñòâîðÿåìîãî âåùåñòâà, ïî-

ãëîùàåìîãî â áàøíå ñ n òåîðåòè÷åñêèìè òàðåëêàìè, à x-îòíîøåíèå ñêîðîñòè

æèäêîñòè ê ñêîðîñòè ãàçà, ðàçäåëåííîå íà êîýôôèöèåíò ðàñïðåäåëåíèÿ.

Çíà÷åíèå ýòîé ôóíêöèè ïðèõîäèòñÿ îòûñêèâàòü äëÿ çíà÷åíèé x, èçìåíÿ-

þùèõñÿ â ïðåäåëàõ îò 0 äî î÷åíü áîëüøèõ ÷èñåë. Çíà÷åíèå y ëåãêî íàõîäèòñÿ

äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé x, çà èñêëþ÷åíèåì òîãî ñëó÷àÿ, êîãäà x ðàâíî åäèíèöå,

ïðèâîäÿùåãî ê äðîáè 0
0 , â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ïðåîáðàçî-

âàíèé íàõîäèòñÿ ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå y ïðè x→ 1

lim
x→1

xn+1 − x
xn+1 − 1

= lim
x→1

x (xn − 1)

xn+1 − 1
=

lim
x→1

x(x− 1)
(
xn−1 + xn−2 + ...+ 1

)
(x− 1) (xn + xn−1 + xn−2 + ...+ 1)

=

lim
x→1

x
(
xn−1 + xn−2 + ...+ 1

)
xn + xn−1 + xn−2 + ...+ 1

=
1(1 + 1 + ...+ 1)

1 + 1 + 1 + ...+ 1
=

n

n+ 1

, ÷òî ñîñòàâëÿåò èñêîìîå çíà÷åíèå y = f(x) ïðè x = 1.
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5 Êîíòðîëüíûå çàäàíèÿ �1

a)Íàéòè ôîðìóëó îáùåãî ÷ëåíà ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé:

1. 3
2 ,

4
3 ,

5
4 ,

6
5 ,

7
6 , ...

2. 1, 34 ,
5
9 ,

7
16 ,

9
25 , ...

3. 1
2 ,

3
4 ,

5
8 ,

7
16 ,

9
32 , ...

4. 1
2 ,

2
5 ,

3
8 ,

4
11 ,

5
14 , ...

5. 3
4 ,

4
9 ,

5
16 ,

6
25 ,

7
36 , ...

6. 2
1 ,

3
3 ,

4
5 ,

5
7 ,

6
9 , ...

7. 1
1∗2 ,

1
2∗3 ,

1
3∗4 ,

1
4∗5 , ...

8. 2, 5, 8, 11, 14, ...

9. 1
4 ,

8
7 ,

27
10 ,

64
13 , ...

10. 1√
2
, 12 ,

5
2
√
2
, 74 , ...

11. 1
1∗3 ,

1
2∗5 ,

1
3∗7 ,

1
4∗9 , ...

12. 1
3 ,−

4
9 ,

9
27 ,−

16
81 ,

25
243 , ...

13. 1
2 ,

2
5 ,

3
10 ,

4
17 ,

25
26 , ...

14. 1
2 , 4,

3
4 , 8,

25
6 , 12, ...

15. 1
2 ,−

2
3 ,

3
4 ,−

4
5 ,

5
6 , ...

16. 3
6 ,

6
11 ,

9
13 ,

12
21 ,

15
26 , ...

17. 5, 23 , 5,
4
5 , 5,

6
7 , ...

18. 1∗3
1 ,

2∗5
4 ,

3∗7
9 ,

4∗8
16 , ...

19. 2
1 ,

5
2 ,

10
3 ,

17
4 ,

26
5 , ...

20. 1
2 ,

4
3 ,

9
4 ,

16
5 ,

25
6 , ...
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á) Íàïèñàòü ïåðâûå ïÿòü ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, çàäàííûõ îáùèì

÷ëåíîì:

1. an =
2+(−1)n

n ,

2. an = n2,

3. an =
3n

5n+1 ,

4. an = (−1)n,
5. an =

2n+1
2n ,

6. an =
n+1
n2 ,

7. an =
n

n2+1 ,

8. an =
1

3+(−1)n ,

9. an =
2n

3n−2 ,

10. an =

 1
n , åñëè n− ÷¼òíîå,

n
n+1 , åñëè n− íå÷¼òíîå

11. an =
n(n+2)
n+3 ,

12. an = (− 1
n)
n,

13. an =
n2

2n2+1 ,

14. an =
(−1)nn

2n ,

15. an =
1

n(n+1) ,

16. an =
n+1
2n−1 ,

17. an =
(−1)n
2n ,

18. an =

 1
n+1 , åñëè n− ÷¼òíîå,

3n, åñëè n− íå÷¼òíîå

19. an =
n2+1
2n−1 ,

20. an =
1+(−1)n

2 ,

21. an =
n(n+1)
n2 ,

22. an =
n

n2+1 ,

23. an =
(−1)nn2

3n ,

24. an =

2n, åñëè n− ÷¼òíîå,

n
n−1 , åñëè n− íå÷¼òíîå

25. an =
2n−1
2n+1 ,

26. an =
(−1)n+3

n2 ,

27. an =
n(n+1)

2n ,
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28. an =
n3

4n−3 ,

29. an =
(−1)n
n(n+2) ,

30. an =

2n, åñëè n− ÷¼òíîå,

3, åñëè n− íå÷¼òíîå
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â) Íàéòè ïðåäåëû ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé:

1. lim
n→∞

3n2−n+5
n2+2n+1 ,

2. lim
n→∞

(
5n
n−1 −

4n2+n
2n2−3

)
,

3. lim
n→∞

n3+(n−1)3
(3−n)3 ,

4. lim
n→∞

5n3+2n2+7
4n3−2n+11 ,

5. lim
n→∞

(
5n+1
n−3 −

2n3

n3+5

)
,

6. lim
n→∞

8n3−2n
(n−7)3+n3 ,

7. lim
n→∞

n3−7n+10
2n3−n+1 ,

8. lim
n→∞

(n+2)3−(n+1)3

(2n+1)2+(n+1)2 ,

9. lim
n→∞

(
4n+3
2n−1 −

n3+5
n3−4

)
,

10. lim
n→∞

3n3+5n
n4+10n−3 ,

11. lim
n→∞

(
2n−1
n −

n2

n2+5

)
,

12. lim
n→∞

n2+2n−5
(n+1)3−n3 ,

13. lim
n→∞

(n−2)2−(n+1)2

n3−(n+3)3 ,

14. lim
n→∞

n3+n+1
n3−(n+2)3 ,

15. lim
n→∞

(
n+5
n−7
)n

6+1
,

16. lim
n→∞

(
2n−1
2n+1

)n+1
,

17. lim
n→∞

(
n3+1
n3−1

)2n−n3
,

18. lim
n→∞

(
6n−7
6n+4

)3n+2
,

19. lim
n→∞

(
n−1
n+1

)n2
,

20. lim
n→∞

(
3n+1
3n−1

)2n+3
,
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6 Êîíòðîëüíûå çàäàíèÿ �2

Âû÷èñëèòü ïðåäåë ôóíêöèè:

1. lim
x→4

4−x
2−
√
x
,

2. lim
x→−3

x3+27
x+3 ,

3. lim
x→0

x√
5−x−

√
5+x

,

4. lim
x→3

x2−2x−3
x2−7x+12 ,

5. lim
x→5

x3−125
x2−8x+15 ,

6. lim
x→0

x
3−
√
x−3 ,

7. lim
x→2

x2−5x+6
x2−7x+10 ,

8. lim
x→4

16−x2
x3−64 ,

9. lim
x→5

x−5
2−
√
x−1 ,

10. lim
x→5

x2−25
x2+2x−15 ,

11. lim
x→3

x3−27
x−3 ,

12. lim
x→0

(
x3−1
x−1

) 1
x

,

13. lim
x→1

(
3x−1
x+1

) 1
3√x−1 ,

14. lim
x→10

lg x−1
x−10 ,

15. lim
x→1

ex−e
sin(x−1) ,

16. lim
x→0

ex+e−x−2
sin2 x

,

17. lim
x→0

22x−1
x ,

18. lim
x→−1

x3+1
sin(x+1) ,

19. lim
x→0

√
x+2−

√
2

sin 3x ,

20. lim
x→0

2x sinx
1−cosx .
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Îïðåäåëèòü îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ ôóíêöèé:

1. y = x2

1+x ,

2. y =
√
3x− x2,

3. y = log(x2 − 4),

4. y = log(x+ 2) + log(x− 2),

5. y =
√

sin
√
x,

6. y =
√
cosx2,

7. y = lg sinπx ,

8. y =
√
x

sinπx ,

9. y = arcsin 2x
1+x ,

10. y = arccos(2 sin x),

11. y = lg(cos(lg x)),

12. y = 4
√
lg tg x,

13. y =
√
sin 2x+

√
sin 3x.
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7 Êîíòðîëüíûå çàäàíèÿ �3

a) Ñðàâíèòü áåñêîíå÷íî ìàëûå ôóíêöèè

1. α(x) = x sin2 x

β(x) = 2x sinx

ïðè x→ 0

2. α(x) = x ln(1 + x)

β(x) = x sinx

ïðè x→ 0

3. α(x) = ln(1 + 3x sinx)

β(x) = tg x2

ïðè x→ 0

Çàìåíèòü â lim
x→0

α(x)
β(x) ôóíêöèè ýêâèâàëåíòíûìè áåñêîíå÷íî ìàëûìè

ln(1 + 3x sinx) ∼ 3x sinx, tg x2 ∼ x

4. α(x) = x2 sinx

β(x) = x tg x

ïðè x→ 0

5. α(x) = (1 + x)m − 1

β(x) = mx ïðè x→ 0, ãäå m > 0 ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî

6. α(x) = ax − 1

β(x) = x ln a

ïðè x→ 0
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b)

7. Îïðåäåëèòü ïîðÿäîê áåñêîíå÷íî ìàëîé α(x) =
√
1 + x sinx+ 1 îòíîñè-

òåëüíî áåñêîíå÷íî ìàëîé x

8. Îïðåäåëèòü ïîðÿäîê áåñêîíå÷íî ìàëîé α(x) =
√
sin 2x ïî ñðàâíåíèþ ñ

x ïðè x→ 0

9. Íàéòè ïðåäåëû

lim
x→0

√
1+2x−1
tg 3x

10. lim
x→0

sin23x
ln2(1+2x)

11. lim
x→0

e2x−1
ln(1−4x)

12. lim
x→1

ln(1+x−3x2+2x3)
ln(1+3x−4x2+x3)

13. lim
x→0

ln cosx
ln(1+x2)

Ïðåäñòàâèòü cosx = 1− (1− cosx)

14. lim
x→1

sin(ex−1−1)
lnx

15. lim
x→0

5
√

(1+x)3−1
(1+x) 3
√

(1+x)2−1

16. lim
α→0

(5α−1)(4α−1)
(3α−1)(6α−1)

17. lim
x→0

3
√
8+3x−2

4
√
16+5x−2

Ðàçäåëèòü ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü íà 2.
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Îïðåäåëèòü îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ è ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèé:

1. y =
√
2 + x− x2,

2. y = lg(1− 2 cosx),

3. y = arccos 2x
1+x2 ,

4. y = arcsin(lg x
10),

5. y = 5− |x|,
6. y = 1

π arctan(x),

7. y = | lg x|,
8. y = x

2x−1 , 0 < x < 1,

9. y =
√
x− x2, 0 < x < 1,

10. y = ctg πx, 0 < x < 1,

11. y = x+ [2x], 0 < x < 1.
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8 Êîíòðîëüíûå çàäàíèÿ �4

Èññëåäîâàòü íà ìîíîòîííîñòü ôóíêöèè:

1. y = x2, 0 ≤ x ≤ +∞,

2. y = sinx,−π
2x ≤ x ≤ π

2 ,

3. y = tg,−π
2x ≤ x ≤ π

2 ,

4. y = 2x+ sinx,−∞ < x < +∞,

5. y = x2,−∞ < x ≤ 0,

6. y = ctg x, 0 < x < π,

7. y = cosx, 0 ≤ x ≤ π,

8. y = ax+ b, a, b− const,
9. y = ax2 + bx+ c, a, b− const,
10. y = x3,

11. y = ax+b
cx+d , a, b− const,

12. y = ax, a > 0,
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