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Ââåäåíèå

Ïîñîáèå "Ìåòîäè÷åñêèå óêàçàíèÿ äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ çàíÿòèé ïî êóðñó "Àëãåáðà è Ãåî-

ìåòðèÿ ïðåäíàçíà÷åíî äëÿ ñòóäåíòîâ âòîðîãî êóðñà ìåõàíèêî � ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëü-

òåòà, îáó÷àþùèõñÿ ïî íàïðàâëåíèþ "Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà è èíôîðìàòèêà"è äðóãèõ

ôàêóëüòåòîâ, íà êîòîðûõ ëèíåéíàÿ àëãåáðà âõîäèò êàê ñîñòàâíàÿ ÷àñòü êóðñîâ. Ìíîãèå

âîïðîñû ïðåäëàãàþòñÿ ñòóäåíòàì äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî èçó÷åíèÿ è ïîñîáèå ïîìîæåò èì â

ýòîì. Â êàæäîì ðàçäåëå ñíà÷àëà ïðèâîäèòñÿ òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë, êîòîðûé ïîäðîáíî

ïðåäñòàâëåí â ó÷åáíèêàõ [1], [2], à çàòåì ðàçáèðàþòñÿ íåñêîëüêî çàäà÷.
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1 Ïðèâåäåíèå λ � ìàòðèöû ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó

Ðàññìîòðèì âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ ïðèâåäåíèåì λ-ìàòðèöû ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó. Ââå-

äåì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå. λ-ìàòðèöåé íàçûâàåòñÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n (n ∈ N) ñ ýëå-

ìåíòàìè, ÿâëÿþùèìèñÿ ìíîãî÷ëåíàìè ñ êîýôôèöèåíòàìè èç îñíîâíîãî ïîëÿ k. Ñèìâîëîì

dk(λ) áóäåì îáîçíà÷àòü íîðìèðîâàííûé íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü (ÍÎÄ) âñåõ ìèíîðîâ

k-îãî ïîðÿäêà äàííîé λ-ìàòðèöû. Ñîâîêóïíîñòü dk(λ) k = 1, n íàçîâåì ñèñòåìîé äåëèòåëåé

ìèíîðîâ (ÑÄÌ)

Îïðåäåëåíèå. Ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè λ-ìàòðèöû íàçûâàþòñÿ ñëåäóþùèå

ïðåîáðàçîâàíèÿ:

1. Óìíîæåíèå ëþáîé ñòðîêè (ñòîëáöà)íà îòëè÷íîå îò íóëÿ ÷èñëî èç ïîëÿ k.

2. Ïðèáàâëåíèå ê ëþáîé ñòðîêå (ñòîëáöó)äðóãîé ñòðîêè (ñòîëáöà), óìíîæåííîé íà ìíî-

ãî÷ëåí.

Îïðåäåëåíèå. Äâå λ-ìàòðèöû íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè îäíà èç ýòèõ ìàòðèö

ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç äðóãîé ñ ïîìîùüþ êîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâà-

íèé.

Îïðåäåëåíèå Íîðìàëüíîé äèàãîíàëüíîé ôîðìîé λ-ìàòðèöû A(λ) íàçûâàåòñÿ äèàãî-

íàëüíàÿ ìàòðèöà D(λ) , ýêâèâàëåíòíàÿ äàííîé, íà ãëàâíîé äèàãîíàëè êîòîðîé ñòîÿò íîð-

ìèðîâàííûå ìíîãî÷ëåíû f1(λ), f2(λ), . . . , fn(λ), ïðè÷åì êàæäûé äåëèò ñëåäóþùèé. Î÷å-

âèäíî, ÷òî åñëè ñðåäè íèõ åñòü åäèíèöû, òî îíè íà ïåðâûõ ìåñòàõ, à åñëè åñòü íóëè, òî îíè

íà ïîñëåäíèõ ìåñòàõ. (×èñëî íóëåé ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì n−r, ãäå n - ïîðÿäîê ìàòðèöû, à r -
åå ðàíã). Ýòè ìíîãî÷ëåíû íàçûâàþòñÿ èíâàðèàíòíûìè ìíîæèòåëÿìèλ-ìàòðèöû, îíè íå

ìåíÿþòñÿ â ðåçóëüòàòå ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Îáúåäèíåíèå èõ íàçûâàåòñÿ ñèñòå-

ìîé èíâàðèàíòíûõ ìíîæèòåëåé (ÑÈÌ). Ñâÿçü ÑÈÌ è ÑÄÌ: dk(λ) = f1(λ) ·f2(λ) · . . . ·fk(λ),
k = 1, n.

Îïðåäåëåíèå. Ñòåïåíè íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ, âõîäÿùèõ â ðàçëîæåíèå ìíîãî-

÷ëåíà, íàçûâàþòñÿ ýëåìåíòàðíûìè äåëèòåëÿìè ýòîãî ìíîãî÷ëåíà. Ñèñòåìîé ýëåìåíòàð-

íûõ äåëèòåëåé (ÑÝÄ) λ-ìàòðèöû íàçûâàåòñÿ îáúåäèíåíèå (áûòü ìîæåò, ñ ïîâòîðåíèÿ-

ìè)ýëåìåíòàðíûõ äåëèòåëåé åå èíâàðèàíòíûõ ìíîæèòåëåé fi(λ).

Ðàçáåðåì ðåøåíèå çàäà÷:

Çàäà÷à 1. Äàííóþ ìàòðèöó ïðèâåñòè ê ÍÄÔ ïðè ïîìîùè äåëèòåëåé ìèíîðîâ:

A(λ) =

 λ(λ− 1) 0 0

0 λ(λ− 2) 0

0 0 (λ− 1)(λ− 2)


(çàäà÷à 985 â [3] )

Ðåøåíèå.Ïî îïðåäåëåíèþ

d1(λ) = (λ(λ− 1), λ(λ− 2), (λ− 1)(λ− 2)) = 1.
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d2(λ) = (λ2(λ− 1)(λ− 2), λ(λ− 2)(λ− 1)2, λ(λ− 1)(λ− 2)2) = λ(λ− 1)(λ− 2).

d3(λ) = det(A(λ)) = λ2(λ− 1)2(λ− 2)2.

Òîãäà

f1(λ) = d1(λ) = 1.

f2(λ) = d2(λ)/d1(λ) = λ(λ− 1)(λ− 2).

f2(λ) = d3(λ)/d2(λ) = λ(λ− 1)(λ− 2).

Òàêèì îáðàçîì, íîðìàëüíàÿ äèàãîíàëüíàÿ ôîðìà äàííîé ìàòðèöû: 1 0 0

0 λ(λ− 1)(λ− 2) 0

0 0 λ(λ− 1)(λ− 2)



Äàííóþ çàäà÷ó ìîæíî ðåøèòü ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ äåëèòåëåé. Ñèñòåìà ýëåìåí-

òàðíûõ äåëèòåëåé êëåòî÷íî-äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû ñîâïàäàåò ñ îáúåäèíåíèåì ýëåìåíòàð-

íûõ äåëèòåëåé åå êëåòîê. çíà÷èò ìîæåì âûïèñàòü ÑÝÄ äàííîé λ-ìàòðèöû: ÑÝÄ=λ, λ, (λ−
1), (λ− 1), (λ− 2), (λ− 2). Òàê êàê ïîðÿäîê ìàòðèöû ðàâåí òðåì, òî èìååòñÿ òðè èíâàðè-

àíòíûõ ìíîæèòåëÿ: f1(λ), f2(λ), f3(λ), à òàê êàê ðàíã ðàâåí òðåì, òî âñå îíè îòëè÷íû îò

íóëÿ. Ïîñêîëüêó f3(λ) äåëèòñÿ íà âñå îñòàëüíûå, òî f3(λ) = λ(λ−1)(λ−2). Èç îñòàâøèõñÿ

ýëåìåíòàðíûõ äåëèòåëåé â f2(λ) âõîäÿò òàêæå λ, λ−1, λ−2. Çíà÷èò f2(λ) = λ(λ−1)(λ−2),
à f1(λ) = 1, òàê êàê ýëåìåíòàðíûõ äåëèòåëåé áîëüøå íåò. Óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùåé

òàáëèöåé:

λ λ 1

λ− 1 λ− 1 1

λ− 2 λ− 2 1

×èñëî ñòîëáöîâ ñîâïàäàåò ñ ðàíãîì, ñòðîêè çàïîëíÿþòñÿ ñòåïåíÿìè îäèíàêîâûõ íåïðè-

âîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ. Ïðîèçâåäåíèå ìíîãî÷ëåíîâ ïî ñòîëáèêàì, íà÷èíàÿ ñ ïîñëåäíåãî, äà-

þò íàì ñîîòâåòñòâåííî f1(λ), f2(λ), f3(λ). Òàêèì îáðàçîì, íîðìàëüíàÿ äèàãîíàëüíàÿ ôîðìà

íàøåé ìàòðèöû ðàâíà:  1 0 0

0 λ(λ− 1)(λ− 2) 0

0 0 λ(λ− 1)(λ− 2)


Çàäà÷à 2. Ïðèâåñòè ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ìàòðèöó

A(λ) =

 λ+ 1 λ2 + 1 λ2

3λ− 1 3λ2 − 1 λ2 + 2λ

λ− 1 λ2 − 1 λ
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ê íîðìàëüíîé äèàãîíàëüíîé ôîðìå.(çàäà÷à 979 â [3] )

Ðåøåíèå.Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: i-òóþ ñòðîêó áóäåì îáîçíà÷àòü i◦, i-òûé ñòîëáåö - i∨, ∼
- ñèìâîë ýêâèâàëåíòíîñòè.

A(λ)
1◦−3◦∼

 2 2 λ2 − λ
3λ− 1 3λ2 − 1 λ2 + 2λ

λ− 1 λ2 − 1 λ

 2◦−3◦·3∼

 2 2 λ2 − λ
2 2 λ2 − λ

λ− 1 λ2 − 1 λ


Åñëè òåïåðü îò âòîðîé ñòðîêè îòíèìåì ïåðâóþ è ïîìåíÿåì ñòðîêè ìåñòàìè, ïîëó÷èì:

A(λ) ∼

 2 2 λ2 − λ
λ− 1 λ2 − 1 λ

0 0 0

 1◦/2∼

 1 1 (λ2 − λ)/2
λ− 1 λ2 − 1 λ

0 0 0

 3∨·2∼

∼

 1 1 λ2 − λ
λ− 1 λ2 − 1 2λ

0 0 0

 2∨−1∨∼

 1 0 λ2 − λ
λ− 1 λ2 − λ 2λ

0 0 0

∼

3∨−1∨·(λ2−λ)∼

 1 0 0

λ− 1 λ2 − λ λ · (2λ− λ2 + 1)

0 0 0

 2◦+1◦·(1−λ)∼

 1 0 0

0 λ2 − λ λ · (2λ− λ2 + 1)

0 0 0

∼

3∨−2∨·2∼

 1 0 0

0 λ2 − λ −λ3 + 3λ

0 0 0

 3∨+2∨·λ∼

 1 0 0

0 λ2 − λ −λ2 + 3λ

0 0 0

∼

3∨+2∨∼

 1 0 0

0 λ2 − λ 2λ

0 0 0

 3∨·1/2∼

 1 0 0

0 λ2 − λ λ

0 0 0

 2∨↔3∨∼

∼

 1 0 0

0 λ λ2 − λ
0 0 0

 3∨+2∨·(1−λ)∼

 1 0 0

0 λ 0

0 0 0

 .

Ïîñëåäíÿÿ ìàòðèöà è áóäåò íîðìàëüíîé äèàãîíàëüíîé ôîðìîé ìàòðèöû A(λ).

Çàäà÷à 3. Íàéòè íîðìàëüíóþ äèàãîíàëüíóþ ôîðìó λ-ìàòðèöû, åñëè èçâåñòíû åå ýëå-

ìåíòàðíûå äåëèòåëè, ðàíã r è ïîðÿäîê n:

λ+ 1, λ+ 1, (λ+ 1)2, λ− 1, (λ− 1)2; r = 4, n = 5.

(çàäà÷à 1029 â [3])

Ðåøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ òàáëèöåé:
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(λ+ 1)2 λ+ 1 λ+ 1 1

(λ− 1)2 λ− 1 1 1

Òàêèì îáðàçîì, íîðìàëüíàÿ äèàãîíàëüíàÿ ôîðìà íàøåé ìàòðèöû ðàâíà:
1 0 0 0 0

0 λ+ 1 0 0 0

0 0 (λ+ 1)(λ− 1) 0 0

0 0 0 (λ− 1)2 · (λ+ 1)2 0

0 0 0 0 0


Îïðåäåëåíèå. Óíèìîäóëÿðíîé ìàòðèöåé íàçûâàåòñÿ λ-ìàòðèöà ñ îïðåäåëèòåëåì, ðàâ-

íûì ýëåìåíòó îñíîâíîãî ïîëÿ, îòëè÷íîìó îò íóëÿ.

Îïðåäåëåíèå. Ñïåöèàëüíûìè óíèìîäóëÿðíûìè ìàòðèöàìè ÿâëÿþòñÿ:

Si(α) =



1 · · · 0 · · · 0

· · · . . . · · · · · · · · ·
0 · · · α · · · 0

· · · · · · · · · . . . · · ·
0 · · · 0 · · · 1


, ãäå α ∈ k, α 6= 0, i - íîìåð ñòðîêè è ñòîëáöà, â

êîòîðûõ ñòîèò α

Tij(f(λ)) =



1 · · · 0 · · · 0 · · · 0

· · · . . . · · · · · · · · · · · · · · ·
0 · · · 0 · · · f(λ) · · · 0

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 · · · 0 · · · 1 · · · 0

· · · · · · · · · · · · · · · . . . · · ·
0 · · · 0 · · · 0 · · · 1


, ãäå f(λ)- ïðîèçâîëüíûé ìíîãî÷-ëåí ñ

êîýôôèöèåíòàìè èç îñíîâíîãî ïîëÿ k, ñòîÿùèé â i-òîé ñòðîêå è j-òîì ñòîëáöå (i 6= j).

Ëþáîå ýëåìåíòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå λ - ìàòðèöû ìîæíî ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ óìíî-

æåíèÿ ñëåâà èëè ñïðàâà íà óíèìîäóëÿðíóþ ìàòðèöó ñïåöèàëüíîãî âèäà:

1. Si(α) · A(λ) ïîëó÷àåòñÿ èç A(λ) óìíîæåíèåì i-òîé ñòðîêè íà α.

2. Tij(f(λ)) ·A(λ) ïîëó÷àåòñÿ èç A(λ) ïðèáàâëåíèåì ê i-òîé ñòðîêå j-òîé ñòðîêè, óìíîæåí-

íîé íà f(λ).

3. A(λ) · Si(α) ïîëó÷àåòñÿ èç A(λ) óìíîæåíèåì i-òîãî ñòîëáöà íà α.

2. A(λ) ·Tij(f(λ)) ïîëó÷àåòñÿ èç A(λ) ïðèáàâëåíèåì ê j-òîìó ñòîëáöó i-òîãî ñòîëáöà, óìíî-

æåííîãî íà f(λ).
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Çàìå÷àíèå. Ïåðåñòàíîâêó i-òîé è j-òîé ñòðîê (ñòîëáöîâ)ìîæíî îñóùåñòâèòü ñ ïîìî-

ùüþ óìíîæåíèÿ ñëåâà (ñïðàâà) èñõîäíîé ìàòðèöû íà ìàòðèöó:

τij =



1 · · · 0 · · · 0 · · · 0

· · · . . . · · · · · · · · · · · · · · ·
0 · · · 0 · · · 1 · · · 0

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 · · · 1 · · · 0 · · · 0

· · · · · · · · · · · · · · · . . . · · ·
0 · · · 0 · · · 0 · · · 1


, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç åäèíè÷íîé ìàòðèöû

ïåðåñòàíîâêîé i−òîé è j−òîé ñòðîêè (i−òîãî è j−òîãî ñòîëáöà)
Çàäà÷à 4. Ìàòðèöó èç çàäà÷è 2 ïðèâåñòè ê ÍÄÔ ïóòåì óìíîæåíèÿ íà óíèìîäóëÿðíûå

ìàòðèöû ñïåöèàëüíîãî âèäà.

Ðåøåíèå. Ñ ïîìîùüþ îáîçíà÷åíèé, êîòîðûå ìû ââåëè 2, ýòî ëåãêî ñäåëàòü. Îáîçíà÷èì

ÍÄÔ ýòîé ìàòðèöû ÷åðåç D(λ). Òîãäà

D(λ) = T21(1− λ) · S1(1/2) · τ23 · T21(−1) · T23(−3) · T13(−1) · A(λ) · S3(2) · T12(−1)×

×T13(λ− λ2) · T23(−2) · T23(λ) · T23(1) · S3(1/2) · τ23 · T23(1− λ).

Ïîñëå ïåðåìíîæåíèÿ ïîëó÷àåòñÿ:

D(λ) =

 1 0 0

0 λ 0

0 0 0

 .
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2 Ïîäîáèå ìàòðèö. Íîðìàëüíàÿ æîðäàíîâà ôîðìà êâàäðàòíûõ ìàòðèö

Îïðåäåëåíèå. Ñêàëÿðíîé ìàòðèöåé áóäåì íàçûâàòü ìàòðèöó ñ ýëåìåíòàìè èç îñíîâíîãî

ïîëÿ.

Îïðåäåëåíèå. Äâå ñêàëÿðíûå ìàòðèöû A è B íàçûâàþòñÿ ïîäîáíûìè íàä ïîëåì k, åñëè

ñóùåñòâóåò íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà Q ñ ýëåìåíòàìè èç k, òàêàÿ, ÷òî A = Q−1 ·B ·Q. Áóäåì
îáîçíà÷àòü: A ≈ B

Îïðåäåëåíèå. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ìàòðèöåé äëÿ ìàòðèöû A íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà

λE − A. Îïðåäåëèòåëü õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ìàòðèöû det(λE − A) íàçûâàåòñÿ õàðàêòå-

ðèñòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì ìàòðèöû A è îáîçíà÷àåòñÿ χA(λ).

Îïðåäåëåíèå. ÑÈÌ, ÑÄÌ, ÑÝÄ ñêàëÿðíîé ìàòðèöû íàçûâàåþòñÿ ÑÈÌ, ÑÄÌ, ÑÝÄ åå

õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ìàòðèöû.

Òåîðåìà. Ìàòðèöû n-îãî ïîðÿäêà ïîäîáíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ õàðàêòåðè-

ñòè÷åñêèå ìàòðèöû ýêâèâàëåíòíû.

Ðàññìîòðèì ïðèâåäåíèå ìàòðèöû ê íîðìàëüíîé æîðäàíîâîé ôîðìå.

Îïðåäåëåíèå.. Æîðäàíîâîé êëåòêîé íàçûâàåòñÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ñëåäóþùåãî âèäà:

Jn(α) =



α 1 0 . . . 0

0 α 1 . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . 1

0 0 0 . . . α


ãäå n - ïîðÿäîê êëåòêè, α - ïàðàìåòð êëåòêè. Åå åäèíñòâåííûé ýëåìåíòàðíûé äåëèòåëü

(λ− α)n.
Ðàññìîòðèì æîðäàíîâó ìàòðèöó, ò.å. êëåòî÷íî-äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó, êëåòêàìè êî-

òîðîé ñëóæàò êëåòêè Æîðäàíà. Îáîçíà÷èì åå [Jn1(α1), Jn2(α2), . . . , Jns(αs)]. Åå ÑÝÄ=

{(λ− α1)
n1 , . . . (λ− αs)ns}.

Îïðåäåëåíèå. Íîðìàëüíîé æîðäàíîâîé ôîðìîé ñêàëÿðíîé ìàòðèöû A íàçûâàåòñÿ æîð-

äàíîâà ìàòðèöà J , òàêàÿ ÷òî J ≈ A.

Ìàòðèöà, ïîäîáíàÿ æîðäàíîâîé ìàòðèöå íàä ïîëåì k, íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé, ïðèâîäè-

ìîé ê íîðìàëüíîé æîðäàíîâîé ôîðìå (ÍÆÔ)

Òåîðåìà. Ñêàëÿðíàÿ ìàòðèöà A ïðèâîäèòñÿ ê ÍÆÔ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åå

õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ðàçëàãàåòñÿ íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè íàä k.

Çàäà÷à 5. Ïðèâåñòè ê ÍÆÔ ìàòðèöó:

A =

 0 1 0

−4 4 0

−2 1 2


(çàäà÷à 1090 â [3] )
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Ðåøåíèå. Ñîñòàâèì õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ìàòðèöó äëÿ A è ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçî-

âàíèÿìè ïðèâåäåì åå ê ÍÄÔ:

λE − A =

 λ −1 0

4 λ− 4 0

2 −1 λ− 2

 ∼
 −1 λ 0

λ− 4 4 0

−1 2 λ− 2

 ∼

∼

 −1 λ 0

0 λ2 − 4λ+ 4 0

0 2− λ λ− 2

 ∼
 1 0 0

0 λ− 2 2− λ
0 0 λ2 − 4λ+ 4

 ∼

∼

 1 0 0

0 λ− 2 0

0 0 (λ− 2)2


Çíà÷èò,ÑÝÄ =((λ− 2), (λ− 2)2). ÍÆÔ èñõîäíîé ìàòðèöû ðàâíà: 2 0 0

0 2 1

0 0 2

 .

Çàäà÷à 6. Äëÿ äàííûõ ìàòðèö A è B íàéòè íåâûðîæäåííóþ ìàòðèöó Q, òàêóþ, ÷òî

B = Q−1 · A ·Q

A =

 3 −2 1

2 −2 2

3 −6 5

 , B =

 24 −11 −22
20 −8 −20
12 −6 −10


(çàäà÷à 1069 â [3])

Ðåøåíèå. Äëÿ ìàòðèöû A ñîñòàâèì õàðàêòåðèñòå÷åñêóþ è ïðèâåäåì åå ê ÍÄÔ. Àíàëî-

ãè÷íî äëÿ ìàòðèöû B. Èõ ÍÄÔ èìååò âèä: 1 0 0

0 λ− 2 0

0 0 (λ− 2)2

 ,

à çíà÷èò æîðäàíîâà ôîðìà:

J =

 2 0 0

0 2 1

0 0 2

 .

Ñíà÷àëà íàéäåì ìàòðèöó T , òàêóþ ÷òî J = T−1 · A · T ⇒ T · J = A · T . Ïóñòü
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T =

 t11 t12 t13

t21 t22 t23

t31 t32 t33

 , Tj =

 t1i

t2i

t3i

 , ãäå j = 1, 2, 3.

Òîãäà ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî çàïèøåòñÿ: t11 t12 t13

t21 t22 t23

t31 t32 t33

 ·
 2 0 0

0 2 1

0 0 2

 =

 3 −2 1

2 −2 2

3 −6 5

 ·
 t11 t12 t13

t21 t22 t23

t31 t32 t33

 ,

à ïî ñòîëáèêàì:

2T1 = A · T1, 2T2 = A · T2, T2 + 2T3 = A · T3.

Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîëó÷èì:

(2E − A) · T1 = 0, (2E − A) · T2 = 0, (2E − A) · T3 = −T2.

T1 è T2 ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè îäíîãî è òîãî æå îäíîðîäíîãî ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ.Îíè

äîëæíû áûòü ëèíåéíî íåçàâèñèìû, ò.å. îáðàçóþùèìè ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé.

Ýòî âñåãäà ìîæíî ñäåëàòü, òàê êàê ÷èñëî æîðäàíîâûõ êëåòîê â J ðàâíî ðàçìåðíîñòè

ïðîñòðàíñòâà ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ìàòðèöû . T2 íàäî ïîäáèðàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû

òðåòüå óðàâíåíèå, êîòîðîå ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, èìåëî ðåøåíèå, òî

åñòü ÷òîáû ðàíã ìàòðèöû ðàâíÿëñÿ ðàíãó ðàñøèðåííîé ìàòðèöû. Ìàòðèöà T íàõîäèòñÿ

íåîäíîçíà÷íî.

Ïîñëå ðåøåíèÿ ïîëó÷àåì:

T =

 −1 1 3

0 2 1

1 3 0

 .

Àíàëîãè÷íî äëÿ ìàòðèöû B íàéäåì íåâûðîæäåííóþ ìàòðèöó R, òàêóþ, ÷òî J = R−1 ·
B ·R :

R =

 1 11 2

2 10 1

0 6 1

 .

Çíàÿ R è T , íàéäåì Q:

T−1 · A · T = R−1 ·B ·R,
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B = (TR−1)−1 · A · (TR−1), çíà÷èò, Q = TR−1. Ïîñëå ïîäñ÷åòà ïîëó÷àåì:

Q =
1

6

 30 −18 −24
8 −4 −6
−2 4 0

 .

Îïðåäåëåíèå. Ìèíèìàëüíûì ìíîãî÷ëåíîì ìàòðèöû íàçûâàåòñÿ íåíóëåâîé íîðìèðîâàí-

íûé àíóëèðóþùèé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöû íàèìåíüøåé ñòåïåíè.

Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöû ðàâíÿåòñÿ ïîñëåäíåìó èíâàðè-

àíòíîìó ìíîæèòåëþ ìàòðèöû. À õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ðàâíÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèþ

âñåõ èíâàðèàíòíûõ ìíîæèòåëåé. Çíà÷èò, êîðíè ó ìèíèìàëüíîãî è õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî

ìíîãî÷ëåíîâ îäèíàêîâûå, òîëüêî êðàòíîñòè ìîãóò áûòü ðàçíûìè.

Ïóñòü

A(λ) = A0λ
l + A1λ

l−1 + . . .+ Al−1λ+ A0,

ãäå Ai, i = 1, . . . , n- ñêàëÿðíûå ìàòðèöû.

Îïðåäåëåíèå. λ−ìàòðèöà A(λ) íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé, åñëè detA0 6= 0

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî B(λ) - ðåãóëÿðíàÿ λ−ìàòðèöà ñòåïåíè m è ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå

λ−ìàòðèöû Q(λ), R(λ), ïðè÷åì ñòåïåíü R(λ) ìåíüøå m, ÷òî

A(λ) = Q(λ)B(λ) +R(λ).

Â ýòîì ñëó÷àå ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðàçäåëèëè ìàòðèöó A(λ) íà B(λ) ñïðàâà è íàçûâàòü

Q(λ) ëåâûì ÷àñòíûì, à R(λ) ëåâûì îñòàòêîì. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïðàâîå ÷àñòíîå è

ïðàâûé îñòàòîê ïðè ëåâîì äåëåíèè.

Òåîðåìà. Ïóñòü A(λ), B(λ) - λ-ìàòðèöû ñòåïåíè l,m ñîîòâåòñòâåííî è B(λ) ðåãóëÿðíàÿ.

Òîãäà ñóùåñòâóþò ïðàâîå ÷àñòíîå è ïðàâûé îñòàòîê A(λ) ïðè äåëåíèè íà B(λ) è ïîäîáíî

ýòîìó ñóùåñòâóþò ëåâîå ÷àñòíîå è ëåâûé îñòàòîê.

Çàìåòèì, ÷òî ÷ëåíîì íàèâûñøåé ñòåïåíè λ-ìàòðèöû B(λ)B−10 A0λ
l−m áóäåò êàê ðàç

A0λ
l.

Çàäà÷à 7. Ìàòðèöó

A =

 −2λ2 + 5λ+ 3 −λ2 + 3λ+ 2 −λ+ 6

−3λ2 + 7λ+ 11 −3λ2 + 9λ+ 1 −2λ+ 8

−λ2 + 2λ+ 8 −2λ2 + 5λ+ 3 −λ+ 4

 .

ðàçäåëèòü ñëåâà íà B − λE, ãäå B =

 2 1 −1
2 1 2

2 −1 3

 . (çàäà÷à 1058 â [3])
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Ðåøåíèå. Â íàøåì ñëó÷àå l = 2, m = 1. A0 =

 −2 −1 0

−3 −3 0

−1 −2 0

,
B−10 =

 −1 0 0

0 −1 0

0 0 −1

 .

Çíà÷èò,

B(λ)B−10 A0λ =

 2− λ 1 −1
2 1− λ 2

2 −1 3− λ

·
 2λ λ 0

3λ 3λ 0

λ 2λ 0

 =

 −2λ
2 + 6λ −λ2 + 3λ 0

−3λ2 + 9λ −3λ2 + 9λ 0

−λ2 + 4λ −2λ2 + 5λ 0

 .

Ñëåäîâàòåëüíî,

A(λ) = B(λ)B−10 A0λ+ A(1)(λ),

ãäå A(1)(λ)- ìàòðèöà, ñòåïåíü êîòîðîé l1 íå ïðåâîñõîäèò l− 1 = 1. Çà A(1)
0 îáîçíà÷èì åå

ñòàðøèé êîýôôèöèåíò.

A(1)(λ) = A(λ)−B(λ)B−10 A0λ =

 −2λ2 + 5λ+ 3 −λ2 + 3λ+ 2 −λ+ 6

−3λ2 + 7λ+ 11 −3λ2 + 9λ+ 1 −2λ+ 8

−λ2 + 2λ+ 8 −2λ2 + 5λ+ 3 −λ+ 4

−

−

 −2λ
2 + 6λ −λ2 + 3λ 0

−3λ2 + 9λ −3λ2 + 9λ 0

−λ2 + 4λ −2λ2 + 5λ 0

 =

 −λ+ 3 2 −λ+ 6

−2λ+ 11 1 −2λ+ 8

−2λ+ 8 3 −λ+ 4


Ïîâòîðÿåì ïðîöåññ äëÿ A(1)(λ).

B(λ)B−10 A
(1)
0 λ =

 2− λ 1 −1
2 1− λ 2

2 −1 3− λ

 ·
 1 0 1

2 0 2

2 0 1

 =

 −λ+ 2 0 −λ+ 3

−2λ+ 8 0 −2λ+ 6

−2λ+ 6 0 −λ+ 3

 .

Òîãäà

A(1)(λ) = B(λ)B−10 A1
0 + A(2)(λ),
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Ñòåïåíü îñòàòêà A(2)(λ) íå âûøå 0. Íàéäåì åå.

A(2)(λ) = A(1)(λ)−B(λ)B−10 A
(1)
0 =

 −λ+ 3 2 −λ+ 6

−2λ+ 11 1 −2λ+ 8

−2λ+ 8 3 −λ+ 4

−

−

 −λ+ 2 0 −λ+ 3

−2λ+ 8 0 −2λ+ 6

−2λ+ 6 0 −λ+ 3

 =

 1 2 3

3 1 2

2 3 1

 .

Çàïèøåì öåïî÷êó ðàâåíñòâ:

A(λ) = B(λ)B−10 A0λ+B(λ)B−10 A1
0 + A(2)(λ) = B(λ)(B−10 A0λ+B−10 A1

0) + A(2)(λ).

Çíà÷èò

A(λ) = B(λ)

 2λ+ 1 λ 1

3λ+ 2 3λ 2

λ+ 2 2λ 1

+

 1 2 3

3 1 2

2 3 1

 .

Îïèñàííûé â çàäà÷å ìåòîä ÿâëÿåòñÿ îáùèì. Â ñëó÷àå, êîãäà äåëèòåëü ÿâëÿåòñÿ λ �

ìàòðèöåé ñòåïåíè 1, äåëåíèå ìîæíî ïðîâåñòè, èñïîëüçóÿ íåêîììóòàòèâíóþ ñõåìó Ãîðíåðà.

×òîáû ïðàâèëüíî åå ïðèìåíèòü, áóäåì äåëèòü −A(λ) íà λE −B2 1 0

3 3 0

1 2 0


−5 −3 1

−7 −9 2

−2 −5 1


 −3 −2 −6
−11 −1 −8
−8 −3 −4


2 1 −1
2 1 2

2 −1 3


2 1 0

3 3 0

1 2 0


1 0 1

2 0 2

2 0 1


−1 −2 −3−3 −1 −2
−2 −3 −1


Çíà÷èò

−A(λ) = −B(λ)

 2λ+ 1 λ 1

3λ+ 2 3λ 2

λ+ 2 2λ 1

+

 −1 −2 −3−3 −1 −2
−2 −3 −1

 .

Óìíîæàÿ ýòî ðàâåíñòâî íà −1, ïîëó÷àåì òîò æå ðåçóëüòàò, ÷òî è âûøå.

Òåîðåìà. Åñëè õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ìàòðèöû A − λE è B − λE äâóõ ìàòðèö ýêâèâà-

ëåíòíû, òî ñàìè ýòè ìàòðèöû ïîäîáíû. Ïðè ýòîì, åñëè B − λE = P (A − λE)Q, ãäå P ,

è Q - óíèìîäóëÿðíûå λ-ìàòðèöû è P0, è Q0 - îñòàòêè ïðè äåëåíèè P ñëåâà, à Q ñïðàâà

íà B − λE, òî B = P0AQ0 è P0Q0 = E, ò.å. ìàòðèöû P0, è Q0 îñóùåñòâëÿþò ïîäîáíîå

ïðåîáðàçîâàíèå ìàòðèöû A â ìàòðèöó B.

Çàäà÷à 8. Ïîëüçóÿñü ìåòîäîì, óêàçàííûì â ïðåäûäóùåé òåîðåìå, äëÿ äàííûõ ìàòðèö

A è B íàéòè íåâûðîæäåííóþ ìàòðèöó T , òàêóþ, ÷òî B = T−1AT .
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A =

(
5 −1
9 −1

)
, B =

(
38 −81
16 −34

)
(çàäà÷à 1067 â [3]).

Ðåøåíèå. Òàêæå, êàê è â çàäà÷å 4, íàéäåì ñíà÷àëà óíèìîäóëÿðíûå ìàòðèöû, ñ ïîìîùüþ

óìíîæåíèÿ íà êîòîðûå ìàòðèöû A− λE è B − λE ïåðåõîäÿò â ñâîþ ÍÄÔ.(
1 0

0 (λ− 2)2

)
= S2(−1)T21(−λ− 1)(A− λE)τ12T12(5− λ) =

=

(
1 0

λ+ 1 −1

)
·

(
λ− 5 1

−9 λ+ 1

)
·

(
0 1

1 −λ+ 5

)
.

(
1 0

0 (λ− 2)2

)
= S2(−1)T21(−λ+ 38)S1(−

1

16
)τ12(B − λE)S2(−16)T12(−λ− 34) =

=

(
0 − 1

16

−1 − 1
16
λ+ 19

8

)
·

(
λ− 38 81

−16 λ+ 34

)
·

(
1 −λ− 34

0 −16

)
.

Ïðèðàâíèâàÿ ïðàâûå ÷àñòè ðàâåíñòâ, ïîëó÷èì:

(
λ− 38 81

−16 λ+ 34

)
=

(
−39 1

−16 0

)
·

(
λ− 5 1

−9 λ+ 1

)
·

(
0 − 1

16

1 −39
16

)
= P

(
λ− 5 1

−9 λ+ 1

)
Q

Òåïåðü íàäî ðàçäåëèòü P ñëåâà, à Q ñïðàâà íà B−λE, íî òàê êàê ñòåïåíè P è Q ðàâíû

0, òî îñòàòêè P0 = P , Q0 = Q. Ïðîâåðèì:(
0 − 1

16

1 −39
16

)−1
=

(
−39 1

−16 0

)
,

(
38 −81
16 −34

)
=

(
−39 1

−16 0

)
·

(
5 −1
9 −1

)
·

(
0 − 1

16

1 −39
16

)
.

Çíà÷èò

T =

(
0 − 1

16

1 −39
16

)
.
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3 Ôóíêöèè îò ìàòðèö

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöû A èìååò ñâîèìè êîðíÿìè

λ1, λ2, . . . λs ñ êðàòíîñòÿìè m1,m2, . . .ms, ò.å. ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí äëÿ A èìååò âèä:

mA(λ) = (λ− λ1)m1(λ− λ2)m2 . . . (λ− λs)ms , (λi 6= λji 6= j) .

Îïðåäåëåíèå. Ñïåêòðîì ìàòðèöû A íàçîâåì òàáëèöó:

SpecA =

[
λ1 . . . λs

m1 . . . ms

]
.

f(λk), f
′(λk), . . . f

(mk−1)(λk), k = 1, 2, . . . , s,

íàçûâàþòñÿ çíà÷åíèÿìè ôóíêöèè f íà ñïåêòðå ìàòðèöû A. Ïðî ëþáóþ ôóíêöèþ f , äëÿ

êîòîðîé ýòè ÷èñëà ñóùåñòâóþò, ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îíà îïðåäåëåíà íà ñïåêòðå ìàò-

ðèöû A.

Îïðåäåëåíèå. Åñëè ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà íà ñïåêòðå, òî ïîëîæèì f(A) = g(A) ãäå g -

ïðîèçâîëüíûé ìíîãî÷ëåí, ïðèíèìàþùèé òå æå çíà÷åíèÿ, ÷òî è f , íà ñïåêòðå A.

Òàêîé ìíîãî÷ëåí âñåãäà ñóùåñòâóåò, íàïðèìåð, èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí

Ëàãðàíæà-Ñèëüâåñòðà (ñì.[2]).

Åñëè A èìååò ïðîñòîé ñïåêòð (êîðíè ìèíèìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà êðàòíîñòè 1), òî â

êà÷åñòâå g ìîæíî âçÿòü èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí Ëàãðàíæà:

L(λ) =
s∑

k=1

f(λk)lk(λ), k = 1, 2, . . . , s

ãäå

lk(λ) =
s∏

j=1

j 6=k

(λ− λj)/
s∏

j=1

j 6=k

(λk − λj).

Çàäà÷à 9. Âû÷èñëèòü çíà÷åíèå ôóíêöèè îò ìàòðèöû:

A100, ãäå A =

(
0 2

−3 5

)
.

(çàäà÷à 1162 â [3])

Ðåøåíèå. Ñîñòàâèì õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí è íàéäåì åãî êîðíè:(
λ −2
3 λ− 5

)
= λ2 − 5λ+ 6.
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Êîðíÿìè áóäóò λ1 = 2, λ2 = 3 ñ êðàòíîñòÿìè 1, îíè æå áóäóò è êîðíÿìè ìèíèìàëüíîãî

ñ òàêîé æå êðàòíîñòüþ. Òîãäà f(λ1) = 2100, f(λ2) = 3100, à l1(λ) = (λ−3)
2−3 = −(λ − 3),

l2(λ) =
(λ−2)
3−2 = (λ− 2). Òåïåðü ìîæíî çàïèñàòü èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí:

L(λ) = −2100(λ− 3) + 3100(λ− 2).

Òîãäà

f(A) = L(A) = −2100(A− 3E) + 3100(A− 2E).

f(A) = −2100
(
−3 2

−3 2

)
+ 3100

(
−2 2

−3 3

)
=

(
3 · 2100 −2101

3 · 2100 −2101

)
+

(
−2 · 3100 2 · 3100

−3101 3101

)

f(A) =

(
3 · 2100 − 2 · 3100 2(3100 − 2100)

−3(3100 − 2100) 3101 − 2101

)
.

Åñëè ñïåêòð ìàòðèöû îäíîòî÷å÷íûé, òî èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí Ëàãðàíæà íå

ïîäîéäåò. Íàì ïîíàäîáèòñÿ èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí Ëàãðàíæà-Ñèëüâåñòðà, êîòî-

ðûé â ýòîì ñëó÷àå èìååò âèä:

L(λ) = f(λ1) +
(λ− λ1)

1!
f ′(λ1) +

(λ− λ1)2

2!
f ′′(λ1) + . . .+

(λ− λ1)m1−1

(m1 − 1)!
f (m1−1)(λ1)

Çàìå÷àíèå. Êëåòêà Æîðäàíà èìååò îäíîòî÷å÷íûé ñïåêòð. Ïîýòîìó

f(Jn(α)) =



f0
1
1!
f
(1)
0

1
2!
f
(2)
0 . . . 1

(n−1)!f
(n−1)
0

0 f0
1
1!
f
(1)
0 . . . 1

(n−2)!f
(n−2)
0

...
...

...
. . .

...

0 0 0 . . . 1
1!
f
(1)
0

0 0 0 . . . f0


,

ãäå f (i)
0 = f (i)(α).

Çàäà÷à 10. Âû÷èñëèòü çíà÷åíèå ôóíêöèè îò ìàòðèöû:

√
A, ãäå A =

(
3 1

−1 5

)
.

(çàäà÷à 1164 â [3]) Ðåøåíèå. Ñîñòàâèì õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí è íàéäåì åãî êîðíè:(
λ− 3 −1
1 λ− 5

)
= (λ− 4)2.
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Êîðåíü λ1 = 4 ñ êðàòíîñòüþ 2, îí æå áóäåò è êîðíåì ìèíèìàëüíîãî ñ òàêîé æå êðàòíîñòüþ,

òàê êàê, î÷åâèäíî, ïåðâûé èíâàðèàíòíûé ìíîæèòåëü ðàâåí 1. Òîãäà f(λ1) = ±2, à

L(λ) = ±2 + (λ− 4)

1!

1

2(±2)
= ±1

4
(8 + (λ− 4)).

f(A) = L(A) = ±1

4
(8E + (A− 4E)) = ±1

4

(
7 1

−1 9

)
Òåîðåìà. Åñëè A - êëåòî÷íî-äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà:

A = [A1, A2, . . . , Ap]

è f îïðåäåëåíà íà ñïåêòðå, òî çíà÷åíèå ôóíêöèè îò ìàòðèöû ðàâíî êëåòî÷íî-äèàãîíàëüíîé

ìàòðèöå, êëåòêàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè îò êëåòîê ìàòðèöû:

f(A) = [f(A1), f(A2), . . . , f(Ap)]

Òåîðåìà. Åñëè A è B - ïîäîáíûå ìàòðèöû ñ ïðåîáðàçóþùåé ìàòðèöåé Q: A = Q−1BQ,

è f îïðåäåëåíà íà ñïåêòðå, òî f(A) = Q−1f(B)Q.

Èñïîëüçóÿ ýòè òåîðåìû è çíà÷åíèå ôóíêöèè îò êëåòêè Æîðäàíà, ìîæíî íàéòè çíà÷å-

íèå ôóíêöèè îò ëþáîé ìàòðèöû, åñëè òîëüêî ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà íà ñïåêòðå ýòîé ìàòðèö
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