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Ïðåäèñëîâèå

Äàííîå ïîñîáèå ïðåäíàçíà÷åíî äëÿ ñòóäåíòîâ ïåðâîãî êóðñà ìåõàíèêî-

ìàòåìàòè÷åñêîãî è ôèçè÷åñêîãî ôàêóëüòåòîâ. Äëÿ ïîíèìàíèÿ èçëîæåí-

íîãî ìàòåòðèàëà äîñòàòî÷íà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîäãîòîâêà â îáúåìå îáû÷-

íîé ñðåäíåé øêîëû. Ëèíåéíàÿ àëãåáðà è àíàëèòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ ÿâ-

ëÿåòñÿ îäíîé èç îñíîâíûõ äèñöèïëèí íà ïåðâîì êóðñå è òåñíî ñâÿçàíà ñî

ìíîãèìè äðóãèìè äèñöèïëèíàìè. Õîðîøåå âëàäåíèå ìàòåðèàëîì êóðñà

è óìåíèå ðåøàòü çàäà÷è ïî äàííîé òåìàòèêå ÿâëÿåòñÿ î÷åíü âàæíûì äëÿ

âûðàáîòêè òðåáóåìûõ êîìïåòåíöèé ñòóäåíòîâ è äàëüíåéøåãî îáóåíèÿ â

óíèâåðñèòåòå.

Öåëü ïîñîáèÿ � îêàçàòü ïîìîùü ñòóäåíòàì â óñâîåíèè íîâîãî ìàòåðè-

àëà è îâëàäåíèè íàâûêàìè ðåøåíèÿ îñíîâíûõ çàäà÷. Äëÿ ýòîãî â íà÷àëå

êàæäîãî ïàðàãðàôà ïðèâåäåí íåîáõîäèìûé òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë, äî-

ñòàòî÷íî ïîäðîáíî èçëîæåííûé, íî áåç äîêàçàòåëüñòâ. (Äîêàçàòåëüñòâà

èíòåðåñóþùèéñÿ ÷èòàòåëü ìîæåò íàéòè â [1]) Ïîñîáèå òàêæå ñîäåðæèò

ïðèìåðû ðåøåíèÿ òèïîâûõ çàäà÷. Â êîíöå êàæäîãî ïàðàãðàôà ïðèâå-

äåíû çàäà÷è, êîòîðûå ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ðåøåíèÿ íà ïðàê-

òè÷åñêèõ çàíÿòèÿõ â àóäèòîðèè, â êà÷åñòâå äîìàøíåãî çàäàíèÿ è äëÿ

ñîñòàâëåíèÿ âàðèàíòîâ êîíòðîëüíûõ ðàáîò.

3

СА
РА
ТО
ВС
КИ
Й ГО

СУ
ДА
РС
ТВ
ЕН
НЫ
Й УН

ИВ
ЕР
СИ
ТЕ
Т И
МЕ
НИ

 Н
. Г

. Ч
ЕР
НЫ
ШЕ
ВС
КО
ГО



Ãëàâà 1

Ìàòðèöû. Îïðåäåëèòåëè.

Ñèñòåìû ëèíåéíûõ

óðàâíåíèé

1.1 Îïåðàöèè íàä ìàòðèöàìè. Îïðåäåëè-

òåëü ìàòðèöû.

Ìàòðèöåé ðàçìåðà m × n, ãäå m è n íàòóðàëüíûå ÷èñëà íàçûâàåòñÿ

ïðÿìîóãîëüíàÿ òàáëèöà âèäà:
a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

a1m a2m . . . amn

 .

Ñèìâîëû aij â ýòîé òàáëèöå íàçûâàþòñÿ ýëåìåíòàìè ìàòðèöû. Ýòî ìî-

ãóò áûòü ÷èñëà, âåêòîðû, ôóíêöèè è ò.ï. Åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå

áóäåì ñ÷èòàòü ýëåìåíòû ìàòðèöû âåùåñòâåííûìè ÷èñëàìè. Ìàòðèöû

îáû÷íî îáîçíà÷àþòñÿ çàãëàâíûìè ëàòèíñêèìè áóêâàìè, à èõ ýëåìåíòû

ñîîòâåòñòâåííî ìàëåíüêèìè ëàòèíñêèìè áóêâàìè ñ íèæíèìè èíäåêñàìè,

ñîîòâåòñòâóþùèìè íîìåðàì ñòðîêè (ïåðâûé èíäåêñ) è ñòîëáöà (âòîðîé

èíäåêñ), íà ïåðåñå÷åíèè êîòîðûõ ñòîèò äàííûé ýëåìåíò. (Èíîãäà íîìåð

ñòðîêè ïèøóò âåðõíèì èíäåêñîì, à íîìåð ñòîëáöà íèæíèì.) Òî, ÷òî ýëå-

ìåíòû aij (i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n) ñîñòàâëÿþò ìàòðèöó A çàïèñûâàþò
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â âèäå A = (aij). ×èñëî ñòðîê è ñòîëáöîâ íàçûâàþò ïîðÿäêîì ìàòðèöû.

Åñëè ÷èñëî ñòðîê ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì ñòîëáöîâ ìàòðèöû, òî îíà íà-

çûâàåòñÿ êâàäðàòíîé. Ïðèìåðîì êâàäðàòíîé ìàòðèöû ìîæåò ñëóæèòü

åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà

E =


1 0 . . . 0

0 1 . . . 0

. . . . . . . . . . .

0 0 . . . 1

 .

Ïî îïðåäåëåíèþ E = (δij), ãäå δij � ñèìâîë Êðîíåêåðà, ïðèíèìàþùèé

çíà÷åíèå 1, åñëè i = j, è çíà÷åíèå 0, åñëè i ̸= j. Íóëåâîé íàçûâàþò

ìàòðèöó, ó êîòîðîé âñå ýëåìåíòû ðàâíû íóëþ. Îáîçíà÷àþò åå áóêâîé O

èëè Omn, åñëè íåîáõîäèìî óêàçàòü ïîðÿäîê ìàòðèöû.

Ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ âèäà aii, i = 1, . . . , n íåêîòîðîé êâàäðàòíîé

ìàòðèöû A ðàçìåðà n × n íàçûâàþò ãëàâíîé äèàãîíàëüþ, à ìíîæåñòâî

ýëåìåíòîâ âèäà ai(n−i+1), i = 1, . . . , n � ïîáî÷íîé äèàãîíàëüþ. Ìàòðèöû,

ó êîòîðûõ âñå ýëåìåíòû êðîìå ñòîÿùèõ íà ãëàâíîé äèàãîíàëè ðàâíû

íóëþ íàçûâàþòñÿ äèàãîíàëüíûìè, à ìàòðèöû ó êîòîðûõ âñå ýëåìåíòû

ñòîÿùèå âûøå ãëàâíîé äèàãîíàëè ðàâíû íóëþ (aij = 0, åñëèi < j) âåðõ-

íåòðåóãîëüíûìè.

Åñëè ñòîëáöû ìàòðèöû A ðàçìåðà m × n çàïèñàòü â ñòðî÷êè ñ ñî-

îòâåñòâóþùèìè íîìåðàìè, òî ïîëó÷èòñÿ íîâàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà n×m,

íàçûâàåìàÿ òðàíñïîíèðîâàííîé ê äàííîé. Îáîçíà÷àåòñÿ òðàíñïîíèðî-

âàííàÿ ìàòðèöà ñèìâîëîì AT .

Îïåðàöèè íàä ìàòðèöàìè

1. Óìíîæåíèå íà ÷èñëî.

Ìàòðèöà B ðàçìåðà m×n íàçâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ìàòðèöû A ðàç-

ìåðà m × n íà ÷èñëî λ (B = λA), åñëè äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû B

âûïîëíåíû ðàâåíñòâà bij = λaij, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n.

2. Ñëîæåíèå ìàòðèö

Ìàòðèöà C ðàçìåðà m × n íàçûâàåòñÿ ñóììîé ìàòðèö A è B (C =

A+B) ðàçìåðà m× n, åñëè äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû C âûïîëíåíû

ðàâåíñòâà cij = aij + bij, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n.

3. Óìíîæåíèå ìàòðèö
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Ìàòðèöà C ðàçìåðà m× n íàçûâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ìàòðèö A è B

(C = AB) ðàçìåðà m × k è k × n ñîîòâåñòâåííî, åñëè äëÿ âñåõ ýëåìåí-

òîâ ìàòðèöû C âûïîëíåíû ðàâåíñòâà cij =
k∑

s=1
aisbsj, i = 1, . . . ,m, j =

1, . . . , n.

Èç îïðåäåëåíèÿ óìíîæåíèÿ ìàòðèö ñëåäóåò, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ìàò-

ðèö A è B çàâèñèò îò ïîðÿäêà ñîìíîæèòåëåé, â îáùåì ñëó÷àå AB ̸= BA.

Áîëåå òîãî, åñëè ñóùåñòâóåò ïðîèçâåäåíèå AB, òî ïðîèçâåäåíèå BA ìî-

æåò íå ñóùåñòâîâàòü. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîèçâåäåíèå äâóõ ìàòðèö ñóùå-

ñòâîâàëî íåîáõîäèìî, ÷òîáû ÷èñëî ñòîëáöîâ ïåðâîé ìàòðèöû ðàâíÿëîñü

÷èñëó ñòðîê âòîðîé ìàòðèöû.

Ïðàâèëî óìîæåíèÿ ìàòðèö íàçûâàþò ïðàâèëîì óìíîæåíèÿ ñòðîêè

íà ñòîëáåö. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ìû ðàñïèøåì ôîðìóëó äëÿ êàæäîãî

ýëåìåíòà ìàòðèöû C = AB, òî óâèäèì, ÷òî äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü

ýëåìåíò cij íåîáõîäèìî âñå ýëåìåíòû i−é ñòðîêè ìàòðèöû A óìíîæèòü

íà ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòû j−ãî ñòîëáöà ìàòðèöû B (òî åñòü ïåð-

âûé ýëåìåíò i−é ñòðîêè ìàòðèöû A óìíîæèòü íà ïåðâûé ýëåìåíò j−ãî
ñòîëáöà ìàòðèöû B, âòîðîé ýëåìåíò i−é ñòðîêè ìàòðèöû A óìíîæèòü

íà âòîðîé ýëåìåíò j−ãî ñòîëáöà ìàòðèöû B è ò.ä.) è ñëîæèòü ýòè ïðî-

èçâåäåíèÿ.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð.

Ïðèìåð 1.1

Ïóñòü

A =

(
2 −1 3

−2 4 1

)
, B =

 4 2

−3 1

1 −1

 .

Ìàòðèöà A � ðàçìåðà 2 × 3, ìàòðèöà B � ðàçìåðà 3 × 2, ïîýòîìó èõ

ïðîèçâåäåíèå ñóùåñòâóåò è ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé ðàçìåðà 2×2. Îáîçíà÷èì

C = AB. Ïî îïðåäåëåíèþ

c11 = a11b11 + a12b21 + a13b31 = 2 · 4 + (−1) · (−3) + 3 · 1 = 14

c12 = a11b12 + a12b22 + a13b32 = 2 · 2 + (−1) · 1 + 3 · (−1) = 0

c21 = a21b11 + a22b21 + a23b31 = −2 · 4 + 4 · (−3) + 1 · 1 = −19

c22 = a21b12 + a22b22 + a23b32 = −2 · 2 + 4 · 1 + 1 · (−1) = −1.
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Ïîëó÷àåì

C = AB =

(
14 0

−19 −1

)
.

Îïðåäåëèòåëü.

Ïåðåñòàíîâêîé èç n ýëåìåíòîâ íàçûâàåòñÿ âçàèìíîîäíîçíà÷íîå îòîá-

ðàæåíèå σ : {1, 2, . . . , n} → {1, 2, . . . , n}, ãäå n � íàòóðàëüíîå ÷èñ-

ëî. Òàêæå ïåðåñòàíîâêó ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

(k1, k2, . . . , kn) ÷èñåë 1, 2, . . . , n, ðàñïîëîæåííûõ â êàêîì-ëèáî ïîðÿäêå.

Âñåãî ñóùåñòâóåò n! ïåðåñòàíîâîê èç n ýëåìåíòîâ. Ìíîæåñòâî âñåõ ïå-

ðåñòàíîâîê èç n ýëåìåíòîâ áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì Sn.

Ãîâîðÿò, ÷òî ïàðà ÷èñåë îáðàçóåò èíâåðñèþ â çàäàííîé ïåðåñòàíîâêå,

åñëè áîëüøåå èç íèõ ñòîèò ëåâåå ìåíüøåãî. Ïåðåñòàíîâêà íàçûâàåòñÿ

÷åòíîé (ñîîòâåòñòâåííî íå÷åòíîé), åñëè ÷èñëî èíâåðñèé â íåé ÷åòíî

(ñîîòâåòñòâåííî íå÷åòíî). Íàðÿäó ñ ýòèì îïðåäåëÿåòñÿ çíàê ïåðåñòàíîâ-

êè, ðàâíûé 1, åñëè ïåðåñòàíîâêà ÷åòíàÿ è −1, åñëè îíà íå÷åòíàÿ. Çíàê

ïåðåñòàíîâêè (k1, k2, . . . , kn) îáîçíà÷àåòñÿ sgn(k1, k2, . . . , kn).

Ïðèìåð 1.2

Ïðè n = 3 ÷åòíûå ïåðåñòàíîâêè � ýòî (1, 2, 3) (íåò èíâåðñèé), (2, 3, 1)

(äâå èíâåðñèè), (3, 1, 2) (äâå èíâåðñèè), íå÷åòíûå � (1, 3, 2) (îäíà èíâåð-

ñèÿ), (3, 2, 1) (òðè èíâåðñèè), (2, 1, 3) (îäíà èíâåðñèÿ).

Ïåðåìåíà ìåñòàìè äâóõ ýëåìåíòîâ â ïåðåñòàíîâêå íàçûâàåòñÿ òðàíñ-

ïîçèöèåé ýòèõ ýëåìåíòîâ. Ïðè ëþáîé òðàíñïîçèöèè ÷åòíîñòü ïåðåñòà-

íîâêè ìåíÿåòñÿ. ×åòíîñòü ïåðåñòàíîâêè ðàâíà êîëè÷åñòâó òðàíñïîçèöèé,

çà êîòîðîå îíà ïðèâîäèòñÿ ê òðèâèàëüíîé ïåðåñòàíîâêå (1, 2, . . . , n).

Ïðèìåð 1.3

Îïðåäåëèì ÷åòíîñòü ïåðåñòàíîâêè (2, 1, 5, 4, 3). Äàííóþ ïåðåñòàíîâ-

êó ìîæíî ïðèâåñòè ê òðèâèàëüíîé ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåé ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè èç äâóõ òðàíñïîçèöèé:

(2, 1, 5, 4, 3) → (1, 2, 5, 4, 3) → (1, 2, 3, 4, 5).
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Ïîëó÷àåì, ÷òî ïåðåñòàíîâêà (2, 1, 5, 4, 3) � ÷åòíàÿ.

Îïðåäåëèòåëåì êâàäðàòíîé ìàòðèöû A = (aij) ðàçìåðà n× n íàçû-

âàåòñÿ ÷èñëî, îáîçíà÷àåìîå detA èëè |A| è âû÷èñëÿåìîå ïî ôîðìóëå

|A| =
∑

(k1,...,kn)∈Sn

(−1)sgn(k1,...,kn)a1k1a2k2 . . . ankn. (1.1)

Â ôîðìóëå (1.1) ñóììèðîâàíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî âñåì âîçìîæíûì

ïåðåñòàíîâêàì íîìåðîâ ñòðîê. Èíûìè ñëîâàìè, îïðåäåëèòåëü êâàä-

ðàòíîé ìàòðèöû A ðàâåí ñóììå ïðîèçâåäåíèé ýëåìåíòîâ ýòîé

ìàòðèöû, âûáðàííûõ òî÷íî ïî îäíîìó èç êàæäîé ñòðîêè è

êàæäîãî ñòîëáöà, ïðè÷åì ïðîèçâåäåíèÿ áåðóòñÿ ñî çíàêîì ðàâ-

íûì çíàêó ïåðåñòàíîâêè íîìåðîâ ñòîëáöîâ, åñëè ýëåìåíòû â

ïðîèçâåäåíèè ðàñïîëîæèòü â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ íîìåðîâ

ñòðîê.

Âûïèøåì ÿâíûé âèä ôîðìóëû (1.1) äëÿ îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèö 2-ãî è

3-ãî ïîðÿäêîâ. ∣∣∣∣∣a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣ = a11a22 − a12a21.∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣ = a11a22a33+a13a21a32+a12a23a31−a13a22a31−a12a21a33−a11a23a32.

Ìèíîðîì ïîðÿäêà k äëÿ ìàòðèöû A ðàçìåðà m×n íàçûâàåòñÿ îïðå-

äåëèòåëü êâàäðàòíîé ìàòðèöû ïîðÿäêà k, ñîñòàâëåííîé èç ýëåìåíòîâ

ìàòðèöû A, ñòîÿùèõ íà ïåðåñå÷åíèè k ñòðîê è k ñòîëáöîâ. Ìèíîðàìè

ïåðâîãî ïîðÿäêà ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòû ìàòðèöû.

Ïóñòü A � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà n. Ìèíîðû ïîðÿäêà k êâàä-

ðàòíîé ìàòðèöû ìîæíî ïîëó÷èòü íå òîëüêî ïåðåñå÷åíèåì k ñòðîê è

ñòîëáöîâ, íî è âû÷åðêèâàíèåì n− k ñòðîê è ñòîëáöîâ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

Mij ìèíîð ïîðÿäêà n− 1 ïîëó÷àþùèéñÿ âû÷åðêèâàíèåì i−îé ñòðîêè è
j−ãî ñòîëáöà ìàòðèöû A.

Àëãåáðàè÷åñêèì äîïîëíåíèåì ýëåìåíòà aij êâàäðàòíîé ìàòðèöû A

íàçûâàåòñÿ ÷èñëî Aij = (−1)i+jMij. Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà

äëÿ âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ, íàçûâàåìàÿ ôîðìóëîé ðàçëîæåíèÿ ïî
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ñòðîêå,

|A| = ai1Ai1 + ai2Ai2 + . . .+ ainAin =
n∑

s=1

aisAis, (1.2)

ãäå i � ôèêñèðîâàííûé íîìåð ñòðîêè. Àíàëîãè÷íóþ ôîðìóëó ìîæíî

ïîëó÷èòü, åñëè âçÿòü âìåñòî ñòðîêè ñòîëáåö ìàòðèöû. Òàêèì îáðàçîì,

îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ðàâåí ñóììå ïðîèçâåäåíèé ýëåìåíòîâ íåêîòîðîé

ñòðîêè (ñòîëáöà) ìàòðèöû íà èõ àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ.

Ïðèìåð 1.4

Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû

A =

1 3 −1

2 1 −2

3 2 1

 .

Ïðèìåíèì ôîðìóëó ðàçëîæåíèÿ ïî ñòðîêå. Ïóñòü i = 1, òîãäà∣∣∣∣∣∣∣
1 3 −1

2 1 −2

3 2 1

∣∣∣∣∣∣∣ = 1 · (−1)1+1

∣∣∣∣∣1 −2

2 1

∣∣∣∣∣+ 3 · (−1)1+2

∣∣∣∣∣2 −2

3 1

∣∣∣∣∣+ (−1) · (−1)1+3

∣∣∣∣∣2 1

3 2

∣∣∣∣∣ =
= 1(1− (−4))− 3(2− (−6))− 1(4− 3) = 5− 24− 1 = −20.

Îïðåäåëèòåëü âåðõíåòðåóãîëüíîé ìàòðèöû ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ýëå-

ìåíòîâ íà ãëàâíîé äèàãîíàëè. Âû÷èñëåíèå îïðåäåëèòåëÿ ïðîèçâîëüíîé

êâàäðàòíîé ìàòðèöû ìîæíî ñâåñòè ê âû÷èñëåíèþ îïðåäåëèòåëÿ âåðõíå-

òðåóãîëüíîé ìàòðèöû. Âûäåëÿþò ñëåäóþùèå ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçî-

âàíèÿ ñòðîê (ñòîëáöîâ) ìàòðèöû:

1. Ïðèáàâëåíèå ê ýëåìåíòàì îäíîé ñòðîêè(ñòîëáöà) ýëåìåíòîâ äðóãîé

ñòðîêè(ñòîëáöà) óìíîæåííûõ íà îäíî è òî æå ÷èñëî.

2. Ïåðåìåíà ñòðîê (ñòîëáöîâ) ìåñòàìè.

3. Óìíîæåíèå ñòðîêè (ñòîëáöà) íà ÷èñëî.

Ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ ïåðâîãî òèïà îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû íå èçìå-

íÿåòñÿ, ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ âòîðîãî òèïà � ìåíÿåò çíàê, ïðè ïðåîáðà-

çîâàíèÿõ òðåòüåãî òèïà îïðåäåëèòåëü óìíîæàåòñÿ íà òî æå ñàìîå ÷èñëî.

Ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ëþáóþ ìàòðèöó ìîæíî ïðè-

âåñòè ê âåðõíåòðåóãîëüíîé ìàòðèöå.
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Ïðèìåð 1.5

Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü ∣∣∣∣∣∣∣
2 3 4

1 2 3

4 8 10

∣∣∣∣∣∣∣ .
Ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè äîáúåìñÿ òîãî, ÷òîáû íèæå ãëàâíîé

äèàãîíàëè ñòîÿëè íóëè. Ïðè ýòîì êàæäîå ýëåìåíòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå

áóäåì çàïèñûâàòü íàä çíàêîì ðàâåíñòâà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1. i◦+ λj◦ (i◦+ λj◦) îáîçíà÷àåò ïðèáàâëåíèå ê i−îé ñòðîêå (ñòîëáöó)
j−îé ñòðîêè (ñòîëáöà), óìíîæåííîé íà λ,

2. i◦ ↔ j◦ (i◦ ↔ j◦) îçíà÷àåò ïåðåìåíó i−îé è j−îé ñòðîê (ñòîëáöîâ).
3.

i◦

λ
(
i◦
λ
) îçíà÷àåò äåëåíèå êàæäîãî ýëåìåíòà i−îé ñòðîêè (ñòîëáöà)

íà ÷èñëî λ.∣∣∣∣∣∣∣
2 3 4

1 2 3

4 8 10

∣∣∣∣∣∣∣ 1
◦↔2◦
= −

∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3

2 3 4

4 8 10

∣∣∣∣∣∣∣ 3
◦−2·2◦
= −

∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3

2 3 4

0 2 2

∣∣∣∣∣∣∣ 2
◦−2·1◦
= −

∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3

0 −1 −2

0 2 2

∣∣∣∣∣∣∣ =
3◦+2·2◦
= −

∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3

0 −1 −2

0 0 −2

∣∣∣∣∣∣∣ = −1(−1)(−2) = −2.

Îáðàòíàÿ ìàòðèöà.

Îáðàòíîé ìàòðèöåé äëÿ êâàäðàòíîé ìàòðèöû A ïîðÿäêà n íàçû-

âàåòñÿ ìàòðèöà A−1 ïîðÿäêà n òàêàÿ, ÷òî AA−1 = A−1A = E. Ìîæíî

ïîêàçàòü, ÷òî óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ A−1 ýêâèâàëåòíî óñëîâèþ |A| ̸= 0.

Åñëè A−1 ñóùåñòâóåò, òî åå ìîæíî íàéòè ïî ôîðìóëå

A−1 =
1

|A|
(Apr)T , (1.3)

ãäå Apr � ìàòðèöà, ñîñòàâëåííàÿ èç àëãåáðàè÷åñêèõ äîïîëíåíèé ýëåìåí-

òîâ ìàòðèöû A.

Ïðèìåð 1.6
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Íàéòè îáðàòíóþ äëÿ ìàòðèöû

A =

 2 1 −2

1 0 1

−2 3 2

 .

Âû÷èñëÿÿ îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû A îäíèì èç ñïîñîáîâ, îïèñàííûõ âûøå

ïîëó÷èì |A| = −16. Çíà÷èò A−1 ñóùåñòâóåò. Ïîñ÷èòàåì àëãåáðàè÷åñêèå

äîïîëíåíèÿ êàæäîãî ýëåìåíòà ìàòðèöû A.

A11 =

∣∣∣∣∣0 1

3 2

∣∣∣∣∣ = −3, A12 = −

∣∣∣∣∣ 1 1

−2 2

∣∣∣∣∣ = −4, A13 =

∣∣∣∣∣ 1 0

−2 3

∣∣∣∣∣ = 3,

A21 = −

∣∣∣∣∣1 −2

3 2

∣∣∣∣∣ = −8, A22 =

∣∣∣∣∣ 2 −2

−2 2

∣∣∣∣∣ = 0, A23 = −

∣∣∣∣∣ 2 1

−2 3

∣∣∣∣∣ = −8,

A31 =

∣∣∣∣∣1 −2

0 1

∣∣∣∣∣ = 1, A32 = −

∣∣∣∣∣2 −2

1 1

∣∣∣∣∣ = −4, A33 =

∣∣∣∣∣2 1

1 0

∣∣∣∣∣ = −1.

Ïîëó÷àåì

Apr =

−3 −4 3

−8 0 −8

1 −4 −1

 , A−1 = − 1

16

−3 −8 1

−4 0 −4

3 −8 −1

 .

Ìîæíî íàéòè îáðàòíóþ ìàòðèöó, íå èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (1.3). Äëÿ

ýòîãî íåîáõîäèìî ñïðàâà îò ìàòðèöû A ïðèïèñàòü åäèíè÷íóþ ìàòðè-

öó òîãî æå ïîðÿäêà è ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé íàä

ñòðî÷êàìè ýòîé ðàñøèðåííîé ìàòðèöû äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû åäèíè÷íàÿ

ìàòðèöà ñòîÿëà ñëåâà. Òîãäà ìàòðèöà, ñòîÿùàÿ ñïðàâà, áóäåò îáðàòíîé

äëÿ A.

Ïðèìåð 1.7

Íàéäåì îáðàòíóþ äëÿ ìàòðèöû A èç ïðèìåðà 6 ñ ïîìîùüþ ýëåìåí-
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òàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. 2 1 −2 1 0 0

1 0 1 0 1 0

−2 3 2 0 0 1

 1◦↔2◦∼

 1 0 1 0 1 0

2 1 −2 1 0 0

−2 3 2 0 0 1

 3◦+2◦∼
2◦−2·1◦

∼

1 0 1 0 1 0

0 1 −4 1 −2 0

0 4 0 1 0 1

 3◦−4·2◦∼

1 0 1 0 1 0

0 1 −4 1 −2 0

0 0 16 −3 8 1

 3◦
16∼

∼

1 0 1 0 1 0

0 1 −4 1 −2 0

0 0 1 −3
16

1
2

1
16

 2◦+4·3◦∼
1◦−3◦

1 0 0 3
16 −1

2 − 1
16

0 1 0 1
4 0 1

4

0 0 1 −3
16

1
2

1
16

 .

Ïîëó÷àåì

A−1 =


3
16 −1

2 − 1
16

1
4 0 1

4
−3
16

1
2

1
16

 .

Çàäà÷è

1.1.1. Ïåðåìíîæèòü ìàòðèöû:

1)

(
5 −3

4 2

)(
1 −1

2 3

)
; 2)

 4 2

−1 0

3 −3

(1 −1

3 2

)
;

3)

(
3 5

−4 1

)(
2 −1 2

3 2 0

)
; 4)

(
1 2 1 3

0 1 0 −4

)
3 3

0 5

2 −1

0 −3

 ;

5)

(
−3 2 0

4 5 1

)2 1 3

3 1 2

3 2 1

 ; 6)

1 2 1

3 1 3

1 2 1


1 3 1

2 1 2

1 3 1

 ;
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7)

 1 −1 3

−1 1 −3

2 −2 6


1 5 2

0 3 −1

2 1 −1


T

; 8)


1 2

0 1

−1 3

2 −1


(
2 0 −1 1

1 −2 1 0

)
.

1.1.2 Âû÷èñëèòü:

1)

1 2 2

2 1 −2

2 −2 1


2

; 2)

 1 0 −1

−2 1 2

3 2 −3


3

;

3)

(
− cosα sinα

− sinα cosα

)n

; 4)

(
λ 1

0 λ

)n

.

1.1.3 Íàéòè çíà÷åíèå ìíîãî÷ëåíà f(x) îò ìàòðèöû A.

1)f(x) = x3 − 2x2 + 1, A =

2 1 0

0 2 0

1 1 1

 ;

2)f(x) = x3 − 3x+ 2, A =

2 1 1

1 2 1

1 1 2

 .

1.1.4 Âû÷èñëèòü eA.

1)

(
2 1

−4 −2

)
; 2)

0 1 2

0 0 6

0 0 0

 .

1.1.5 Äîêàçàòü, ÷òî ñëåä ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ìàòðèö íå çàâèñèò îò ïî-

ðÿäêà ñîìíîæèòåëåé. (Ñëåä êâàäðàòíîé ìàòðèöû � ñóììà åå åëåìåíòîâ,

ñòîÿùèõ íà ãëàâíîé äèàãîíàëè.)

1.1.6 Îïðåäåëèòü ÷åòíîñòü ïåðåñòàíîâêè.

1)(5 4 3 2 1); 2)(6 4 5 2 3 1); 3)(2 1 4 6 5 3);

4)(2 3 1 4 6 7 5 8); 5)(7 5 8 1 3 6 4 2).
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1.1.7 Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü.

1)

∣∣∣∣∣ 2 1

−1 5

∣∣∣∣∣ ; 2)

∣∣∣∣∣3 4

5 −2

∣∣∣∣∣ ; 3)

∣∣∣∣∣∣∣
4 −1 3

2 0 −2

3 −4 2

∣∣∣∣∣∣∣ ; 4)

∣∣∣∣∣∣∣
1 −3 4

0 2 3

5 −1 2

∣∣∣∣∣∣∣ ; 5)

∣∣∣∣∣∣∣
2 −1 0

3 2 −1

1 −4 3

∣∣∣∣∣∣∣ .
1.1.8 Ñêîëüêî ñëàãàåìûõ âõîäèò:

1) â ôîðìóëó ïîëíîãî ðàçëîæåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà?

2) â ôîðìóëó ïîëíîãî ðàçëîæåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ ïÿòîãî ïîðÿäêà?

1.1.9 1) Èìåþòñÿ ëè â ôîðìóëå äëÿ âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ ìàò-

ðèöû (aij) ïÿòîãî ïîðÿäêà ñëàãàåìûå a15a12a34a21a43, a55a12a34a21a43.

2) Ñ êàêèìè çíàêàìè âõîäÿò â ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëè-

òåëÿ ìàòðèöû ïÿòîãî ïîðÿäêà ñëàãàåìûå a12a21a34a45a53, a15a23a34a41a52.

1.1.10 Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü ðàçëîæåíèåì ïî ñòðîêå.

1)

∣∣∣∣∣∣∣
2 0 −1

3 5 −2

−3 4 1

∣∣∣∣∣∣∣ ; 2)

∣∣∣∣∣∣∣
1 4 −3

−1 0 2

4 3 2

∣∣∣∣∣∣∣ ; 3)

∣∣∣∣∣∣∣
3 2 4

1 −3 5

−2 3 0

∣∣∣∣∣∣∣ ;

4)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 1 3 4

0 1 −1 3

−1 0 −5 4

5 3 −2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ; 5)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3 0 −1 0

2 −1 1 3

1 −3 4 5

2 4 6 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
1.1.11 Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðà-

çîâàíèé.

1)

∣∣∣∣∣∣∣
1 3 −3

1 2 1

0 1 1

∣∣∣∣∣∣∣ ; 2)

∣∣∣∣∣∣∣
4 1 −1

2 5 −2

4 4 −1

∣∣∣∣∣∣∣ ; 3)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 2 2

2 1 2 2

2 2 1 2

2 2 2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ; 4)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3 4

2 3 4 5

3 4 5 6

4 5 6 7

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ;

5)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 3 −1 2

3 4 5 1

1 −1 2 3

0 4 2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ; 6)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 3 0 2

3 3 −1 4

3 0 2 −1

2 4 0 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ; 7)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

4 3 −4 2 2

2 −1 −3 −4 2

3 1 1 2 −1

1 2 3 4 −1

−1 1 −1 −2 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

1.1.12 Ñ ïîìîùüþ ïðèñîåäèíåííîé ìàòðèöû íàéòè îáðàòíóþ ê ìàò-
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ðèöå:

1)

(
2 −4

3 1

)
; 2)

(
−5 6

3 −4

)
; 3)

 5 3 1

1 −3 −2

−5 2 1

 ;

4)

2 −1 3

4 2 −1

1 2 5

 ; 5)

1 −1 3

4 3 2

1 −2 5

 ; 6)


2 3 1 2

1 1 2 0

0 0 1 −1

0 0 1 −2

 .

1.1.13 Ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé íàéòè îáðàòíóþ ê

ìàòðèöå:

1)

 2 −1 0

0 2 −1

−1 −1 1

 ; 2)

1 1 0

0 1 0

0 3 3

 ; 3)

2 0 0

3 1 1

0 0 2

 ;

4)


1 1 1 0

−1 2 1 0

1 4 1 0

0 0 0 3

 ; 5)


1 2 0 0

2 3 0 0

1 −1 1 3

0 1 0 2

 .
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1.2 Ðàíã ìàòðèöû. Ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâ-

íåíèé.

Ðàíã ìàòðèöû.

Ðàíã ìàòðèöû A � ýòî íàèáîëüøèé ïîðÿäîê îòëè÷íîãî îò íóëÿ ìè-

íîðà ýòîé ìàòðèöû. Îáîçíà÷àåòñÿ ðàíã ìàòðèöû ñèìâîëîì rankA. Íåïî-

ñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ ðàíã ìàòðèöû ìîæíî íàéòè ñëåäóþùèì ñïî-

ñîáîì:

1. Èùåì íåíóëåâîé ìèíîð ïåðâîãî ïîðÿäêà.

2. Åñëè ñðåäè ìèíîðîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà åñòü õîòÿ áû îäèí íåíóëåâîé,

èùåì íåíóëåâîé ìèíîð âòîðîãî ïîðÿäêà.

3. Åñëè ñðåäè ìèíîðîâ âòîðîãî ïîðÿäêà åñòü õîòÿ áû îäèí íåíóëåâîé,

èùåì íåíóëåâîé ìèíîð òðåòüåãî ïîðÿäêà è ò.ä.

4. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå ìèíîðû ïîðÿäêà k ðàâíû íóëþ, òîãäà ðàíã

ìàòðèöû ðàâåí k − 1.

5. Èñõîäíàÿ ìàòðèöà êâàäðàòíàÿ è åå ñòàðøèé ìèíîð � îïðåäåëèòåëü

íå ðàâåí íóëþ, òîãäà ðàíã ìàòðèöû ðàâåí åå ïîðÿäêó.

Ìîæíî íàéòè ðàíã ìàòðèöû è áåç ïåðåáîðà åå ìèíîðîâ. Äëÿ ýòî-

ãî ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè íàä ñòðîêàìè ìàòðèöó íåîáõîäè-

ìî ïðèâåñòè ê òàê íàçûâàåìîìó ñòóïåí÷àòîìó âèäó. Ðàíã ïîëó÷åííîé

ìàòðèöû ðàâåí íîìåðó ïîñëåäíåé íåíóëåâîé ñòðîêè è, òàê êàê ïðè ýëå-

ìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ ðàíã ìàòðèöû íå ìåíÿåòñÿ, ðàâåí ðàíãó èñ-

õîäíîé ìàòðèöû. Ñòóïåí÷àòîé íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà ñëåäóþùåãî âèäà

a11 . . . a1i2−1 a1i2 a1i2+1 . . . a1ik−1 a1ik a1ik+1 . . . a1n

0 . . . 0 a2i2 a2i2+1 . . . a2ik−1 a2ik a2ik+1 . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 . . . 0 0 0 . . . 0 akik akik+1 . . . akn

0 . . . 0 0 0 . . . 0 0 0 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 . . . 0 0 0 . . . 0 0 0 . . . 0


(1.4)

Ðàíã òàêîé ìàòðèöû, êàê óæå óêàçûâàëîñü âûøå, ðàâåí íîìåðó ïî-

ñëåäíåé íåíóëåâîé ñòðîêè, â äàííîì ñëó÷àå � k. Äåéñòâèòåëüíî ëåãêî
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óêàçàòü íàéáîëüøèé îòëè÷íûé îò íóëÿ ìèíîð òàêîé ìàòðèöû. Îí ñîñòî-

èò èç ýëåìåíòîâ, ëåæàùèõ íà ïåðåñå÷åíèè ïåðâûõ k ñòðîê è ñòîëáöîâ ñ

íîìåðàìè 1, i2, . . . , ik.

Ïðèìåð 1.8

Íàéòè ðàíã ìàòðèöû

A =


1 1 3 −2 3

2 2 4 −1 3

3 3 5 0 3

2 2 8 −3 9

 .

Ïðèâåäåì ìàòðèöó A ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó. Äëÿ ýòîãî âû÷òåì èç ÷åòâåð-

òîé ñòðîêè òðåòüþ, çàòåì âû÷òåì èç âòîðîé ñòðîêè ïåðâóþ, óìíîæåííóþ

íà 2, è âû÷òåì èç òðåòüåé ñòðîêè ïåðâóþ, óìíîæåííóþ íà òðè. Ïîëó÷èì

ìàòðèöó 
1 1 3 −2 3

0 0 −2 3 −3

0 0 −4 6 −6

0 0 4 −2 6

 .

Òåïåðü ïðèáàâèì ê ÷åòâåðòîé ñòðîêå òðåòüþ, âû÷òåì èç òðåòüåé âòîðóþ

óìíîæåííóþ íà äâà, ïîëó÷èì
1 1 3 −2 3

0 0 −2 3 −3

0 0 0 0 0

0 0 0 4 0

 .

Ìåíÿÿ ìåñòàìè òðåòüþ è ÷åòâåðòóþ ñòðîêè, ïîëó÷èì èñêîìûé ñòóïåíü-

÷àòûé âèä 
1 1 3 −2 3

0 0 −2 3 −3

0 0 0 4 0

0 0 0 0 0

 .

Ïîñëåäíåé íåíóëåâîé ÿâëÿåòñÿ òðåòüÿ ñòðîêà, ïîýòîìó rankA = 3.
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Ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Ôîðìóëû Êðàìåðà.

Ñèñòåìîé èç m ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñòíûìè x1, . . . , xn

íàçûâàåòñÿ ñëåäóþùèé íàáîð óðàâíåíèé
a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = b1,

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = b2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn = bm.

(1.5)

×èñëà aij íàçûâàþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè ïðè íåèçâåñòíûõ, à ÷èñëà

bj � ñâîáîäíûìè ÷ëåíàìè. Êîýôôèöèåíòû ïðè íåèçâåñòíûõ ñîñòàâëÿþò

ìàòðèöó A = (aij), íàçûâàåìóþ ìàòðèöåé ñèñòåìû. Åñëè ê ìàòðèöå

ñèñòåìû A äîïèñàòü ñïðàâà ñòîëáåö ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ, òî ïîëó÷èì, òàê

íàçûâàåìóþ, ðàñøèðåííóþ ìàòðèöó ñèñòåìû Ã. Ðåøåíèåì ñèñòåìû

íàçûâàåòñÿ òàêîé íàáîð çíà÷åíèé íåèçâåñòíûõ x1 = c1, . . . , xn = cn, êî-

òîðûé îáðàùàåò êàæäîå óðàâíåíèå â âåðíîå ðàâåíñòâî.

Ñèñòåìû, ãäå ÷èñëî óðàâíåíèé n ðàâíî ÷èñëó íåèçâåñòíûõ m, íà-

çûâàþòñÿ êâàäðàòíûìè. Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû A êâàäðàòíîé ñèñòåìû

ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îáîçíà÷àþò ñïåöèàëüíûì ñèìâîëîì ∆, ∆ = |A|.
Ñèñòåìû, ãäå âñå ñâîáîäíûå ÷ëåíû ðàâíû íóëþ íàçûâàþòñÿ îäíîðîä-

íûìè. Ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íàçûâàåòñÿ ñîâìåñòíîé, åñëè îíà

èìååò õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ

íåñîâìåñòíîé.

Êâàäðàòíûå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, äëÿ êîòîðûõ ∆ ̸= 0 âñå-

ãäà ñîâìåñòíû è èìåþò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, çàäàâàåìîå ÿâíûìè ôîð-

ìóëàìè

x1 =
∆1

∆
, . . . , xn =

∆n

∆
, (1.6)

ãäå ∆i îïðåäåëèòåëü ïîëó÷àåìûé èç ∆ çàìåíîé i−ãî ñòîëáöà íà ñòîëáåö
ñâîáîäíû ÷ëåíîâ. Ôîðìóëû (1.6) íàçûâàþò ôîðìóëàìè Êðàìåðà.

Ïðèìåð 1.9.
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Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé
x+ 2y + 3z = 1

−x+ y − 2z = 1

y + z = 0

.

Íàéäåì îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ñèñòåìû

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3

−1 1 −2

0 1 1

∣∣∣∣∣∣∣ = 2.

Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ñèñòåìû îòëè÷åí îò íóëÿ, çíà÷èò ðåøåíèå ñóùå-

ñòâóåò. Íàéäåì ∆1,∆2,∆3.

∆1 =

∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3

1 1 −2

0 1 1

∣∣∣∣∣∣∣ = 4, ∆2 =

∣∣∣∣∣∣∣
1 1 3

−1 1 −2

0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣ = 2, ∆3 =

∣∣∣∣∣∣∣
1 2 1

−1 1 1

0 1 0

∣∣∣∣∣∣∣ = −2.

Ïîëó÷àåì x =
4

2
= 2, y =

2

2
= 1, z =

−2

2
= −1. Ïîäñòàâèâ â ñèñòåìó

íàéäåííûå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ x, y, z, ëåãêî óáåäèòñÿ, ÷òî ìû ïîëó÷è-

ëè ðåøåíèå ñèñòåìû.

Ìåòîä Ãàóññà ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Ìåòîä Ãàóññà ïîçâîëÿåò íàéòè ðåøåíèå ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû ëè-

íåéíûõ óðàâíåíèé, åñëè ñèñòåìà ñîâìåñòíà, èëè âûÿñíèòü, ÷òî ñèñòåìà

íåñîâìåñòíà. Êðàòêî, ñóòü ìåòîäà ñîñòîèò â ïðèâåäåíèè ñèñòåìû ëè-

íåéíûõ óðàâíåíèé ê ñèñòåìå ñïåöèàëüíîãî âèäà, äëÿ êîòîðîé ðåøåíèå

íàõîäèòñÿ î÷åíü ïðîñòî.

Äâå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñ-

ëè ìíîæåñòâà èõ ðåøåíèé ñîâïàäàþò. Åñëè â ñèñòåìå ëèíåéíûõ óðàâ-

íåíèé, ìû óíîæèì íåêîòîðîå óðàâíåíèå íà íåíóëåâîå ÷èñëî, ïðèáàâèì

ê îäíîìó óðàâíåíèþ äðóãîå, óìíîæåííîå íà ÷èñëî, ïîìåíÿåì ìåñòàìè

äâà óðàâíåíèÿ, òî ïîëó÷èì ñèñòåìó, ýêâèâàëåíòíóþ èñõîäíîé. Íàçîâåì

äàííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ íàä óðàíåíèÿìè â ñèñòåìå ýëåìåíòàðíûìè ïî

àíàëîãèè ñ ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñòðîê ìàòðèöû. Âìåñòî
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òîãî, ÷òîáû ïðîèçâîäèòü ïåðå÷èñëåííûå äåéñòâèÿ íàä óðàâíåíèÿìè â

ñèñòåìå, ìû ìîæåì ïðîèçâîäèòü äåéñòâèÿ íàä ñòðîêàìè åå ðàñøèðåí-

íîé ìàòðèöû.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ðåøèòü ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (1.5), íåîáõî-

äèìî åå ðàñøèðåííóþ ìàòðèöó Ã ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçî-

âàíèé íàä ñòðîêàìè ïðèâåñòè ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó

c11 . . . c1i2−1 c1i2 c1i2+1 . . . c1ik−1 c1ik c1ik+1 . . . c1n d1

0 . . . 0 c2i2 c2i2+1 . . . c2ik−1 c2ik c2ik+1 . . . c2n d2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 . . . 0 0 0 . . . 0 ckik ckik+1 . . . ckn dk

0 . . . 0 0 0 . . . 0 0 0 . . . 0 dk+1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 . . . 0 0 0 . . . 0 0 0 . . . 0 dm


.

Â çàâèñèìîñòè îò òî÷íîãî âèäà ïîëó÷èâøåéñÿ ìàòðèöû âîçìîæíû

íåñêîëüêî ñëó÷àåâ:

1)Ñðåäè ÷èñåë dk+1, . . . , dm íå âñå ðàâíû íóëþ. Ýòî óñëîâèå ýêâè-

âàëåíòíî òîìó, ÷òî rankA ̸= rankÃ. Â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà íå èìååò

ðåøåíèé.

2)dk+1 = . . . = dm = 0, k = n. Ýòî óñëîâèå ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî

rankA = rankÃ = n. Òîãäà ó ñèñòåìû ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøå-

íèå, êîòîðîå íàõîäèòñÿ ìåòîäîì îáðàòíîãî õîäà Ãàóññà. Â ýòîì ñëó÷àå

ïîëó÷èâøàÿñÿ ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ñòóïåí÷àòàÿ ìàòðèöà èìååò âèä

c11 c12 c13 . . . c1n−1 c1n d1

0 c22 c23 . . . c2n−1 c2n d2

0 0 c33 . . . c3n−1 c3n d3

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . cn−1n−1 cn−1n dn−1

0 0 0 . . . 0 cnn dn

0 0 0 . . . 0 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . 0 0 0


. (1.7)

Çàïèøåì ñèñòåìó óðàâíåíèé, ñîîòâåòñòâóþùóþ ìàòðèöå (1.7), îïóñòèâ
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ïðè ýòîì íóëåâûå óðàâíåíèÿ.

c11x1 + c12x2 + . . .+ c1n−1xn−1 + c1nxn = d1,

c22x2 + . . .+ c2n−1xn−1 + c2nxn = d2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

cn−1n−1xn−1 + cn−1nxn = dn−1,

cnnxn = dn.

(1.8)

Äàííàÿ ñèñòåìà (1.8) ïîëó÷åíà èç èñõîäíîé ñèñòåìû (1.5) ýëåìåí-

òàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè íàä óðàâíåíèÿìè è, ñëåäîâàòåëüíî, ýêâèàâ-

ëåíòíà åé. Èç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (1.8) íàéäåì xn =
dn
cnn

è

ïîäñòàâèâ åãî â ïðåäûäóùåå óðàâíåíèå, íàéäåì

xn−1 =
dn−1 − cn−1n

dn
cnn

cn−1n−1
.

Ïîäñòàâèâ íàéäåííîå xn−1 â òðåòüå ñ êîíöà óðàâíåíèå ñèñòåìû (1.8) íàé-

äåì xn−2 è ò.ä. Ïðîäâèãàÿñü ââåðõ îò óðàâíåíèÿ ê óðàâíåíèþ, òàêèì

îáðàçîì, íàéäåì ðåøåíèå ñèñòåìû (1.8), à ñëåäîâàòåëüíî, è ðåøåíèå ñè-

ñòåìû (1.5).

3)dk+1 = . . . = dm = 0, k < n. Ýòî óñëîâèå ýêâèâàëåíòíî òîìó,

÷òî rankA = rankÃ < n. Òîãäà ñèñòåìà èìååò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî

ðåøåíèé, êîòîðîå ìîæíî îïèñàòü ïàðàìåòðè÷åñêè, âûðàçèâ îäíè ïåðå-

ìåííûå, êîòîðûå íàçîâåì áàçèñíûìè èëè çàâèñèìûìè, ÷åðåç äðóãèå ïå-

ðåìåííûå, êîòîðûå íàçîâåì ñâîáîäíûìè èëè íåçàâèñèìûìè. Íåçàâèñèûå

ïåðåìåííûå âûñòóïàþò â êà÷åñòâå ïàðàìåòðîâ. Ïðèäàâàÿ èì ïðîèçâîëü-

íûå çíà÷åíèÿ è ïîäñòàâëÿÿ èõ â âûðàæåíèÿ çàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ, ìû

íàéäåì âñå ðåøåíèÿ ñèñòåìû. Îáû÷íî çàâèñèìûìè îáúÿâëÿþò ïåðåìåí-

íûå x1, xi2, . . . , xik , êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò íà÷àëó êàæäîé "ñòóïåíüêè"â

ïîëó÷åííîé ñòóïåí÷àòîé ìàòðèöå, îñòàëüíûå ïåðåìåííûå áóäåì ñ÷èòàòü

íåçàâèñèìûìè. Çàâèñèìûìè, îäíàêî, ìîæíî îáúÿâèòü ëþáûå ïåðåìåí-

íûå ñ íîìåðàìè ðàâíûìè íîìåðàì ñòîëáöîâ, âõîäÿùèõ â íåíóëåâîé ìè-

íîð ñòàðøåé ðàçìåðíîñòè, îñòàëüíûå ïåðåìåííûå â ýòîìì ñëó÷àå ÿâëÿ-

þòñÿ íåçàâèñèìûìè � ïàðàìåòðàìè.

Ïðîèëþñòðèðóåì òðåòèé ñëó÷àé íà ïðèìåðå.
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Ïðèìåð 1.10. Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé
2x1 + 2x2 + 6x3 − 4x4 + 6x5 = 1

2x1 + 2x2 + 4x3 − x4 + 3x5 = 2

6x1 + 6x2 + 10x3 + 6x5 = 7

2x1 + 2x2 + 8x3 − 3x4 + 9x5 = 4

.

Çàïèøåì ðàñøèðåííóþ ìàòðèöó ñèñòåìû

Ã =


2 2 6 −4 6 1

2 2 4 −1 3 2

6 6 10 0 6 7

2 2 8 −3 9 4

 .

Ïðè ïîìîùè ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé íàä ñòðîêàìè äàííàÿ

ìàòðèöà ïðèâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåìó ñòóïåí÷àòîìó âèäó:
2 2 6 −4 6 1

0 0 −2 3 −3 1

0 0 0 1 0 1

0 0 0 0 0 0

 .

Â ýòîì ïðèìåðå ÷èñëî íåèçâåñòíûõ n = 5. Èç ïîëó÷åííîãî âèäà ðàñ-

øèðåííîé ìàòðèöû ñèñòåìû ñëåäóåò, ÷òî k = 3 < n, dk+1 = d4 = 0, ïî-

ýòîìó èìååò ìåñòî ñëó÷àé 3). Çàâèñèìûìè îáúÿâèì ïåðåìåííûå x1, x3, x4

(êàê óæå áûëî óêàçàíî âûøå íîìåðà çàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ ñîîòâåò-

ñâóþò íîìåðàì ñòîëáöîâ, â êîòîðûõ íà÷èíàåòñÿ êàæäàÿ èç ñòóïåíåê ïî-

ëó÷åííîé ìàòðèöû), òîãäà íåçàâèñèìûìè áóäóò ïåðåìåííûå x2, x5. Òå-

ïåðü âûðàçèì çàâèñèìûå ïåðåìåííûå ÷åðåç íåçàâèñèìûå, ïðåäâàðèòåëü-

íî, âûïèñàâ ñèñòåìó óðàâíåíèé, ñîîòâåòñòâóþùóþ äàííîé ñòóïåí÷àòîé

ìàòðèöå. 
2x1 + 2x2 + 6x3 − 4x4 + 6x5 = 1

−2x3 + 3x4 − 3x5 = 2

x4 = 1

.

Èç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷àåì x4 = 1. Ïîäñòàâèâ ýòî çíà÷åíèå âî

âòîðîå óðàâíåíèå è âûðàçèâ îòòóäà x3, ïîëó÷èì x3 = 1− 3

2
x5. Ïîäñòàâèì
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íàéäåííûå çíà÷åíèÿ x4 è x3 â ïåðâîå óðàâíåíèå è âûðàçèì îòòóäà x1.

Ïîëó÷èì x1 =
3

2
x5 − x2 −

1

2
. Òàêèì îáðàçîì ðåøåíèå èñõîäíîé ñèñòåìû

óðàâíåíèé ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
x1 =

3

2
x5 − x2 −

1

2

x3 = 1− 3

2
x5

x4 = 1

èëè 

x1 =
3

2
t2 − t1 −

1

2

x2 = t1

x3 = 1− 3

2
t2

x4 = 1

x5 = t2

.

Ïðèñâàèâàÿ ïðîèçâîëüíûå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûì x2, x5 èëè ïàðàìåò-

ðàì t1, t2 ïîëó÷àåì âñåâîçìîæíûå ðåøåíèÿ èñõîäíîé ñèñòåìû.

Çàäà÷è

1.2.1 Íàéòè ðàíã ìàòðèöû ñ ïîìîùüþ åå ìèíîðîâ:

1)

 8 −12 6

10 −20 10

12 −24 14

 ; 2)

2 1 −1

5 2 1

4 3 1

 ; 3)


1 1 3

2 2 6

0 3 0

0 4 0

 ;

4)

2 3 4 0

1 2 2 −1

3 4 6 2

 ; 5)

 8 2 2 −1 1

1 7 4 −2 5

−2 4 2 −1 3

 ; 6)


1 7 7 9

7 5 1 −1

4 2 −1 −3

−1 1 3 5

 .

1.2.2 Íàéòè ðàíã ìàòðèöû ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâà-
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íèé:

1)

1 3 −1 2

2 −1 3 5

1 10 −6 1

 ; 2)


3 4 2 2

3 17 7 1

1 10 4 1

4 1 1 3

 ;

3)


1 1 2 3

1 −2 2 3

2 3 1 5

2 3 1 5

 ; 4)


−3 1 2 3 1

1 −3 3 2 1

2 3 −3 1 1

3 2 1 −3 1

 .

1.2.3 Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé ñ ïîìîùüþ ôîðìóë Êðàìåðà:

1)

{
3x+ 5y = 2

5x+ 9y = 4
; 2)

{
−x+ 3y = 5

3x− 2y = −1
;

3)


2x+ y − z = 2

3x+ y − 2z = 3

x+ z = 3

; 4)


y + 3z = −1

2x+ 3y + 5z = 3

3x+ 5y + 7z = 6

;

5)


x+ y + z = 6

2x+ y − 3z = 5

3x− 4y + 2z = 3

; 6)


3x1 + 4x2 + 2x3 + x4 = 16

x1 + 7x2 + x3 + x4 = 23

2x1 + x2 + 3x3 + 5x4 = 10

4x1 − 3x2 + 4x3 + 6x4 = 1

.

1.2.4 Ðåøèòü ñèñòåìó îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé:

1)

{
x+ 3y + 2z = 0

2x+ 4y + 4z = 0
; 2)

{
5x− 8y + 3z = 0

2x− 3y + z = 0
;

3)


x+ 2y + 3z = 0

2x+ 3y + 4z = 0

x+ y + z = 0

; 4)

{
5x1 − 8x2 + 3x3 + 3x4 = 0

4x1 − 6x2 + 2x3 + x4 = 0
;

5)


x1 + 3x2 + 4x3 + x4 = 0

2x1 + 2x2 + 3x3 + x4 = 0

3x1 + 3x2 + 4x3 + x4 = 0

; 6)


2x1 + 4x2 + 6x3 + x4 = 0

x1 + 2x2 + 3x3 + x4 = 0

3x1 + 6x2 + 9x3 − x4 = 0

x1 + 2x2 + 3x3 + 5x4 = 0

.
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1.2.5 Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé ìåòîäîì Ãàóññà:

1)

{
x1 + 2x2 + x3 = 2

2x1 + 3x2 + x4 = 1
; 2)


5x1 + 3x2 + 5x3 + 12x4 = 10

2x1 + 2x2 + 3x3 + 5x4 = 4

x1 + 7x2 + 9x3 + x4 = 2

;

3)


−9x1 + 6x2 + 7x3 + 10x4 = 3

−6x1 + 4x2 + 2x3 + 3x4 = 2

−3x1 + 2x2 − 11x3 − 15x4 = 1

; 4)


−9x1 + 10x2 + 3x3 + 7x4 = 7

−4x1 + 7x2 + x3 + 3x4 = 5

7x1 + 5x2 − 4x3 − 6x4 = 3

;

5)


5x1 + 4x2 + x3 + 3x4 = −5

2x1 + x2 + x3 + 4x4 = 2

3x1 + 2x2 + x3 + x4 = −3

x1 + 3x2 − 2x3 + 2x4 = −4

; 6)


3x1 + x2 + x3 + 2x4 = −2

5x1 + 2x3 + 5x4 = −2

6x1 + x2 + 5x3 + 7x4 = −4

2x1 + x2 + 2x3 + 2x4 = −2

;

7)


2x1 + 5x2 − 8x3 = 8

4x1 + 3x2 − 9x3 = 9

2x1 + 3x2 − 5x3 = 7

x1 + 8x2 − 7x3 = 12

; 8)


6x1 + 4x2 + 5x3 + 2x4 + 3x5 = 1

3x1 + 2x2 − 2x3 + x4 = −7

9x1 + 6x2 + x3 + 3x4 + 2x5 = 2

3x1 + 2x2 + 4x3 + x4 + 2x5 = 3

.
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Ãëàâà 2

Âåêòîðíàÿ àëãåáðà

2.1 Áàçèñ è êîîðäèíàòû.

Ñâÿçàííûì âåêòîðîì íà ïëîñêîñòè èëè â ïðîñòðàíñòâå íàçûâàåòñÿ óïî-

ðÿäî÷åííàÿ ïàðà òî÷åê, ïåðâàÿ èç êîòîðûõ íàçûâàåòñÿ íà÷àëîì âåêòîðà,

à âòîðàÿ � êîíöîì âåêòîðà. Ñâÿçàííûé âåêòîð ñ íà÷àëîì â òî÷êå A è

êîíöîì â òî÷êå B ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü
−→
AB èëè AB è èçîáðàæàòü ñòðåë-

êîé, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå (Ðèñóíîê).

Ðèñ. 2.1: Ñâÿçàííûé âåêòîð.

Äëèíîé ñâÿçàííîãî âåêòîðà AB íàçûâàåòñÿ äëèíà îòðåçêà AB. Îáî-

çíà÷àåòñÿ äëèíà âåêòîðà AB êàê
∣∣AB∣∣. Äâà âåêòîðà AB è CD íàçûâà-

þòñÿ êîëëèíåàðíûìè, åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå îòðåçêè AB è CD íàõîäÿò-

ñÿ íà ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ, ïðè ýòîì, åñëè êîíöû îòðåçêîâ ñìîòðÿò â

îäíó ñòîðîíó, òî âåêòîðà íàçâààþòñÿ ñîíàïðàâëåííûìè, à åñëè � â ðàç-

íûå ñòîðîíû, òî � ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåííûìè. Íóëåâûì ñâÿçàí-

íûì âåêòîðîì, íàçûâàåòñÿ ñâÿçàííûé âåêòîð, ó êîòîðîãî íà÷àëî è êîíåö

ñîâïàäàþò. Íóëåâîé ñâÿçàííûé âåêòîð èìååò íóëåâóþ äëèíó è íå èìååò

íàïðàâëåíèÿ. Óãëîì ìåæäó ñâÿçàííûìè âåêòîðàìè AB è AC íàçûâà-

åòñÿ óãîë ∠BAC. Âåêòîðû AB è CD íàçûâàþòñÿ ïåðïåíäèêóëÿðíûìè,
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åñëè îòðåçêè AB è CD ïåðïåíäèêóëÿðíû. Îáîçíà÷åíèå: AB⊥CD.

Äâà ñâÿçàííûõ âåêòîðà íàçîâåì ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè îíè ñîíà-

ïðàâëåíû è èìåþò îäèíàêîâóþ äëèíó. Êàæäûé íóëåâîé ñâÿçàííûé âåê-

òîð áóäåì ñ÷èòàòü ýêâèâàëåíòíûì ñàìîìó ñåáå.

Ðèñ. 2.2: Ýêâèâàëåíòíûå ñâÿçàííûå âåêòîðû.

Î÷åâèäíî, ÷òî

1)êàæäûé ñâÿçàííûé âåêòîð ýêâèâàëåíòåí ñàì ñåáå,

2)åñëè âåêòîð AB ýêâèâàëåíòåí âåêòîðó CD, òî CD ýêâèâàëåíòåí

AB,

3)åñëè âåêòîð AB ýêâèâàëåíòåí âåêòîðó CD, à âåêòîð CD ýêâèâà-

ëåíòåí âåêòîðó EF , òî âåêòîð AB ýêâèâàëåíòåí âåêòîðó EF .

Ïîýòîìó îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ñâÿçàííûõ âåêòîðîâ ÿâëÿåòñÿ

àáñòðàêòíûì îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè è ìíîæåñòâî âñåõ ñâÿçàí-

íûõ âåêòîðîâ ðàçáèâàåòñÿ íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ êëàññû ýêâèâàëåíòíî-

ñòè. Ñâîáîäíûì âåêòîðîì íàçûâàåòñÿ êëàññ ýêâèâàëåíòíûõ äðóã äðóãó

ñâÿçàííûõ âåêòîðîâ. Ëþáîé ñâÿçàííûé âåêòîð èç êëàññà ýêâèâàëåíò-

íûõ äðóã äðóãó ñâÿçàííûõ âåêòîðîâ, îòâå÷àþùåãî äàííîìó ñâîáîäíî-

ìó âåêòîðó, íàçûâàåòñÿ ïðåäñòàâèòåëåì ýòîãî ñâîáîäíîãî âåêòîðà. Ñâî-

áîäíûå âåêòîðû îáîçíà÷àþòñÿ ëèáî ñòðî÷íûìè ëàòèíñêèìè áóêâàìè ñ

÷åðòîé ñâåðõó (ā, b̄, c̄), ëèáî óêàçàíèåì êàêîãî-íèáóäü ñâÿçàííîãî âåêòî-

ðà � ïðåäñòàâèòåëÿ êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè. Ñâîáîäíûå âåêòîðû ìîæíî

ïðåäñòàâëÿòü ñåáå êàê íàïðàâëåííûå îòðåçêè, êîòîðûå ìîæíî ïåðåìå-

ùàòü â ïðîñòðàíñòâå ïàðàëëåëüíî ñàìèì ñåáå.

Äëèíîé è íàïðàâëåíèåì ñâîáîäíîãî âåêòîðà a íàçûâàåòñÿ äëèíà è

íàïðàâëåíèå ëþáîãî åãî ïðåäñòàâèòåëÿ. Äëèíà ñâîáîäíîãî âåêòîðà îáî-

çíà÷àåòñÿ |ā|. Íóëåâûì ñâîáîäíûì âåêòîðîì íàçûâàåòñÿ êëàññ ýêâèâà-

ëåíòíîñòè ñâÿçàííûõ íóëåâûõ âåêòîðîâ. Îáîçíà÷àåòñÿ íóëåâîé ñâîáîä-

íûé âåêòîð ñèìâîëîì 0̄.
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Ñâîáîäíûå âåêòîðû íàçûâàþòñÿ êîëëèíåàðíûìè(ñîíàïðàâëåííûìè,

ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåííûìè), åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå ñâÿçàííûå

âåêòîðû êîëëèíåàðíû (ñîíàïðàâëåíû, ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåííû).

Òî, ÷òî âåêòîð ā êîëëèíåàðåí (ñîíàïðàâëåí, ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâ-

ëåí) c âåêòîðîì b̄ îáîçíà÷àåòñÿ êàê ā ∥ b̄(ā � b̄, ā ↑↓ b̄).Òðè âåêòîðà ā, b̄, c̄

íàçûâàþòñÿ êîìïëàíàðíûìè, åñëè èõ ïðåäñòàâèòåëè, îòëîæåííûå îò îä-

íîé òî÷êè ðàñïîëàãàþòñÿ â îäíîé ïëîñêîñòè. Óãëîì ìåæäó ñâîáîäíûìè

âåêòîðàìè íàçûâàåòñÿ óãîë ìåæäó èõ ïðåäñòàâèòåëÿìè, îòëîæåííûìè

èç îäíîé òî÷êè. Ñâîáîäíûå âåêòîðû íàçûâàþòñÿ ïåðïåíäèêóëÿðíûìè,

åñëè èõ ïðåäñòàâèòåëè ïåðïåíäèêóëÿðíû. Îáîçíà÷åíèå: ā⊥b̄. Äàëåå ìû

áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ñâîáîäíûå âåêòîðû, ïîýòîìó ïîä òåðìèíîì

"âåêòîð"ìû áóäåì ïîíèìàòü èìåííî ñâîáîäíûé âåêòîð.

Îïåðàöèè íàä âåêòîðàìè.

1. Óìíîæåíèå íà ÷èñëà. Ïóñòü ā � íåêîòîðûé âåêòîð, λ � ÷èñëî.

1.à). λ > 0, òîãäà âåêòîð λā èìååò äëèíó λ|ā| è ñîíàïðàâëåí ñ âåêòî-
ðîì ā.

2.á). λ < 0, òîãäà âåêòîð λā èìååò äëèíó |λ||ā| è ïðîòèâîïîëîæíî

íàïðàâëåí ñ âåêòîðîì ā.

3.â). λ = 0, òîãäà âåêòîð λā = 0̄.

Ðèñ. 2.3: Óìíîæåíèå âåêòîðîâ íà ÷èñëà.
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2. Ñëîæåíèå âåêòîðîâ Äàíû äâà âåêòîðà ā, b̄ ̸= 0̄. Ñóùåñòâóþò äâà

ñïîñîáà ïîëó÷åíèÿ âåêòîðà ā+ b̄.

Ñïîñîá a. (Ïðàâèëî òðåóãîëüíèêà äëÿ ñóììû) Îòëîæèì âåêòîð b̄

îò êîíöà âåêòîðà ā, òîãäà ñóììîé âåêòîðîâ ā è b̄ (ā + b̄) áóäåò âåêòîð,

ñîåäèíÿþùèé íà÷àëî âåêòîðà ā è êîíåö âåêòîðà b̄ è íàïðàâëåííûé â

ñòîðîíó êîíöà âåêòîðà b̄.

Ñïîñîá á. (Ïðàâèëî ïàðàëëåëîãðàììà) Îòëîæèì âåêòîðû ā è b̄ èç îä-

íîé òî÷êè è äîñòðîèì äî ïàðàëëåëîãðàììà, òîãäà ā+ b̄ � âåêòîð, èäóùèé

ïî äèàãîíàëè ïàðàëëåëîãðàììà ñ íà÷àëîì â òîé æå òî÷êå.

Ïóñòü òåïåðü b̄ = 0̄, òîãäà ā+ 0̄ = 0̄ + ā = ā.

Ðèñ. 2.4: Ïðàâèëà ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ.

Ñôîðìóëèðóåì ÿâíîå ïðàâèëî äëÿ íàõîæåäåíèÿ ñóììû ïðîèçâîëü-

íîãî ÷èñëà âåêòîðîâ, îíî íàçûâàåòñÿ ïðàâèëîì ìíîãîóãîëüíèêà. ×òîáû

íàéòè ñóììó âåêòîðîâ ā1, . . . , ān (ā1 + . . . + ān), íåîáõîäèìî îòëîæèòü

âòîðîé âåêòîð ā2 îò êîíöà ïåðâîãî âåêòîðà ā1, òðåòèé âåêòîð ā3 îò êîí-

öà âòîðîãî âåêòîðà ā2 è òàê äàëåå. Òîãäà âåêòîð ā1+. . .+ān � ýòî âåêòîð,

ñîåäèíÿþùèé íà÷àëî ïåðâîãî âåêòîðà ā1 è êîíåö ïîñëåäíåãî âåêòîðà ān

è íàïðàâëåííûé â ñòîðîíó êîíöà ïîñëåäíåãî âåêòîðà.

3. Ðàçíîñòü âåêòîðîâ (Ïðàâèëî òðåóãîëüíèêà äëÿ ðàçíîñòè). Ðàç-

íîñòü âåêòîðîâ ìîæíî ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ ïðåäûäóùèõ îïåðàöèé êàê

ā− b̄ = ā+(−1)b̄. Ìîæíî îäíàêî óêàçàòü è ÿâíîå ïðàâèëî. Ïóñòü ā, b̄ ̸= 0̄.

Îòëîæèì âåêòîðû ā è b̄ èç îäíîãî íà÷àëà è äîñòðîèì ýòó êîíñòðóêöèþ

äî òðåóãîëüíèêà (âîçìîæíî âûðîæäåííîãî), ñîåäèíèâ êîíöû âåêòîðîâ ā

è b̄, òîãäà íà÷àëî âåêòîðà ā− b̄ ñîâïàäàåò ñ êîíöîì âåêòîðà b̄, à êîíåö ñ

êîíöîì âåêòîðà ā.
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Ðèñ. 2.5: Ïðàâèëî ìíîãîóãîëüíèêà.

Ðèñ. 2.6: Ðàçíîñòü âåêòîðîâ.

Çàìå÷àíèå Ïðàâèëà ñëîæåíèÿ è âû÷èòàíèÿ âåêòîðîâ ìîæíî çàïîì-

íèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè äàí òðåóãîëüíèê ABC, òî AC = AB +

BC è AC = BC −BA

Êàæäîìó íåíóëåâîìó âåêòîðó ā ìû ìîæåì ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå

ñîíàïðàâëåííûé ñ íèì âåêòîð åäèíè÷íîé äëèíû, îáîçíà÷àåìûé ā◦ è ðàâ-

íûé
ā

|ā|
. Îí íàçûâàåòñÿ îðòîì âåêòîðà ā.

Èç îïðåäåëåíèÿ êîëëèíåàðíîñòè âåêòîðîâ è ïðàâèëà óìíîæåíèÿ âåê-

òîðîâ íà ÷èñëà ñëåäóåò, ÷òî èç òîãî ÷òî ā ∥ b̄ ñëåäóåò, ÷òî b̄ = λā, äëÿ

íåêîòîðîãî ÷èñëà λ. Ïðè ýòîì, åñëè ā � b̄, òî λ > 0, è åñëè ā ↑↓ b̄, òî

λ < 0.

Áàçèñ è êîîðäèíàòû.

Âåêòîð b̄ íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ ā1, . . . , ān, åñ-

ëè b̄ = α1ā1 + . . . + αnān, äëÿ íåêîòîðûõ ÷èñåë α1, . . . , αn. Ëèíåé-

íàÿ êîìáèíàöèÿ α1ā1 + . . . + αnān íàçûâàåòñÿ òðèâèàëüíîé, åñëè α1 =

. . . = αn = 0. Âåêòîðû ā1, . . . , ān íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìûìè, åñ-

ëè ñóùåñòâóåò èõ íåòðèâèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ðàâíàÿ íóëåâî-
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ìó âåêòîðó, òî åñòü ñóùåñòâóþò òàêèå α1, . . . , αn, íå âñå ðàâíûå íóëþ

(|α1| + . . . + |αn| > 0), òàêèå, ÷òî α1ā1 + . . . + αnān = 0̄. Â ïðîòèâíîì

ñëó÷àå âåêòîðû ā1, . . . , ān íàçûâàþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè.

Áàçèñîì íà ïëîñêîñòè (â ïðîñòðàíñòâå) íàçûâàåòñÿ ëþáàÿ ìàêñè-

ìàëüíàÿ ïî ÷èñëó âåêòîðîâ ñèñòåìà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ íà

ïëîñêîñòè (â ïðîñòðàíñòâå). Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî

ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ íà ïëîñêîñòè ðàâíî äâóì, à â ïðîñòðàí-

ñòâå � òðåì. Äâà âåêòîðà íà ïëîñêîñòè áóäóò ëèíåéíî çàâèñèìûìè, åñëè

îíè êîëëèíåàðíû è, ñîîòâåòñâåííî, ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè, åñëè îíè íå

êîëëèíåàðíû, òðè âåêòîðà â ïðîñòðàíñòâå áóäóò ëèíåéíî çàâèñèìûìè,

åñëè îíè êîìïëàíàðíû, è, ñîîòâåòñòâåííî, ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè, åñ-

ëè îíè íå êîìïëàíàðíû. Òîãäà ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ýêâèâàëåíòíîå

îïðåäåëåíèå áàçèñà íà ïëîñêîñòè è â ïðîñòðàíñòâå.

Áàçèñîì íà ïëîñêîñòè íàçûâàåòñÿ ïàðà íåêîëëèíåàðíûõ âåêòîðîâ,

áàçèñîì â ïðîñòðàíñòâå íàçûâàåòñÿ òðîéêà íåêîìïëàíðíûõ âåêòîðîâ.

Îáû÷íî áàçèñ íà ïëîñêîñòè îáîçíà÷àåòñÿ êàê {ē1, ē2}, à áàçèñ â ïðî-

ñòðàíñòâå îáîçíà÷àåòñÿ êàê {ē1, ē2, ē3}.
Ëþáîé âåêòîð íà ïëîñêîñòè èëè â ïðîñòðàíñòâå ìîæåò áûòü ïðåä-

ñòàâëåí â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè áàçèñíûõ âåêòîðîâ. Ðàññìîòðèì

äëÿ îïðåäåëåííîñòè ñëó÷àé ïðîñòðàíñòâà. Ïóñòü {ē1, ē2, ē3} � áàçèñ, ā

� ïðîèçâîëüíûé âåêòîð, òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà α1, α2, α3, ÷òî

ā = α1ē1 + α2ē2 + α3ē3. ×èñëà α1, α2, α3 íàçûâàþòñÿ êîîðäèíàòàìè âåê-

òîðà ā â áàçèñå {ē1, ē2, ē3}. Êîîðäèíàòû âåêòîðà îáû÷íî çàïèñûâàþò

ðÿäîì ñ îáîçíà÷åíèåì âåêòîðà â êðóãëûõ ñêîáêàõ, ÷åðåç çàïÿòóþ.

Ïóñòü äàíû äâà âåêòîðà ā(α1, α2, α3) è b̄(β1, β2, β3), êîîðäèíàòû êî-

òîðûõ çàäàíû â îäíîì è òîì æå áàçèñå {ē1, ē2, ē3} è ÷èñëî λ. Òîãäà â

òîì æå áàçèñå âåêòîð λā èìååò êîîðäèíàòû (λα1, λα2, λα3), âåêòîð ā+ b̄

èìååò êîîðäèíàòû (α1 + β1, α2 + β2, α3 + β3), à âåêòîð ā − b̄ èìååò êî-

îðäèíàòû (α1 − β1, α2 − β2, α3 − β3). Óñëîâèå êîëëèíåàðíîñòè âåêòîðîâ

ðàâíîñèëüíî ïðîïîðöèîíàëüíîñòè èõ êîîðäèíàò, ïðè÷åì äëÿ ñîíàïðàâ-

ëåííûõ âåêòîðîâ êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ïîëîæèòåëåí, à äëÿ

ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåííûõ � îòðèöàòåëüíûé.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû òðè âåêòîðà ā(α1, α2, α3), b̄(β1, β2, β3), c̄(γ1, γ2, γ3),

êîîðäèíàòû êîòîðûõ çàäàíû â áàçèñå {ē1, ē2, ē3}, ñàìè îáðàçîâûâàëè áà-
çèñ íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îïðåäåëèòåëü, ñîñòàâëåííûé èç êî-
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îðäèíàò ýòèõ âåêòîðîâ íå áûë ðàâåí íóëþ∣∣∣∣∣∣∣
α1 α2 α3

β1 β2 β3

γ1 γ2 γ3

∣∣∣∣∣∣∣ ̸= 0.

Áàçèñ {ē1, ē2, ē3} íàçûâàåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûì, åñëè |ē1| = |ē2| =
|ē3| = 1 è ē1⊥ē2, ē1⊥ē3, ē2⊥ē3. Îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ íà ïëîñêîñòè

îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî. Îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ îáû÷íî îáîçíà÷à-

þò {̄i, j̄, k̄}.
Ïóñòü âûáðàíà òî÷êà O � íà÷àëî, ðàäèóñ-âåêòîðîì òî÷êè M íàçû-

âàåòñÿ âåêòîð OM . Ñèñòåìîé êîîðäèíàò íà ïëîñêîñòè íàçûâàåòñÿ ñî-

âîêóïíîñòü èç âûáðàííîé òî÷êè ýòîé ïëîñêîñòè � íà÷àëà êîîðäèíàò è

íåêîòîðîãî áàçèñà íà ïëîñêîñòè. Îáîçíà÷åíèå: {O, ē1, ē2}, ãäå O � íà-

÷àëî, {ē1, ē2} � áàçèñ. Ñèñòåìîé êîîðäèíàò â ïðîñòðàíñòâå íàçûâàåò-

ñÿ ñîâîêóïíîñòü èç âûáðàííîé òî÷êè � íà÷àëà êîîðäèíàò è íåêîòîðîãî

áàçèñà â ïðîñòðàíñòâå. Îáîçíà÷åíèå: {O, ē1, ē2, ē3}. Ñèñòåìà êîîðäèíàò

íàçûâàåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííîé èëè äåêàðòîâîé, åñëè ñîîòâåòñâóþùèé

áàçèñ � îðòîíîðìèðîâàííûé. Êîîðäèíàòàìè òî÷êè M â ñèñòåìå êîîð-

äèíàò {O, ē1, ē2, ē3} íàçûâàþòñÿ êîîðäèíàòû åå ðàäèóñ-âåêòîðà OM â

áàçèñå {ē1, ē2, ē3}. (Äëÿ ñëó÷àÿ ïëîñêîñòè êîîðäèíàòû òî÷êè îïðåäåëÿ-

þòñÿ àíàëîãè÷íî). Êàê è êîîðäèíàòû âåêòîðà êîîðäèíàòû òî÷êè ïèøóò-

ñÿ ðÿäîì ñ îáîçíà÷åíèåì òî÷êè â êðóãëûõ ñêîáêàõ ÷åðåç çàïÿòóþ.

Ïóñòü äàíà ñèñòåìà êîîðäèíàò {O, ē1, ē2, ē3} è òî÷êè A(x1, y1, z1) è

B(x2, y2, z2) ñ êîîðäèíàòàìè â äàííîé ñèñòåìå, òîãäà âåêòîð AB áóäåò

èìåòü êîîðäèíàòû (x2 − x1, y2 − y1, z2 − z1) â áàçèñå {ē1, ē2, ē3}.

Ïðèìåð 2.1.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó: Äàíà ÷åòûðåõóãîëüíàÿ ïèðàìèäà

SABCD, îñíîâàíèå êîòîðîé ABCD � ïàðàëëåëîãðàìì, P � ñåðåäè-

íà SC, Q � ñåðåäèíà AB, R � ñåðåäèíà CD, O � òî÷êà ïåðåñå÷å-

íèÿ äèàãîíàëåé ïàðàëëåëîãðàììà ABCD. Íàéòè êîîðäèíàòû âåêòîðîâ

BD, SC, OP , PQ â áàçèñå {AB,AD,AS} è êîîðäèíàòû òî÷åê P, R â

ñèñòåìå êîîðäèíàò {A,AB,AD,AS}.
Ïî ïðàâèëó âû÷èòàíèÿ âåêòîðîâ BD = AD − AB. Ïî îïðåäåëåíèþ
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êîîðäèíàò âåêòîðà (êîýôôèöèåíòû ïåðåä áàçèñíûìè âåêòîðàìè â ðàç-

ëîæåíèè âåêòîðà ïî áàçèñó) âåêòîð BD èìååò êîîðäèíàòû (−1, 1, 0).

SC = AC−AS, ïî ïðàâèëó ïàðàëëåëîãðàììà AC = AB+AD, òîãäà

SC = AB + AD − AS. Ïîëó÷àåì, ÷òî âåêòîð SC èìååò êîîðäèíàòû

(1, 1,−1).

Ïî ïðàâèëó òðåóãîëüíèêà ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ OP = OC + CP =
1

2
AC+

1

2
CS. AC(1, 1, 0), CS(−1,−1, 1), òàê êàê êîîðäèíàòû ñóììû âåê-

òîðîâ ðàâíû ñóììå ñîîòâåòñòâóþùèõ êîîðäèíàò, à ïðè óìíîæåíèè âåê-

òîðà íà ÷èñëî êàæäàÿ êîîðäèíàòà óìíîæàåòñÿ íà ýòî ÷èñëî, ïîëó÷àåì

OP

(
0, 0,

1

2

)
.

PQ = OQ − OP , OQ =
1

2
DA = −1

2
AD, OQ

(
0,−1

2
, 0

)
. Ïîëó÷àåì

PQ

(
0,−1

2
,−1

2

)
.

Ïî îïðåäåëåíèþ êîîðäèíàòû òî÷êè � ýòî êîîðäèíàòû åå ðàäèóñ-

âåêòîðà. Ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êè P � AP = AO + OP . AO

(
1

2
,
1

2
, 0

)
, ïî-

ýòîìó AP

(
1

2
,
1

2
,
1

2

)
, à çíà÷èò P

(
1

2
,
1

2
,
1

2

)
.

Ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êè R � AR = AD + DR = AD +
1

2
AB, ïîýòîìó

R

(
1

2
, 1, 0

)
.

Çàäà÷è.

2.1.1. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ òðåõ âåêòîðîâ ā, b̄, c̄ è ëþáûõ òðåõ

÷èñåë α, β, γ âåêòîðû αā− βb̄, γb̄− αc̄, βc̄− γā ëèíåéíî çàâèñèìû.
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2.1.2.Äàíû ÷åòûðå âåêòîðà ā(3, 0,−2), b̄(1, 2,−5), c̄(−1, 1, 1), d̄(8, 4, 1)

íàéòè êîîðäèíàòû âåêòîðîâ −5ā+ b̄− 6c̄+ d̄ è 3ā− b̄− c̄− d̄.

2.1.3. Âåêòîð ā èìååò â íåêîòîðîì áàçèñå êîîðäèíàòû (x, 1 − x), à

âåêòîð b̄ êîîðäèíàòû (x2− 2x, x2− 2x+1). Ïðè êàêèõ x âåêòîðû êîëëè-

íåàðíû, îäèíàêîâî íàïðàâëåíû?

2.1.4.Äàíû ÷åòûðå âåêòîðà ā(4, 1,−1), b̄(3,−1, 0), c̄(−1, 1, 1), d̄(−1, 3, 4).

Íàéòè ÷èñëà α, β, γ òàêèå, ÷òî αā+ βb̄+ γc̄+ d̄ = 0̄.

2.1.5. Ïðîâåðèòü, ÷òî âåêòîðû ā(4, 1,−1), b̄(1, 2,−5), c̄(−1, 1, 1) îá-

ðàçóþò áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå è íàéòè â ýòîì áàçèñå êîîðäèíàòû âåêòîðîâ

l̄(4, 4,−5), m̄(2, 4,−10), n̄(0, 3,−4).

2.1.6. Â ïàðàëëåëîãðàììå ABCD òî÷êà K � ñåðåäèíà îòðåçêà BC è

òî÷êà O � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé. Ïðèíèìàÿ çà áàçèñ {AB,AD},
íàéòè êîîðäèíàòû âåêòîðîâ BD,CO,KD.

2.1.7. ABCD � ïàðàëëåëîãðàìì. Íàéòè êîîðäèíàòû âåêòîðîâ

AB,BC,CD,DA â áàçèñå {AC,BD}.
2.1.8. Â òðåóãîëüíèêå ABC òî÷êà M � ñåðåäèíà îòðåçêà AB è

òî÷êà O � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí. Íàéòè êîîðäèíàòû âåêòîðîâ

AM,AO,MO â áàçèñå {AB,AC}.
2.1.9. Â ÷åòûðåõóãîëüíèêå ABCD ïîëîæèì AB = m̄, BC =

n̄, CD = p̄, DA = q̄. Íàéòè âåêòîð EF , ñîåäèíÿþùèé ñåðåäèíû äèàãî-

íàëåé AC è BD.

2.1.10. Â òðàïåöèè ABCD äëèíû îñíîâàíèé AD è BC îòíîñÿòñÿ

êàê 3 : 2. O � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé òðàïåöèè, S � òî÷êà ïå-

ðåñå÷åíèÿ ïðîäîëæåíèé áîêîâûõ ñòîðîí. Íàéòè êîîðäèíàòû âåêòîðîâ

AB,BC,CD,DA â áàçèñå {AC,BD}.
2.1.11. Â òðàïåöèè ABCD äëèíû îñíîâàíèé AD è BC îòíîñÿòñÿ êàê

3 : 1. O � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé òðàïåöèè, S � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ

ïðîäîëæåíèé áîêîâûõ ñòîðîí. Íàéòè êîîðäèíàòû âåêòîðîâ AC,AO,AS

â áàçèñå {AD,AB}.
2.1.12. Â òåòðàýäðå OABC òî÷êè K,L,M,N, P,Q � ñåðåäèíû ðåáåð

OA,OB,OC,AB,AC,BC ñîîòâåñòâåííî, S � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí

òðåóãîëüíèêà ABC. {OA,OB,OC} � áàçèñ. Íàéòè êîîðäèíàòû âåêòî-

ðîâ:

1) AB,BC,AC;

2) KL,PQ,CN,MP,KQ;
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3) OS è KS.

2.1.13. Òî÷êà M ëåæèò íà îòðåçêå AB è AM : BM = m : n = λ.

1) Âûðàçèòü ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êè M � OM ÷åðåç ðàäèóñ-âåêòîðû

OA è OB, åñëè O � òî÷êà, íå ëåæàùàÿ íà îäíîé ïðÿìîé ñ òî÷êàìè A è

B.

2) Íàéòè êîîðäèíàòû òî÷êè M , åñëè A(x1, y1, z1), B(x2, y2, z2).

2.1.14. Â òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíà áèññåêòðèññà AD. Íàéòè êî-

îðäèíàòû âåêòîðà AD â áàçèñå {AB,AC}.
2.1.15. Òî÷êè F è E � ñåðåäèíû ñòîðîí AB è CD ÷åòåðåõóãîëüíèêà

ABCD. Äîêàçàòü, ÷òî FE =
BC + AD

2
.

2.1.16. Íà ñòîðîíàõ òðåóãîëüíèêà ABC ïîñòðîåíû ïðîèçâîëüíûå ïà-

ðàëëåëëîãðàììû ABML, BCPN, ACQR. Äîêàçàòü, ÷òî èç îòðåçêîâ

RL,MN,PQ ìîæíî ñîñòàâèòü òðåóãîëüíèê.

2.1.17. Ïðîâåðèòü, ÷òî âåêòîðû, ñîâïàäàþùèå ñ ìåäèàíàìè ëþáîãî

òðåóãîëüíèêà ìîãóò ñëóæèòü ñòîðîíàìè äðóãîãî òðåóãîëüíèêà.

2.1.18. Â òðàïåöèè ABCD äëèíû îñíîâàíèé AD è BC îòíîñÿòñÿ êàê

4 : 1. O � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé òðàïåöèè, S � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ

ïðîäîëæåíèé áîêîâûõ ñòîðîí. Íàéòè êîîðäèíàòû òî÷åê O è S â ñèñòåìå

êîîðäèíàò {A,AD,AB}.
2.1.19. Äàí ïàðàëëåëåïèïåä ABCDA1B1C1D1. Â ñèñòåìå êîîðäèíàò

A,AB,AD,AA1 íàéòè êîîðäèíàòû òî÷åê:

1) C, B1, C1;

2) K è L � ñåðåäèí ðåáåð A1B1 è CC1 ñîîòâåñòâåííî;

3) M è N � òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé ãðàíåé A1B1C1D1 è

ABB1A1 ñîîòâåòñâåííî;

4) O � òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé ïàðàëëåëåïèïåäà.

2.1.20. Òðè òî÷êè A(x1, y1), B(x2, y2), C(x3, y3), íå ëåæàùèå íà îä-

íîé ïðÿìîé, ÿâëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè âåðøèíàìè ïàðàëëåëîãðàì-

ìà. Íàéòè êîîðäèíàòû ÷åòâåðòîé âåðøèíû D ýòîãî ïàðàëëåëîãðàììà.

2.1.21. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè äèàãîíàëè ÷åòåðåõóãîëüíèêà â òî÷êå ïåðå-

ñå÷åíèÿ äåëÿòñÿ ïîïîëàì, òî ýòîò ÷åòûðåõóãîëüíèê � ïàðàëëåëîãðàìì.

2.1.22. Èçìåíèòñÿ ëè ñóììà êîìïëàíàðíûõ âåêòîðîâ, åñëè âñå ñëà-

ãàåìûå âåêòîðû ïîâåðíóòü íà îäèí è òîò æå óãîë?

2.1.23. Äîêàçàòü, ÷òî ñóììà âåêòîðîâ, ñîåäèíÿþùèõ öåíòð ïðàâèëü-
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íîãî n-óãîëüíèêà ñ åãî âåðøèíàìè, ðàâíà íóëåâîìó âåêòîðó.

2.1.24. Òî÷êè K è L � ñåðåäèíû ñòîðîí AB è BC ïàðàëëåëîãðàììà

OABC. Äîêàçàòü, ÷òî òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé OABC ñîâïàäàåò

ñ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí òðåóãîëüíèêà OKL.

2.1.25. Äîêàçàòü, ÷òî îòðåçêè, ñîåäèíÿþùèå ñåðåäèíû ïðîòèâîïî-

ëîæíûõ ðåáåð òåòðàýäðà, ïðîõîäÿò ÷åðåç îäíó è òó æå òî÷êó è äåëÿòñÿ

â íåé ïîïîëàì.

2.1.26. Äîêàçàòü, ÷òî òðè îòðåçêà, ñîåäèíÿþùèå ñåðåäèíû ñêðåùè-

âàþùèõñÿ ðåáåð òåòðàýäðà ñ òî÷êàìè ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí ïðîòèâîïî-

ëîæíûõ ãðàíåé, ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.
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2.2 Ñêàëÿðíîå, âåêòîðíîå è ñìåøàííîå ïðî-

èçâåäåíèå âåêòîðîâ.

Ïðîåêöèåé âåêòîðà ā íà îðò ē◦ íàçûâàåòñÿ ÷èñëî ðàâíîå |ā| cos(̂̄a, ē◦).
Îáîçíà÷åíèå: prē◦ā. Åñëè äàí îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ {̄i, j̄, k̄}, òî êî-
îðäèíàòû âåêòîðà ā ñîâïàäàþò ñ ïðîåêöèÿìè ýòîãî âåêòîðà íà ñîîòâåò-

ñòâóþùèå áàçèñíûå âåêòîðû.

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.

Ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì äâóõ âåêòîðîâ ā è b̄ íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

(ā, b̄) = |ā|b̄| cos( ̂̄a, b̄), åñëè ā ̸= 0, b̄ ̸= 0̄,

(ā, b̄) = 0, åñëè ā = 0̄ èëè b̄ = 0̄.

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå òàêæå îáîçíà÷àåòñÿ êàê āb̄.

Ñâîéñòâà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

1) Êîììóòàòèâíîñòü: (ā, b̄) = (b̄, ā).

2) Ëèíåéíîñòü:

(α1ā1 + α2ā2, b̄) = α1(ā1, b̄) + α2(ā2, b̄),

(ā, β1b̄1 + β2b̄2) = β1(ā, b̄1) + β2(ā, b̄2).

3) Ðàâåíñòâî íóëþ: (ā, b̄) = 0 ⇔ ā⊥b̄.

4) Äëèíà âåêòîðà: |ā| =
√
(ā, ā) =

√
ā2, ā2 = |ā|2.

Ïîëüçóÿñü ëèíåéíîñòüþ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ìîæíî ïîëó-

÷èòü âûðàæåíèå äëÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ ā(α1, α2, α3) è

b̄(β1, β2, β3), êîîðäèíàòû êîòîðûõ çàäàíû â áàçèñå {ē1, ē2, ē3}, ÷åðåç êî-
îðäèíàòû è ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ.

(ā, b̄) =
3∑

i,j=1

αiβj(ēi, ēj) =
3∑

i=1

αiβiē
2
i +

∑
1≤i<j≤3

(αiβj + αjβi)(ēi, ēj).

Åñëè áàçèñ îðòîíîðìèðîâàííûé {̄i, j̄, k̄}, òî (̄i, j̄) = (̄i, k̄) = (j̄, k̄) = 0,

ī2 = j̄2 = k̄2 = 1, ïîýòîìó äëÿ âåêòîðîâ ā(x1, y1, z1) è b̄(x2, y2, z2)

(ā, b̄) = x1x2 + y1y2 + z1z2.
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Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî 4), ìîæíî ïîëó÷èòü ôîðìóëó ìîäóëÿ âåêòîðà

ā(x1, y1, z1) ñ êîîðäèíàòàìè â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå

|ā| =
√
x21 + y21 + z21.

Èç îïðåäåëåíèÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ôîð-

ìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ óãëà ìåæäó âåêòîðàìè

cos( ̂̄a, b̄) = (ā, b̄)

|ā||b̄|
.

Ïðèìåð 2.2.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó: Äîêàçàòü, ÷òî äèàãîíàëè ðîìáà ïåð-

ïåíäèêóëÿðíû.

Äëÿ ðåøåíèÿ âîñïîëüçóåìñÿ ñâîéñòâîì 3) ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

è äîêàæåì, ÷òî (AC,BD) = 0. Âûáåðåì â êà÷åñòâå áàçèñà {AB,AD},
òîãäà BD = AD − AB, AC = AB + AD. (AC,BD) = (AB +

AD,AD−AB) = ïî ëèíåéíîñòè ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ = (AB,AD)−
(AB,AB) + (AD,AD) − (AD,AB) = ïî êîììóòàòèâíîñòè ñêàëÿðíîãî

ïðîèçâåäåíèÿ = (AB,AB)− (AD,AD). Ïî ñâîéñòâó 4) ñêàëÿðíîãî ïðî-

èçâåäåíèÿ (AB,AB) =
∣∣AB∣∣2 , (AD,AD) =

∣∣AD∣∣2 , . Òàê êàê ABCD �

ðîìá, òî
∣∣AB∣∣ = ∣∣AD∣∣. Ïîëó÷àåì (AC,BD) =

∣∣AD∣∣2 − ∣∣AB∣∣2 = 0. ×òî

è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Âåêòîðíîå è ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå.

Òðîéêà âåêòîðîâ {ē1, ē2, ē3} íàçûâàåòñÿ ïðàâîé (ëåâîé), åñëè, ñìîòðÿ

ñ êîíöà òðåòüåãî âåêòîðà ē3, ìû âèäèì, ÷òî íàïðàâëåíèå ïîâîðîòà îò
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Ðèñ. 2.7: Ïðàâàÿ è ëåâàÿ òðîéêè.

ïåðâîãî âåêòîðà ē1 êî âòîðîìó ē2 ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè (ïî ÷àñîâîé

ñòðåëêå).

Âåêòîðíûì ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðîâ ā è b̄ íàçûâàåòñÿ âåêòîð [ā, b̄],

êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè óñëîâèÿìè:

1)
∣∣[ā, b̄]∣∣ = |ā||b̄| sin( ̂̄a, b̄),

2) [ā, b̄]⊥ā, [ā, b̄]⊥b̄ è òðîéêà âåêòîðîâ {ā, b̄, [ā, b̄]} � ïðàâàÿ.
Ñâîéñòâà âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

1) Àíòèêîììóòàòèâíîñòü: [ā, b̄] = −[b̄, ā].

Ðèñ. 2.8: Àíòèêîììóòàòèâíîñòü âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

2) Ëèíåéíîñòü:

[α1ā1 + α2ā2, b̄] = α1[ā1, b̄] + α2[ā2, b̄],

[ā, β1b̄1 + β2b̄2] = β1[ā, b̄1] + β2[ā, b̄2].

3) Ðàâåíñòâî íóëþ: [ā, b̄] = 0̄ ⇔ ā ∥ b̄.

4) Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ìîäóëÿ âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ: ìîäóëü

âåêòîðà âåêòîðíîãî ïðîèçâåäíèÿ ðàâåí ïëîùàäè ïàðàëëåëîãðàììà, ïî-

ñòðîåííîãî íà ýòèõ âåêòîðàõ, îòëîæåííûõ èç îäíîãî íà÷àëà.
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Ïîëüçóÿñü ëèíåéíîñòüþ âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, ìîæíî ïîëó-

÷èòü âûðàæåíèå äëÿ âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ ā(α1, α2, α3)

è b̄(β1, β2, β3), êîîðäèíàòû êîòîðûõ çàäàíû â áàçèñå {ē1, ē2, ē3}, ÷åðåç
êîîðäèíàòû è âåêòîðíûå ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ. Òàê êàê

[ēi, ēi] = 0̄, [ēi, ēj] = −[ēj, ēi] i, j = 1, 2, 3, òî

[ā, b̄] = (α1β2 − α2β1)[ē1, ē2] + (α1β3 − α3β1)[ē1, ē3] + (α2β3 − α3β2)[ē2, ē3].

Åñëè äàí îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ {̄i, j̄, k̄}, òî [̄i, j̄] = k̄, [̄i, k̄] =

−j̄, [j̄, k̄] = ī, ïîýòîìó äëÿ âåêòîðîâ ā(x1, y1, z1) è b̄(x2, y2, z2)

[ā, b̄] = (y1z2 − y2z1)̄i− (x1z2 − x2z1)j̄ + (x1y2 − x2y1)k̄ =

=

∣∣∣∣∣y1 z1

y2 z2

∣∣∣∣∣ ī−
∣∣∣∣∣x1 z1

x2 z2

∣∣∣∣∣ j̄ +
∣∣∣∣∣x1 y1

x2 y2

∣∣∣∣∣ k̄ =

∣∣∣∣∣∣∣
ī j̄ k̄

x1 y1 z1

x2 y2 z2

∣∣∣∣∣∣∣ .
Ñìåøàííûì ïðîèçâåäåíèåì òðåõ âåêòîðîâ ā, b̄ è c̄ íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

(ā, b̄, c̄) =
(
[ā, b̄], c̄

)
.

Ñâîéñòâà ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

1)(ā, b̄, c̄) = (b̄, c̄, ā) = (c̄, ā, b̄) = −(b̄, ā, c̄) = −(c̄, b̄, ā) = (ā, c̄, b̄).

2) Ëèíåéíîñòü:

(α1ā1 + α2ā2, b̄, c̄) = α1(ā1, b̄, c̄) + α2(ā2, b̄, c̄),

(ā, β1b̄1 + β2b̄2, c̄) = β1(ā, b̄1, c̄) + β2(ā, b̄2, c̄),

(ā, b̄, γ1c̄1 + γ2c̄2) = γ1(ā, b̄, c̄1) + γ2(ā, b̄, c̄2).

3) Ðàâåíñòâî íóëþ: (ā, b̄, c̄) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ā, b̄ è c̄

êîìïàëàíàðíû.

4) Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ìîäóëÿ ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ: ìîäóëü

ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ òðåõ âåêòîðîâ ðàâåí îáúåìó ïàðàëëåëåïèïåäà,

ïîñòðîåííîãî íà ýòèõ âåêòîðàõ, îòëîæåííûõ èç îäíîãî íà÷àëà.

Ïîëüçóÿñü ñâîéñòâàìè 1), 2) è 3) ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ,

ìîæíî ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ

ā(α1, α2, α3), b̄(β1, β2, β3) è c̄(γ1, γ2, γ3), êîîðäèíàòû êîòîðûõ çàäàíû â

áàçèñå {ē1, ē2, ē3}, ÷åðåç êîîðäèíàòû è ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå áàçèñ-

40

СА
РА
ТО
ВС
КИ
Й ГО

СУ
ДА
РС
ТВ
ЕН
НЫ
Й УН

ИВ
ЕР
СИ
ТЕ
Т И
МЕ
НИ

 Н
. Г

. Ч
ЕР
НЫ
ШЕ
ВС
КО
ГО



íûõ âåêòîðîâ.

(ā, b̄, c̄) = (ē1, ē2, ē3)

∣∣∣∣∣∣∣
α1 α2 α3

β1 β2 β3

γ1 γ2 γ3

∣∣∣∣∣∣∣ .
Åñëè äàí îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ {̄i, j̄, k̄}, òî (̄i, j̄, k̄) = 1, ïîýòîìó

äëÿ âåêòîðîâ ā(x1, y1, z1), b̄(x2, y2, z2) è c̄(x3, y3, z3) ïîëó÷èì

(ā, b̄, c̄) =

∣∣∣∣∣∣∣
x1 y1 z1

x2 y2 z2

x3 y3 z3

∣∣∣∣∣∣∣ .

Çàäà÷è.

2.2.1. Íàéòè ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ ā è b̄, åñëè

1) |ā| = 3, |b̄| = 1, ( ̂̄a, b̄) = 45◦;

2) |ā| = 6, |b̄| = 7, ( ̂̄a, b̄) = 120◦

3) |ā| = 5, |b̄| = 1, ā è b̄ ñîíàïðàâëåíû;

4) |ā| = 5, |b̄| = 1, ā è b̄ ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåíû.

2.2.2. Íàéòè ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ, çàäàííûõ ñâîèìè êî-

îðäèíàòàìè:

1) ā(4,−1), b̄(−1,−7);

2) ā(2, 1), b̄(1,−3).

2.2.3. Íàéòè óãîë ìåæäó âåêòîðàìè, çàäàííûìè ñâîèìè êîîðäèíàòà-

ìè:

1) ā(1, 2), b̄(2, 4);

2) ā(1,−1), b̄(−4, 2).

2.2.4. Íàéòè ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè A è B, çàäàííûìè ñâîèìè

êîîðäèíàòàìè:

1) A(−1, 2), B(5, 10);

2) A(3,−2), B(3, 3).

2.2.5. Íàéòè ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ, çàäàííûõ ñâîèìè êî-

îðäèíàòàìè:

1) ā(3, 2,−5), b̄(10, 1, 2);

2) ā(1, 0, 3), b̄(−4, 15, 1).

41

СА
РА
ТО
ВС
КИ
Й ГО

СУ
ДА
РС
ТВ
ЕН
НЫ
Й УН

ИВ
ЕР
СИ
ТЕ
Т И
МЕ
НИ

 Н
. Г

. Ч
ЕР
НЫ
ШЕ
ВС
КО
ГО



2.2.6. Íàéòè óãîë ìåæäó âåêòîðàìè, çàäàííûìè ñâîèìè êîîðäèíàòà-

ìè:

1) ā(1,−1, 1), b̄(5, 1, 1);

2) ā(1,−1, 1), b̄(−2, 2,−2).

2.2.7. Íàéòè ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè A è B, çàäàííûìè ñâîèìè

êîîðäèíàòàìè:

1) A(4,−2, 3), B(4, 5, 2);

2) A(−3, 1,−1), B(−1, 1,−1).

2.2.8. Äàíû òðè âåêòîðà ā(1,−1, 1), b̄(5, 1, 1), c(0, 3,−2). Âû÷èñëèòü:

1) b̄(ā, c̄)− c̄(ā, b̄);

2) |ā|2 + |c̄|2 − (ā, b̄)(b̄, c̄);

3) (ā, c̄)(ā, b̄)− |ā|2(b̄, c̄).
2.2.9. Äîêàçàòü, ÷òî âåêòîðû ā è b̄(ā, c̄)− c̄(ā, b̄) ïåðïåíäèêóëÿðíû.

2.2.10. Äîêàçàòü òîæäåñòâà:

1) (ā+ b̄)2 = ā2 + 2(ā, b̄) + b̄2;

2) (ā− b̄)2 = ā2 − 2(ā, b̄) + b̄2.

2.2.11. Äàíû òðè âåêòîðà ā, b̄, c̄ òàêèå, ÷òî |ā| = |b̄| = |c̄| = 1, ā +

b̄+ c̄ = 0. Âû÷èñëèòü (ā, b̄) + (b̄, c̄) + (c̄, ā).

2.2.12. Â òðåóãîëüíèêå ABC äàíû äëèíû ñòîðîí. Íàéòè ñêàëÿðíîå

ïðîèçâåäåíèå AC,BC, åñëè:

1) |AB| = 5, |BC| = 3, |AC| = 4;

2) |AB| = 7, |BC| = 4, |AC| = 5;

3) |AB| = 3, |BC| = 2, |AC| = 3.

2.2.13. Äàí òðåóãîëüíèê ABC. Âûðàçèòü ÷åðåç b̄ = AB è c̄ = AC:

1) äëèíó ñòîðîíû BC;

2) äëèíó ìåäèàíû AM ;

3) ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà.

2.2.14. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC è

ïðîèçâîëüíîé òî÷êè O âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (AB,OC) + (BC,OA) +

(CA,OB) = 0.

2.2.15. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïðÿìîóãîëüíèêà ABCD è

äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè M èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà:

1) (MA,MC) = (MB,MD);

2) |MA|2 + |MC|2 = |MB|2 + |MD|2 .
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2.2.16. Äàí áàçèñ {ē1, ē2} òàêîé, ÷òî |ē1| =
√
2, |ē2| = 1, (̂̄e1, ē2) =

45◦. Íàéòè äëèíû äèàãîíàëåé è óãëû ïàðàëëåëîãðàììà, ïîñòðîåííîãî íà

âåêòîðàõ, èìåþùèõ â ýòîì áàçèñå êîîðäèíàòû (2, 2) è (−1, 4).

2.2.17. Äàíà ñèñòåìà êîîðäèíàò {O, ē1, ē2} òàêàÿ, ÷òî |ē1| = 4, |ē2| =
2, (̂̄e1, ē2) = 120◦. Îòíîñèòåëüíî ýòîé ñèñòåìû êîîðäèíàò çàäàíû âåðøè-

íû òðåóãîëüíèêà A(−2, 2), B(−2,−1), C(−1, 0). Íàéòè äëèíû ñòîðîí è

óãëû òðåóãîëüíèêà.

2.2.18. Äàí áàçèñ {ē1, ē2, ē3} òàêîé, ÷òî |ē1| = 3, |ē2| =
√
2, |ē3| =

4, (̂̄e1, ē2) = (̂̄e2, ē3) = 45◦, (̂̄e1, ē3) = 60◦. Âû÷èñëèòü äëèíû ñòîðîí è óã-

ëû ïàðàëëåëîãðàììà, ïîñòðîåííîãî íà âåêòîðàõ ā(1,−3, 0) è b̄(−1, 2, 1).

2.2.19. Äàíû äâà âåêòîðà ā ̸= 0̄ è b̄. Âûðàçèòü ÷åðåç ā è b̄ îðòîãîíàëü-

íóþ ïðîåêöèþ âåêòîðà b̄ íà ïðÿìóþ, íàïðàâëåíèå êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ

âåêòîðîì b̄.

2.2.20. Äàí ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê ABC (AB = BC). Äîêà-

çàòü, ÷òî áèññåêòðèñà óãëà B ÿâëÿåòñÿ è âûñîòîé.

2.2.21. Äîêàçàòü, ÷òî óãîë, îïèðàþùèéñÿ íà äèàìåòð êðóãà, � ïðÿ-

ìîé.

2.2.22. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC îïóùåí ïåðïåíäèêóëÿð

CH íà ãèïîòåíóçó AB. Íàéòè îòíîøåíèå λ, â êîòîðîì òî÷êà H äåëèò

îòðåçîê AB.

2.2.23. Äàíû òðè âåêòîðà ā(4, 1, 5), b̄(0, 5, 2), c̄(−6, 2, 3). Íàéòè âåê-

òîð x̄, òàêîé ÷òî (x̄, ā) = 18, (x̄, b̄) = 1, (x̄, c̄) = 1.

2.2.24. Â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå ìåäèàíû, ïðîâåäåííûå ê áî-

êîâûì ñòîðîíàì, âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíû. Íàéòè óãëû òðåóãîëüíèêà.

2.2.25. Äëèíû ñîñåäíèõ ñòîðîí ïàðàëëåëîãðàììà îòíîñÿòñÿ êàê m :

n, à óãîë ìåæäó ýòèìè ñòîðîíàìè ðàâåí α. Íàéòè óãîë ìåæäó äèàãîíà-

ëÿìè ïàðàëëåëîãðàììà.

2.2.26. Â ïðÿìîóãîëüíîé òðàïåöèè äèàãîíàëè âçàèìíî ïåðïåíäèêó-

ëÿðíû, à îòíîøåíèå äëèí îñíîâàíèé ðàâíî m : n (m > n). Íàéòè:

1) îòíîøåíèå äëèí áîêîâûõ ñòîðîí;

2) îòíîøåíèå äëèí äèàãîíàëåé;

3) âåëè÷èíó îñòðîãî óãëà òðàïåöèè.

2.2.27. Â ïàðàëëåëîãðàììå ABCD òî÷êè K è L � ñåðåäèíû ñòîðîí

BC è CD ñîîòâåòñòâåííî. Íàéòè äëèíó ñòîðîíû AD, åñëè AK = 6,

AL = 3, à óãîë KAL ðàâåí 60◦.
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2.2.28. Äëèíû ñòîðîí òðåóãîëüíèêà ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì a2+b2 =

5c2. Äîêàçàòü, ÷òî äâå ìåäèàíû òðåóãîëüíèêà ïåðïåíäèêóëÿðíû.

2.2.29. Äàí ïðîèçâîëüíûé òåòðàýäð ABCD. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ïåð-

ïåíäèêóëÿðíû ðåáðà AB è CD è ðåáðà AC è BD, òî ðåáðà BC è AD

òîæå ïåðïåíäèêóëÿðíû.

2.2.30. Íàéòè óãëû, êîòîðûå îáðàçóåò äèàãîíàëü êóáà ñ åãî ðåáðîì,

äèàãîíàëè äâóõ ãðàíåé, èñõîäÿùèå èç îäíîé òî÷êè.

2.2.31. Íàéòè âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ ā è b̄, çàäàííûõ ñâî-

èìè êîîðäèàíòàìè.:

1) ā(3,−1, 2), b̄(2,−3,−5);

2) ā(2,−1, 1), b̄(−4, 2,−2).

2.2.32. Óïðîñòèòü âûðàæåíèÿ:

1) [ā+ b̄, ā− b̄];

2) [ā− b̄+
c̄

2
,−ā+ 2b̄− 5c̄].

2.2.33. Âåêòîðû ā è b̄ íå êîëëèíåàðíû. Ïðè êàêèõ çàíà÷åíèÿõ ñêà-

ëÿðà λ êîëëèíåàðíû âåêòîðû λā+ b̄ è 3ā+ λb̄.

2.2.34.Íà âåêòîðàõ ā(2, 3, 1) è b̄(−1, 1, 2) îòëîæåííûõ èç îäíîé òî÷êè

ïîñòðîåí òðåóãîëüíèê. Íàéòè ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà è äëèíû åãî âûñîò.

Ñèñòåìà êîîðäèíàò äåêàðòîâà.

2.2.35. Äàíà ñèñòåìà êîîðäèíàò {O, ē1, ē2} òàêàÿ, ÷òî |ē1| = 3, |ē2| =
2, (̂̄e1, ē2) = 30◦. Â ýòîé ñèñòåìå êîîðäèíàò çàäàíû êîîðäèíàòû òðåõ

ïîñëåäîâàòåëüíûõ âåðøèí ïàðàëëåëîãðàììà(1, 3), (1, 0), (−1, 2). Íàéòè

ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà.

2.2.36. Äàíû äâà âåêòîðà ā(1,−1, 1) è b̄(5, 1, 1). Íàéòè âåêòîð c̄ åäè-

íè÷íîé äëèíû, ïåðïåíäèêóëÿðíûé âåêòîðàì ā è b̄.

2.2.37. Äîêàçàòü òîæäåñòâà:

1)
∣∣[ā, b̄]∣∣2 = ∣∣∣∣∣(ā, ā) (ā, b̄)

(ā, b̄) (b̄, b̄)

∣∣∣∣∣ .
2)
[
ā, [b̄, c̄]

]
= b̄(ā, c̄)− c̄(ā, b̄).

2.2.38. Äîêàçàòü, ÷òî ïëîùàäü âûïóêëîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD

ðàâíà
1

2

∣∣[AC,BD]
∣∣.

2.2.39. Íàéòè ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ ā, b̄, c̄, çàäàííûõ

ñâîèìè êîîðäèíàòàìè:
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1) ā(1,−1, 1), b̄(7, 3,−5), c̄(−2, 2,−2);

2) ā(3, 5, 1), b̄(4, 0,−1), c̄(2, 1, 1).

2.2.40. Ïðîâåðèòü êîìïëàíàðíû ëè âåêòîðû, çàäàííûå ñâîèìè êîð-

äèíàòàìè â ïðîèçâîëüíîì áàçèñå:

1) ā(2, 3, 5), b̄(7, 1,−1), c̄(3,−5,−11);

2) ā(2, 0, 1), b̄(5, 3,−3), c̄(3, 3, 10).

2.2.41. Âåêòîðû ā, b̄, c̄ íåêîìïëàíàðíû. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ñêà-

ëÿðà λ êîìïëàíàðíû âåêòîðû ā+ 2b̄+ λc̄, 4ā+ 5b̄+ 6c̄, 7ā+ 8b̄+ λ2c̄?

2.2.42. Äàíû òî÷êè A(2, 1,−1), B(3, 0, 2), C(5, 1, 1), D(0,−1, 3), ÿâ-

ëÿþùèåñÿ âåðøèíàìè òåòðàýäðà. Íàéòè îáúåì òåòðàýäðà è âûñîòó, îïó-

ùåííóþ èç âåðøèíû B.

2.2.43. Äàíû êîîðäèíàòû òî÷åê A(1, 0, 2), B(−2, 3, 0), C(,−1, 3, 1),

D(0, 1,−4). Äîêàçàòü, ÷òî ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD � ïëîñêèé è íàéòè

åãî ïëîùàäü.

2.2.44. Äîêàçàòü òîæäåñòâà:

1)
[
[ā, b̄], [c̄, d̄]

]
= c̄(ā, b̄, d̄)− d̄(ā, b̄, c̄);

2) d̄(ā, b̄, c̄) = ā(b̄, c̄, d̄) + b̄(c̄, ā, d̄) + c̄(ā, b̄, d̄);

3)
(
[ā, b̄], [b̄, c̄], [c̄, ā]

)
= (ā, b̄, c̄)2.

2.2.45. Äîêàçàòü ÷òî:

1) åñëè âåêòîðû [ā, b̄], [b̄, c̄], [c̄, ā] êîìïëàíàðíû, òî âåêòîðû ā, b̄, c̄

êîìïëàíàðíû;

2) åñëè âåêòîðû [ā, b̄], [b̄, c̄], [c̄, ā] êîìïëàíàðíû, òî îíè êîëëèíåàðíû.

2.2.46. Äàíû òðè âåêòîðà ā, b̄, c̄. Íàéòè ïðîåêöèþ âåêòîðà c̄ íà

ïëîñêîñòü âåêòîðîâ ā è b̄.
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Îòâåòû ê çàäà÷àì.

1.1.1.

1)

(
−1 −14

8 2

)
; 2)

10 0

−1 1

−6 −9

 ; 3)

(
21 7 6

−5 6 −8

)
;

4)

(
5 3

0 17

)
; 5)

(
0 −1 −5

26 11 23

)
; 6)

5 8 5

8 19 8

5 8 5

 ;

7)

 2 −6 −2

−2 6 2

4 −12 −4

 ; 8)


4 −4 1 1

1 −2 1 0

1 −6 4 −1

3 2 −3 2

 .

1.1.2.

1)

9 0 0

0 9 0

0 0 9

 ; 2)

−1 2 −2

0 −3 6

8 −4 −5

 ; 3)

(
cosnα sinnα

− sinnα cosnα

)
; 4)

(
λn nλn−1

0λn

)

1.1.3. 1)

1 4 0

0 1 0

1 4 0

 ; 2)

18 18 18

18 18 18

18 18 18

 . 1.1.4. 1)

(
3 1

−4 −1

)
; 2)

1 1 5

0 1 6

0 0 1

 .

1.1.6. 1)×åòíàÿ; 2)íå÷åòíàÿ; 3)íå÷åòíàÿ; 4)÷åòíàÿ; 5)íå÷åòíàÿ. 1.1.7.

1)11; 2)-26; 3)-46; 4)-78; 5)14. 1.1.10. 1)-1; 2)43; 3)-77; 4)144; 5)-138.
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1.1.11. 1)-5; 2)18; 3)7; 4)0; 5)198; 6)-8.

1.1.12. 1)

(
1 −3

4 2

)
; 2)

(
−4 −6

−3 −5

)
; 3)

1

19

 1 −1 −3

9 10 11

−13 −25 −18

 ;

4)
1

63

 12 11 −5

−21 7 14

22 −5 8

 ; 5)
1

4

 19 −1 −11

−18 2 1

−11 10 7

 ; 6)


−1 3 −8 3

1 −2 4 −1

0 0 2 −1

0 0 1 −1

 .

1.1.13. 1)

−1 −1 −1

1 2 2

2 3 4

 ; 2)

1 −1 0

0 1 0

0 −1 1
3

 ; 3)


1
2 0 0

−3
2 1 −1

2

0 0 1
2

 ;

4)


4
3 0 −1

3 0

−1
3 0 1

3 0

1 1
2 −1

2 0

0 0 0 1
3

 ; 5)


−3 2 0 0

2 −1 0 0

8 −9
2 1 −3

2

−1 1
2 0 1

2

 .

1.2.1. 1)2; 2)3; 3)2; 4)3; 5)2; 6)3. 1.2.2. 1)2; 2)3; 3)3; 4)4. 1.2.3. 1)(-

1,1); 2)(1,2); 3)(2,-1,1); 4)(1,2,-1); 5)(3,2,1); 6)(1,3,0,1). 1.2.4. 1)x = y =

t, z = −2t; 2)x = y = z = t; 3)x = z = t, y = −2t; 4)x1 = t1 + 10t2, x2 =

t1 + 7t2, x3 = t1, x4 = 2t2; 5)x1 = 0, x2 = x4 = t, x3 = −t; 6)x1 =

−2t1 − 3t2, x2 = t1, x3 = t2, x4 = 0. 1.2.5. 1)x1 = −4 + 3t1 − 2t2, x2 =

3 − 2t1 + t2, x3 = t1, x4 = t2; 2)x1 = t1, x2 = t2, x3 =
t1 − 9t2 − 2

11
, x4 =

−5t1 + t2 + 10

11
; 3)x1 =

2

3
t1 +

1

24
t2 −

1

3
, x2 = t1, x3 = −11

8
t2, x4 = t2;

4) Ñèñòåìà íåñîâìåñòíà; 5)x1 = −2 − t, x2 = t, x3 = 2 + t, x4 = 1;

6)x1 = x3 = −1 − 5t, x2 = 6t, x4 = 1 + 7t; 7)x1 = 3, x2 = 2, x3 = 1;

8)x1 = t1, x2 = t2, x3 = 13, x4 = 19− 3t1 − 2t2, x5 = −34.

2.1.2. (0, 0, 0), (1,−7,−3); 2.1.3. x = 0, 1,
3

2
; 2.1.4.

λ = 0, β = −1, γ = −4; 2.1.5. l̄(1, 1, 1), m̄(0, 2, 0), n̄(0, 1, 1);

2.1.6. BD(−1, 1), CO(−1

2
,−1

2
), KD(−1,

1

2
); 2.1.7.

47

СА
РА
ТО
ВС
КИ
Й ГО

СУ
ДА
РС
ТВ
ЕН
НЫ
Й УН

ИВ
ЕР
СИ
ТЕ
Т И
МЕ
НИ

 Н
. Г

. Ч
ЕР
НЫ
ШЕ
ВС
КО
ГО



AB

(
1

2
,−1

2

)
, BC

(
1

2
,
1

2

)
, CD

(
−1

2
,
1

2

)
, DA

(
−1

2
,−1

2

)
;

2.1.8. AM

(
1

2
, 0

)
, AO

(
1

3
,
1

3

)
, MO

(
−1

6
,
1

3

)
;

2.1.9. EF =
m̄+ p̄

2
= −n̄+ q̄

2
; 2.1.10.

AB

(
3

5
,−2

5

)
, BC

(
2

5
,
2

5

)
, CD

(
−2

5
,
3

5

)
, DA

(
−3

5
,−3

5

)
;

2.1.11. AC

(
1

3
, 1

)
, AO

(
1

4
,
3

4

)
, AS(0,

3

2
);

2.1.12. 1)AB(−1, 1, 0), BC(0,−1, 1), AC(−1, 0, 1);

2)KL

(
−1

2
,
1

2
, 0

)
, PQ

(
−1

2
,−1

2
, 0

)
, CN

(
1

2
,
1

2
,−1

)
, MP

(
1

2
, 0, 0

)
,

KQ

(
−1

2
,
1

2
,
1

2

)
; 3)OS

(
1

3
,
1

3
,
1

3

)
, KS

(
−1

6
,
1

3
,
1

3

)
. 2.1.13.

OM

(
n

m+ n
,

m

n+m

)
; 2.1.14.

( ∣∣AC∣∣∣∣AB∣∣+ ∣∣AC∣∣ ,
∣∣AB∣∣∣∣AB∣∣+ ∣∣AC∣∣

)
;

2.1.18. A(0, 0), B(0, 1), C

(
1

4
, 1

)
, D(1, 0), M

(
1

5
,
4

5

)
, S

(
0,

4

3

)
;

2.1.19. C(1, 1, 0), B1(1, 0, 1), C1(1, 1, 1), K

(
1

2
, 0, 1

)
, L

(
1, 1,

1

2

)
,

M

(
1

2
,
1

2
, 1

)
, N

(
1

2
, 0,

1

2

)
, O

(
1

2
,
1

2
,
1

2

)
; 2.1.20. D(x1 − x2 + x3, y1 −

y2 + y3);

2.2.1. 1)
3√
2
; 2)-21; 3)5; 4)-6; 2.2.2. 1)3; 2)-1; 2.2.3. 1)0;

2)arccos

(
− 3√

10

)
; 2.2.4. 1)10; 2)5; 2.2.5. 1)22; 2)-1; 2.2.6.

1)arccos

(
5

9

)
; 2)180◦; 2.2.7. 1)5

√
2; 2)2; 2.2.8. 1) (-25,-20,5); 2)11,

3)-28; 2.2.11. −3

2
; 2.2.12. 1)0; 2)-4; 3)2; 2.2.13. 1)

√
|b̄|2 + |c̄|2 − 2(b̄, c̄);

2)
1

2

√
|b̄|2 + |c̄|2 + 2(b̄, c̄); 3)

1

2

√
|b̄|2|c̄|2 − (b̄, c̄)2; 2.2.16. 5

√
2 è 10,

45◦; 2.2.17. AB = 6, AC = 4
√
3, BC = 2

√
3, ∠A = 30◦, ∠B =

90◦, ∠C = 60◦; 2.2.18. 3 è 5, îñòðûé óãîë � arccos

(
4

5

)
; 2.2.22.

λ =
CA2

CB2
; 2.2.23. (1,-1,3); 2.2.24. Óãîë ïðè âåðøèíå arccos

(
4

5

)
;
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2.2.25. Îñòðûé óãîë arccos

(
|m2 − n2|√

M 4 + n4 − 2m2n2 cos 2α

)
; 2.2.26. 1)(

m2 + n2 −mn

nm

) 1
2

; 2)
√
m ÷

√
n; 3) arcsin

(
mn

m2 + n2 −mn

) 1
2

; 2.2.27.

4; 2.2.30. arccos

(
1√
3

)
, 60◦; 2.2.31. 1) (11,19,-7); 2) (0,0,0); 2.2.32. 1)

2[b̄, ā]; 2) [ā, b̄] + 4[b̄, c̄] +
9

2
[c̄, ā]; 2.2.33. λ = ±

√
3; 2.2.34. S =

5

2

√
3,

âûñîòû � 5
√

3/14,
5√
3
, 5
√

3/14; 2.2.35. 18; 2.2.36. Äâà ðåøåíèÿ:

± 1√
14

(1,−2,−3); 2.2.39. 1)0; 2)-23; 2.2.40. 1)Äà; 2)Íåò; 2.2.41.

λ = 3, λ = −4; 2.2.42. Îáúåì �
1

3
, âûñîòà �

1√
30

; 2.2.43. 5
√
3.
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