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1 Лабораторная работа:
Дискретизация аналоговых
сигналов

1.1 Краткие теоретические сведения

1.1.1 Введение

Современная радиосязь становится цифровой, поэтому и радиофизика, как при-
кладная наука, призванная разрабатывать новые методы и новые устройства свя-
зи, все больше и больше занимается цифровыми сигналами и методами их об-
работки. Цифровая обработка сигналов включает в себя преобразование анлого-
вых сигналов в цифровые, преобразование цифровых сигналов (цифровая филь-
трация), а также обратное преобразование цифровых сигналов в аналоговые. В
настоящей лабораторной работе рассматриваются вопросы аналогово-цифрового и
цифро-аналогового преобразования и исследуются связанные с этим эффекты.

1.1.2 Типы сигналов

Выделяют следующие типы сигналов, которым соответствуют определенные фор-
мы их математического описания. Аналоговый сигнал y(t) (рис. 1.1) является
непрерывной функцией времени. В этом случае как значения аргумента (t), так и
самого сигнала (y) являются вещественными числами, непрерывно заполняющими
некоторые интервалы: y ∈ [y1; y2], t ∈ [t1; t2]. Если интервалы значений сигнала

Рис. 1.1: Аналоговый сигнал

4

Са
ра
то
вс
ки
й г
ос
уд
ар
ст
ве
нн
ый

 ун
ив
ер
си
те
т и
ме
ни

 Н
. Г

. Ч
ер
ны
ше
вс
ко
го



Рис. 1.2: Дискретный сигнал

или времени, на котором он рассматривается, не ограничены, то по умолчанию они
принимаются равными от -∞ до +∞. Пример математической записи аналогового
сигнала: y(t) = 4.8 exp (−(t− 4)2/2.8). Графического отображения данного сигнала
приведено на рис.1.1. Источниками аналоговых сигналов, как правило, являются
физические процессы и явления, непрерывно меняющиеся во времени и/или в про-
странстве.

Дискретный сигнал y(n) является непрерывной функцией дискретного аргу-
мента, когда область значений принадлежит к множеству вещественных, а область
определения - к множеству целых чисел: y ∈ R (y - вещественное число), n ∈ Z
(n - целое число). Иными словами, дискретный сигнал представляет собой набор
(последовательность) отсчетов некоторой величины, измеренной в дискретные мо-
менты времени. Интервал времени τ между двумя последовательными отсчета-
ми называется шагом дискретизации, а обратная шагу дискретизации величина
(fd = 1/τ) - частотой дискретизации или частотой Найквиста. Дискретный сигнал
можно получить из аналогового посредством процедуры дискретизации во време-
ни. В этом случае то дискретный сигнал представляет собой последовательность
отсчетов, значения которых в точности равны значениям исходного аналогового
сигнала в моменты времени, отстоящие на шаг дискретизации:

yd(n) = y(nτ)

Пример дискретизации аналогового сигнала, приведенного на рис.1.1, представлен
на рис. 1.2.

Цифровой сигнал - сигнал C(n), дискретный, как по значениям, так и по вре-
мени: C ∈ Z, n ∈ Z. То есть, в случае цифрового сигнала и область определения
и область значений принадлежат к множеству целых чисел. Цифровой сигнал мо-
жет быть получен из дискретного сигнала посредством процедуры квантования по
уровню. Производится это следующим образом.

1. Выбирается величина шага квантования ∆y.

2. Формируется множество отсчетов сигнала Yi = i∆y, i - целое:

Q = {...Y−3, Y−2, Y−1, Y0 = 0, Y1, Y2, ...}
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Рис. 1.3: Цифровой сигнал

3. Исходный дискретный сигнал yd(n) замещается сигналом Y (n) следующим
образом. В каждый момент времени n выбирается значение Yi из множества
отсчетов Q, наиболее близкое к yd(n):

yd(n)→ Yi так что |Yi − yd(n)| ≤ |Yj − yd(n)| для всех j 6= i

4. Полученная последовательность отсчетов Yi(n) заменяется на последователь-
ность номеров отсчетов C(n) = i(n)

По существу, цифровой сигнал по своим значениям (отсчетам) является формализо-
ванной разновидностью дискретного сигнала при округлении отсчетов последнего
до определенного количества цифр, как это показано на рис.1.3. Таким образом,
для получения из аналогового сигнала дискретного необходимо последовательно
провести процедуру (а) дискретизации по времени и (б) квантования по уровню. В
результате, вместо непрерывного сигнала мы получаем дискретную последователь-
ность целых чисел C(n).

Большинство сигналов, с которыми приходится иметь дело при обработке дан-
ных, являются аналоговыми по своей природе, дискретизированными и квантован-
ными в силу методических особенностей измерений или технических особенностей
регистрации, т.е. преобразованными в цифровые сигналы. Но существуют и сиг-
налы, которые изначально относятся к классу цифровых, как, например отсчеты
количества гамма-квантов, зарегистрированных по последовательным интервалам
времени.

1.1.3 АЦП и ЦАП

Устройство, преобразующее аналоговый сигнал в цифровой называется аналогово-
цифровым преобразователем (АЦП). В англоязычной литературе, а оттуда - и в
некоторой отечественной русскоязычной - используется абревиатура ADC (Analog-
to-Digital Converter). Обратное преобразование цифровых сигналов в аналоговые
выполняется цифро-аналоговым преобразователем, ЦАП (в англоязычной литера-
туре - Digital-to-Analog Converter, DAC). Сигнал на выходе ЦАП обычно имеет
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Рис. 1.4: Сигнал, восстановленный из цифрового при помощи ЦАП

ступенчатую форму, поэтому требует сглаживания, которое как правило выполня-
ется при помощи филтра нижних частот. На рис.1.4 показан типичный вид сигнала
после ЦАП.

АЦП последовательно выполняет две операции над аналоговым сигналом: дис-
кретизацию и квантование. Поэтому и основными характеристиками АЦП являют-
ся шаг дискретизации по времени τ и шаг квантования во уровню ∆y. В техни-
ческой документации вместо τ обычно используют обратную величину - частоту
дискретизации, которую измеряют в количестве выборок в секунду

[выб.
c

]
или в

герцах. Вместо шага квантования в описании АЦП уазывают связанную с ней ве-
личину - разрядность АЦП , под которой понимают число двоичных разрядов (k),
используемых для записи одного квантованного значения. Так например, предпо-
ложим, что АЦП является восьмиразрядным: k = 8. Тогда, оно может отобразить
28 = 256 целых чисел: от 0 до 255. Максимальная амплитуда сигнала на входе АЦП
(Ymax) является фиксированной и также указывается в его техническом описании.
Тогда весь динамический диапазон значений входного сигнала будет простираться
от −Ymax/2 до Ymax/2. Этот диапазон делится на 256 уровней, следовательно, шаг
квантования составит Ymax/256. Из рассмотренного примера понятна связь между
разрядностью АЦП k и шагом квантования ∆y:

∆y =
Ymax

2k

Характеристики АЦП: частота дискретизации и разрядность поределяют стои-
мость этого устройства. АЦП с высокой частотой дискретизации - достаточно доро-
ги. Поэтому, при выборе схемы обработки сигнала необходимо представлять, каки-
ми необходимыми характеристиками должен обладать АЦП, чтобы не привести к
необратимым искажениям сигнала. В данной работе будут рассматриваться только
эффекты, связанные с дискретизацией сигнала по времени, а вопросы квантования
оставлены пока без внимания.
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1.1.4 Связь между спектрами аналогового и дискретного
сигналов

Чтобы оценить те явления, которые возникают при дискретизации сигнала, удобно
перейти от временного представления сигналов к спектральному. Для этого рас-
смотрим сначала, как связаны спектры аналогового и дискретизованного сигналов.
Пусть нам дан некоторый непрерывный аналоговый сигнал x(t), которому соответ-
ствует функция спектральной плотности F (ω):

F (ω) =

∫ ∞
−∞

x(t) exp (−ωt) dt

Построим другой сигнал y(t), представляющий собой выборку исходного сигнала
x(t) в дискретные моменты времени τ , 2τ , 3τ ,..., аналогично тому, как это показано
на рис.1.2. Для того, чтобы выражение для y(t) можно было записать аналитически,
введем вспомогательную функцию единичного бесконечно короткого импульса

ξ(t) =

{
1 при t = 0
0 при t 6= 0

Тогда дискретизованный сигнал можно записать аналитически:

y(t) =
∞∑

n=−∞

x(t)ξ(t− nτ) (1.1)

Видно, что y(t) отличен от нуля лишь в моменты времени, кратные шагу дискре-
тизации τ , причем в этом случае он равен исходному сигналу. Если мы попробуем
построить спектр от (1.1), то получим спектральную плотность, тождественно рав-
ную нулю. Это легко понять, если обратить внимание, что сигнал y(t) равен нулю
почти всюду, за исключением счетного числа точек. Чтобы обойти эту неприятность
введем вспомогательный сигнал

s(t) =
∞∑

n=−∞

x(t)δ(t− nτ) (1.2)

где δ(t) - знаменитая дельта функция Дирака, равная нулю везде, за исключени-
ем t = 0, где она обращается в бесконечность. Видно, что сигнал s(t) отличается
от дискретной выборки y(t) только своей амплитудой - она у него бесконечно ве-
лика. Однако, как мы знаем, свойства спектра не зависят от амплитуды сигнала,
поскольку интегральное преобразование Фурье - линейная операция. Поэтому фор-
ма спектра для сигнала s(t) будет совпадать с формой спектра для сигнала y(t),
при том, что величина этого спектра, как мы увидим далее, будет ненулевой.
Итак, построим функцию спектральной плотности для выборки s(t) и сравним

ее с F (ω):

Fs(ω) =

∫ ∞
−∞

x(t)

[
∞∑

n=−∞

δ(t− nτ)

]
exp (−jωt) dt (1.3)
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Функция ϕ(t) =
∑∞

n=−∞ δ(t−nτ) представляет собой периодическую последователь-
ность дельта функций с периодом τ . Следовательно, она может быть представлена
в виде ряда Фурье:

ϕ(t) =
∞∑

k=−∞

Ck exp

(
j

2π

τ
kt

)
(1.4)

Коэффициенты Ck можно найти, используя известное соотношение между спек-
тральной плотностью одиночного импульса (в данном случае δ(t)) и коэффициен-
тами ряда Фурье периодической последовательности таких импульсов (ϕ(t)):

Ck =
1

τ
Fδ

(
2π

τ
k

)
=

1

τ

Подставляя (1.2) в (1.1) и меняя порядок суммирования и интегрирования, полу-
чим:

Fs(ω) =
1

τ

∞∑
k=−∞

∫ ∞
−∞

x(t) exp

(
−j
[
ω − 2π

τ
k

]
t

)
dt

Выражение под интегралом представляет собой ни что иное, как спектральную
плотность сигнала x(t) на частоте ω − 2π

τ
k. Поэтому, окончательно получаем:

Fs(ω) =
1

τ

∞∑
k=−∞

F

(
ω − 2π

τ
k

)
(1.5)

Таким образом, из (1.5) видно, что спектр дискретизованного с равномерным шагом
τ сигнала представляет собой “наложение” на спектр аналогового сигнала F (ω) его
копий, сдвинутых на частоты, кратные частоте дискретизации ωd = 2π/τ . Отсюда
можно сделать несколько важных для практического приложения выводов:

1. Спектр дискретного сигнала - есть периодическая функция частоты с перио-
дом, равным частоте дискретизации. Поэтому такой спектр имеет смысл из-
мерять в полосе частот от 0 до ωd: на других частотах он повторяется.

2. Если спектр аналогового сигнала ограничен сверху частотой ωh, причем 2ωh ≤
ωd, то спектр дискретизованного сигнала будет представлять собой периоди-
ческое продолжение спектра аналогового сигнала (рис.1.5b ).

3. Если спектр аналогового сигнала имеет сколь угодно высокие частоты или же
он ограничен сверху частотой ωh, но при этом частота дискретизации меньше
удвоенной граничной частоты спектра 2ωh > ωd, спектр периодического сиг-
нала буде представлять собой наложение на спектр F (ω) его копий; при этом
будеи происходить перекрытие частей спектра как это показано на рис. 1.5c.

Из второго и третьего пунктов можно сделать важный вывод: для того, чтобы
спектр дискретизованного сигнала не искажался за счет наложения, необходимо,
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dω ωd ωdωd
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h h

ω ωωω dddd
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F

F

(a)

(b)

(c)

Рис. 1.5: Спектр аналогового сигнала (a) и спектры дискретизованного сигнала: (b)
если 2ωh < ωd и (c) если 2ωh > ωd
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чтобы частота дискретизации была как минимум вдвое выше максимальной ча-
стоты в спектре аналгового сигнала. Данное правило называют критерием Ко-
тельникова (а в англоязычной литературе - критерием Найквиста).

Итак, рассмотрев свойства спектра дискретизованного сигнала, мы определили
условие для шага дискретизации, то есть нашли значение минимальной частоты
выборки АЦП, которое достаточно для обработки сигналов с определенным харак-
тером спектра. Что произойдет, если данный критерий не будет выполнен? В этом
случае, как это следует из рисунка 1.5c произойдет перекрытие спектра с собствен-
ным периодическим продолжением, таким образом, что низкочастотные составля-
ющие спектра накладываются на высокочастотные составляющие. Такое явление
называют “просачиванием” высокочастотных компонент спектра в область низких
частот (в англоязычной литературе - aliasing). Предположим, что при записи аку-
стического сигнала оркестра в помещении от какого-то устройства присутствует
ультразвуковой сигнал с частотой 30 кГц. Запись выполняется с дискретизацией
сигнала на выходе микрофона со стандартной частотой 44.1 кГц. При прослушива-
нии такой записи с использованием ЦАП мы услышим шумовой сигнал на частоте
30 − 44.1/2 ≈ 8 кГц. Восстановленный сигнал будет выглядеть так, как если бы
частоты, лежащие выше половины частоты дискретизации, зеркально от нее отра-
зились в нижнюю часть спектра и сложились с присутствующими там гармоника-
ми. Это так называемый эффект появления ложных (кажущихся) частот. Эф-
фект аналогичен всем известному эффекту обратного вращения колес автомобиля
на экранах кино и телевизоров, когда скорость их вращения начинает превышать
частоту смены кадров. Для предотвращения появления ложных частот следует по-
вышать частоту дискретизации или ограничить спектр сигнала перед оцифровкой
фильтрами нижних частот, которые пропускают без изменения все частоты ниже
частоты среза и подавляют в сигнале частоты выше частоты среза. Частота среза
анти-алиасинговых фильтров устанавливается равной половине частоты дискрети-
зации.

1.1.5 Восстановление аналогового сигнала из его
равномерной выборки

Можно ли восстановить аналоговый сигнал из его выборки, произведенной с рав-
номерным шагом? На первый взгляд ответ должен быть отрицательным: ведь при
дискретизации необратимо теряется информация о значениях сигнала в моменты
времени, промежуточные между точками выборки. Однако, оказывается, что та-
кое восстановление возможно, если шаг дискретизации удовлетворяет критерию
Найквиста. Действительно, если мы выберем интервал дискретизации достаточно
малым, спектр сигнала в основной полосе не будет искажаться за счет эффекта на-
ложения. Следовательно, если отфильтровать основную часть спектра, лежащую в
полосе частот от 0 до 0.5ωd, мы получим в точности спектр исходного аналогового
сигнала. Поскольку процедура расчета спектра и процедура восстановления сиг-
нала из спектра (прямое и обратное преобразование Фурье) - взаимнооднозначны,
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то и исходный аналоговый сигнал может быть полностью восстановлен. Покажем
как можно осуществить процесс восстановления аналогового сигнала из дискретной
выборки.

Пусть x(t) - сигнал с ограниченным спектром: его спектр содержится в полосе
частот от нуля до ωh. Пусть, также xd(n) - его выборка с шагом дискретизации
τ , которому соответствует частота дискретизации ωd = 2π/τ . Предположим так-
же, что выбор шага дискретизации соответствует критерию Найквиста: ωd ≥ 2ωh.
Запишем выражение сигнала через обратное преобразование Фурье от функции
спектральной плотности:

x(t) =
1

2π

∫ ∞
−∞

F (ω) exp (jωt) dω

Поскольку, в силу критерия Найквиста, весь спектр сигнала содержится в полосе
от −0.5ωd до 0.5ωd, пределы в интеграле можно заменить:

x(t) =
1

2π

∫ 0.5ωd

−0.5ωd

F (ω) exp (jωt) dω (1.6)

Теперь, пойдем на небольшую хитрость - заменим в формуле (1.6) функцию F (ω) на
ее периодическое продолжение F1(ω) = F (ω) если ω ∈ [−0.5ωd; 0.5ωd] и F1(ω+ωd) =
F1(ω):

x(t) =
1

2π

∫ 0.5ωd

−0.5ωd

F1(ω) exp (jωt) dω (1.7)

Данная замена правомерна, поскольку на интервале интегрирования обе функции
совпадают. С другой стороны, F1(ω), в отличие от F (ω) - периодическая функция
частоты, с периодом, равным ωd. Следовательно, ее можно разложить в ряд Фурье:

F1(ω) =
∞∑

k=−∞

Ck exp

(
j

2πk

ωd
ω

)
(1.8)

Теперь подставим (1.8) в (1.7) и поменяем местами последовательность суммирова-
ния и интегрирования:

x(t) =
1

2π

∞∑
k=−∞

Ck

∫ 0.5ωd

−0.5ωd

exp

(
jω

[
t+

2πk

ωd

])
dω (1.9)

Интеграл в (1.9) легко берется:

x(t) =
1

2π

∞∑
k=−∞

CkωdSinc (0.5tωd + πk) (1.10)

Чтобы найти неизвестные коэффициенты Ck подставим в (1.10) t = −2πn
ωd

:

x

(
−2πn

ωd

)
=

1

2π

∞∑
k=−∞

CkωdSinc (πk − πn) (1.11)
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Так как функция Sinc (πk − πn) отлична от нуля только при n = k и равна в этом
случае единице, то:

Ck = 2πx (−kτ)

и

x(t) =
2π

τ

∞∑
k=−∞

x (kτ)Sinc

(
πt

τ
− πk

)
(1.12)

Правая часть формулы (1.12) называется рядом Котельникова. В соответствии с
ней, значение аналогового сигнала в любой момент времени t мож-
но восстановить по значениям, выбранным с равномерным шагом τ ,
если шаг дискретизации удовлетворяет критерию Найквиста. Данное
утверждение носит название теоремы Котельникова.

1.1.6 Дискретизация полосовых сигналов.

Для дискретизации непрерывных полосовых сигналов, нижняя частота спектра ко-
торых отлична от нуля, можно использовать метод, известный как полосовая дис-
кретизация. Полосовая дискретизация в литературе упоминается под различными
другими названиями, такими как дискретизация ПЧ, гармоническая дискретиза-
ция, суб-найквистовская дискретизация и дискретизация с пониженной частотой.
Когда ширина спектра и центральная частота непрерывного входного сигнала поз-
воляют, полосовая дискретизация не только дает возможность снизить требуемое
быстродействие АЦП по сравнению с традиционной низкочастотной дискретизаци-
ей, но и уменьшает объем памяти, необходимый для хранения сигнала на заданном
интервале.

В качестве примера рассмотрим дискретизацию сигнала с ограниченным спек-
тром, показанного на рисунке 1.6а, у которого спектр сигнала находится в полосе
частот шириной ∆f = 5 МГц и локализован в окрестности центральной частоты
спектра fc = 20 Мгц (рис.1.6a). Заметим, полный спектр сигнала, как это следует из
свойств спектра вещественных сигшналов, состоит из гармоник на положительных
частотах и зеркально симметричных им гармоник на отрицательных частотах. Для
дискретизации такого сигнала, в соответствии с критерием Наквиста (дискретиза-
ция с частотой, превышающей в 2 раза наивысшую частоту в спектре сигнала), нам
нужно АЦП с частотой выборки более 45 Мгц. Оказывается, однако, что для по-
лосовых сигналов можно использовать АЦП и с меньшей частотой дискретизации.
Рассмотрим, что произойдет, если частота дискретизации будет равна fd = 17.5
МГц, как показано на рисунке 1.6b. Из рисунка хорошо видно, за счет чего удается
избежать наложения - копии основной части спектра “промахиваются” относитель-
но нее, попадая в те частотные области, где спектральные компоненты фнфлогового
сигнала отсутствуют. Действительно, область основной части спектра, располога-
ющаяся в полосе частот около частоты −fc “копируется” в области около частот
fd − fc = 2.5 МГц и 2fd − fc = 15 Мгц. Аналогично этому, область основной части
спектра, распологающаяся в полосе частот около частоты fc “копируется” в области
около частот fc− fd = −2.5 МГц и fc− 2fd = −15 Мгц. Дискретизация не приводит
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Рис. 1.6: Пример полосовой дискретизации

к наложению, но переносит спектр сигнала в область низких частот и зеркально
отражает его.

Из рассмотренного примера ясно, что можно выбрать такую частоту дискрети-
зации, не удовлетворяющую критерию Найквиста, что наложения спектра на про-
изойдет. В то же время, понятно, что при других частотах (к примеру fd = 14 Мгц)
наложение будет иметь место. Каким образом следует выбирать частоту полосовой
дискретизации? Проведем формальное рассмотрение этого вопроса.

Пусть спектр аналогового сигнала является полосовым, то есть заключен в об-
ласти положительных частот между fA > 0 и fB > fA. Обозначим центральную
частоту спектра fc = (fB + fA)/2 и его ширину ∆f = fB − fA. В области отри-
цательных частот соответственно будет находиться зеркальное отражение “поло-
жительного” спектра в диапазоне частот −fB ≤ f ≤ −fA. Рассмотрим “размноже-
ние” отрицательной полосы спектра при дискретизации с частотой fd (размножение
положительной полосы будет происходить симметричным образом). За счет дис-
кретизации в спектре появятся копии отрицательной полосы спектра на частотах
−fB + fd ≤ f ≤ −fA + fd, −fB + 2fd ≤ f ≤ −fA + 2fd, −fB + 3fd ≤ f ≤ −fA + 3fd....
Предположим, внутри диапазона частот, занимаемого спектром аналогового сигна-
ла −fB ≤ f ≤ fB помещается k копий отрицательной полосы спектра. Это значит,
что k-ая копия располагается в диапазоне частот −fB + kfd ≤ f ≤ −fA + kfd. Что-
бы не было перекрытия с положительной полосой спектра (fA ≤ f ≤ fB), нужно,
чтобы верхняя частота копии −fA + kfd была меньше нижней частоты основной
полосы fA:

−fA + kfd ≤ fA (1.13)

С другой стороны, следующая копия с номером k + 1 должна “перескочить” через
основную полосу, не пересекаясь с ней. Это означает, что нижняя граница диапа-
зона частот этой копии −fB + (k + 1)fd должна быть выше, чем верхняя граница

14

Са
ра
то
вс
ки
й г
ос
уд
ар
ст
ве
нн
ый

 ун
ив
ер
си
те
т и
ме
ни

 Н
. Г

. Ч
ер
ны
ше
вс
ко
го



диапазона частот основной полосы fB:

−fB + (k + 1)fd ≥ fB (1.14)

Подставляя в неравенства (1.13) и (1.14) значения fA = fc−∆f/2 и fB = fc+∆f/2, и
объединяя их в одно, получим критерий “правильности” выбора частоты полосовой
дискретизации:

2fc + ∆f

k + 1
≤ fd ≤

2fc −∆f

k
, (1.15)

где k - некоторое целое положительное число. Из (1.15) легко получить условие для
максимального значения k:

2fc + ∆f

kmax + 1
≤ 2fc −∆f

kmax
,

или:
0 < kmax ≤

fc
∆f
− 1

2
(1.16)

Таким образом, для рассмотренного нами случая на рис.1.6a, максимальное зна-
чение k составляет 20 МГц/5Мгц - 0.5 и составляет 3. Поэтому возможные згачения
k для полосовой дискретизации k = {1, 2, 3}. В первом случае (k = 1) частота дис-
кретизации должна лежать в диапазоне 22.5 ≤ fd ≤ 35 Мгц, во втором случае
(k = 2) - 15 ≤ fd ≤ 20 Мгц, а в третьем (k = 3) - 11.25 ≤ fd ≤ 13.33 Мгц
Спектр дискретных вещественных сигналов принято анализировать в диапазоне

частот от 0 до 0.5fd. Это связано со свойствами симметрии спектров дискретных
сигналов. Поэтому, при полосовой дискретизации, вместо набора “копий” основной
полосы спектра, цифровой анализатор спектра покажет нам только те его области,
которые лежат в данной полосе частот. Возвращаясь к рисунку 1.6b, мы увидим из
всей картинки только ту часть спектра, которая лежит в полосе частот шириной
8.75 МГц: то есть копию спектра аналогового сигнала, перенесенную в окрестность
частоты 2.5 МГц. Таким образом, полосовая дискретизация приводит к переносу
спектра в область низких частот, а также, к его возможному зеркальному отраже-
нию.

1.2 Экспериментальная установка

Экспериментальная установка предствляет собой компьютерную программу, со-
зданную в среде программирования Labview, которая позволяет моделировать ре-
гулярные и шумовые радиосигналы, проводить их дискретизацию по времени с
заданным равномерным шагом, строить спектры мощности аналогового и дискре-
тизованного сигналов, восстанавливать аналоговый сигнал из его дискретной вы-
борки, в соответствии с теоремой Котельникова. Функциональная схема изображе-
на на рис. 1.7 В установку входит генератор сигналов, позволяющий генерировать
амплитудно-модулированные колебания с гармонической огибающей:

x(t) = [1 +mA2(t)]A1(t) (1.17)

15

Са
ра
то
вс
ки
й г
ос
уд
ар
ст
ве
нн
ый

 ун
ив
ер
си
те
т и
ме
ни

 Н
. Г

. Ч
ер
ны
ше
вс
ко
го



Рис. 1.7: Функциональная схема установки для анализа процессов дискретизации

где A1,2 - сигналы несущей и огибающей: A1(t) = aΦ(t) + bξ(t), Φ(t) - радиосиг-
нал единичной амплитуды с базовой частотой ω0, форма сигнала выбирается из
следующего набора:

• гармонический сигнал,

• периодическая последовательность прямоугольных импульсов,

• периодическая последовательность треугольных импульсов,

• периодическая последовательность пилообразных импульсов;

bξ(t) - полосовой шум с интенсивностью b, спектр которого расположен в полосе ча-
стот от ω1 до ω2; A2(t) = cos Ωt. Сигнал от генератора подается на устройство дис-
кретной выборки, проводящей выборку сигнала с шагом τ : xd(n) = x(nτ). Спектр
обоих сигналов (аналогового и дискретного) рассчитывается посредством алгорит-
ма ДПФ и отображается на анализаторах спектра. Форма сигналов отображается
на экранах осциллографов. Устройство восстановления производт восстановление
аналогового сигнала из дискретной выборки. Результат восстановления отобража-
ется на экране осциллографа. Кроме того, рассчитывается относительная погреш-
ность восстановленного сигнала по сравнению с исходным,которая отображается на
цифровом индикаторе.

На рис.1.8 приведена передняя панель установки. На ней располагаются:
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Рис. 1.8: Вид передней панели установки для исследования дискретизации сигналов
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1. Основной генератор (Main Generator) - многофункциональный генератор, ко-
торый формирует четыре формы сигнала. Он содержит следующие элементы
управления:

a) Signal choice – переключатель формы выходного сигнала. Нажатием на
кнопку форма сигнала изменяется в последовательности синус – прямо-
угольник – треугольник – пилообразный сигнал.

b) Frequency – регулятор частоты в пределах выбранного диапазона от 0−
100 Гц. При вращении ручки по часовой стрелке происходит увеличение
частоты, против часовой стрелки – уменьшение.

c) Amplitude – регулятор амплитуды выходного сигнала от 0-5.

2. Генератор Шума (Noise Generator) - генерирует шумовой сигнал. Увели-
чивая амплитуду шума генератор начинает работать, при положении ручки в
крайнем левом положении – генератор выключен.

a) РучкаNoise choice изменяет тип шума: случайный белый шум (uniform)
и полосовой (bandwidth).

b) Ручки low fr. и high fr. задают полосу частот для полосового шума,
диапазон изменения нижней частоты от 0 − 30 Гц, верхней от 20 − 100
Гц.

c) Noise amplitude – регулятор амплитуды шума от 0 – 0.1.

3. Блок выбор шага дискретизации (Sampling) Данный блок осуществ-
ляет выбор шага дискретизации аналогового сигнала. При вращении ручки
Sampling по часовой стрелке мы увеличиваем шаг дискретизации от 0 до
0.05 и выше, что приводит к уменьшению частоты дискретизации. Частота
дискретизации отображается стрелочным индикатором Sampling Frequency

4. Генератор огибающей амплитудной модуляции (Modulation Generator)

a) modulation coeff. – регулятор изменения коэффициента модуляции от
0 до 100%.

b) modulation frequency – регулятор изменения частоты модуляции от 0.1
до 20 Гц.

5. Анализатор спектра аналогового сигнала (Analog Spectrum)

6. Анализатор спектра дискретного сигнала (Discrete Spectrum)

a) Регулятор Frequency позволяет задавать полосу частот для обзора на
экране анализаторов спектров.

b) Ручки Spectrum scale – выбирает масштаб расчета спектра: логариф-
мический или линейный.
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c) Метка белого цвета на экране анализатора отмечает положение критиче-
ской частоты Найквиста (половина частоты дискретизации).

d) Горизонтальный и вертикальный курсоры (желтого цвета) на экране ана-
лизатора позволяют проводить курсорные измерения.

7. Осциллограф 1 строит исходный сигнал (зеленая кривая) и дискретную
выборку (красные импульсы).

8. Осциллограф 2 строит дискретный сигнал (зелёная огибающая) и восста-
новленный сигнал (огибающая ярко-синего цвета).

a) Ручка X scale изменяет временной масштаб по оси абсцисс на первом и
втором осциллографе.

9. Стрелочный индикатор Uniform norm diff. показывает среднеквадратичную
относительную погрешность восстановленного сигнала из дискретного.

1.2.1 Ход работы

1. Исследование дискретизации низкочастотных сигналов.

a) Рассмотрите дискретизацию последовательности прямоугольных, треуголь-
ных, пилообразных импульсов. Установите амплитуду и частоту сигнала.
Увеличивая шаг дискретизации, следите за изменениями в спектре дис-
кретизованных колебаний, а также за их формой. Постройте характер-
ные виды спектров и сигналов. Экспериментально определите значение
минимальной частоты дискретизации.

b) Рассмотрите дискретизацию смеси гармонического сигнала и белого шу-
ма, смеси гармонического сигнала и полосового шума, выбрав диапазон
частот шума так, чтобы он не перекрывался с основным сигналом. Проил-
люстрируйте эффект наложения спектральных компонент шума на ком-
поненты сигнала при дискретизации.

2. Исследование восстановления сигнала из его дискретной выборки

a) Проведите исследование восстановления сигналов из дискретной выбор-
ки последовательности прямоугольных и треугольных импульсов в зави-
симости от шага дискретизации. Постройте характерные графики дис-
кретизованного и восстановленного сигналов для нескольких значений
частоты дискретизации. Постройте зависимость относительной погреш-
ности восстановления от частоты дискретизации.

b) Проведите исследование восстановления сигналов из дискретной выбор-
ки амплитудно-модулированных колебаний в зависимости от шага дис-
кретизации. Постройте характерные графики дискретизованного и вос-
становленного сигналов для нескольких значений частоты дискретиза-
ции. Постройте зависимость относительной погрешности восстановления
от частоты дискретизации.
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c) Проведите исследование восстановления сигналов из дискретной выбор-
ки белого и полосового шума. Постройте характерные графики дискрети-
зованного и восстановленного сигналов для нескольких значений частоты
дискретизации. Постройте зависимость относительной погрешности вос-
становления от частоты дискретизации.

3. Исследование полосовой дискретизации.

a) Проведите исследование дискретизации гармонического сигнала от ча-
стоты дискретизации. Постройте характерные спектры и графики коле-
баний для дискретизации, удовлетворяющей критерию Найквиста и не
удовлетворяющей этому критерию. Постройте зависимость частоты дис-
кретизованного сигнала (по его спектру) от частоты дискретизации.

b) Проведите исследование дискретизации амплитудно-модулированного сиг-
нала от частоты дискретизации. Постройте характерные спектры и гра-
фики колебаний для дискретизации, удовлетворяющей критерию Най-
квиста и не удовлетворяющей этому критерию. Постройте зависимость
частоты дискретизованного сигнала (по его спектру) от частоты дискре-
тизации.
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2 Лабораторная работа: Расчет
спектра мощности дискретных
сигналов

2.1 Краткие теоретические сведения

2.1.1 Введение

Среди множества методов анализа радиосигналов спектральные методы являются
наиболее распространенными. Под спектром аналогового сигнала x(t) зачастую по-
нимают получающуюся в результате интегрального преобразование Фурье (ИПФ):

F(ω) =

∫ ∞
−∞

x(t)e−jωtdt (2.1)

комплекснозначную функцию спектральной плотности F , зависящую от “круговой”
частоты ω. Эту функцию называют комплексным спектром сигнала, а ее модуль и
аргумент (фазу) соответственно - амплитудным и фазовым спектром. Квадрат мо-
дуля функции F(ω) можно интерпретировать как плотность энергии сигнала x(t),
приходящуюся на частоту ω. Действительно, если принять, что x2(t) - мощность
сигнала в момент времени t 1, а также, что в соответствии с равенством Парсеваля:∫ ∞

−∞
x2(t)dt =

∫ ∞
−∞
|F(ω)|2 dω (2.2)

то, значение
∫∞
−∞ |F(ω)|2 dω представляет собой полную энергию сигнала E. Следо-

вательно |F(ω)|2 = dE/dω.
Необходимо отметить, что формула (2.1) может быть использована лишь для

теоретического анализа простых и детерминированных сигналов, но никак не мо-
жет служить средством для практического построения спектров. Причины этого
заключаются в том, что:

• на практике невозможно наблюдать за сигналом сколь угодно долго, любые
измерения являются ограниченными во времени;

1на самом деле, если x - напряжение или ток какой либо электрической цепи, то x2(t) - величина
пропорциональная мощности с коэффициентом пропорциональности в виде проводимости или
сопротивления
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• если сигнал x(t) является случайным (а именно случайные сигналы представ-
ляют интерес для анализа), то и F(ω) оказывается случайной функцией часто-
ты, а следовательно она не будет соответствовать важнейшему свойству для
любых измеряемых характеристик - повторяемостью при сходных условиях
эксперимента;

• даже для сигналов конечной длительности, для расчета преобразования (2.1)
необходимы значения сигнала в бесконечном числе точек (бесконечное число
моментов времени).

Поэтому непосредственное использование (2.1) для анализа реальных сигналов невоз-
можно, однако F(ω) является исходной величиной для построения всех других спек-
тральных характеристик, применяемых на практике.

2.1.2 Дискретно-временное преобразование Фурье

Перейдем теперь от аналоговых сигналов к дискретным, то есть к сигналам, зна-
чение которых определено лишь в дискретные моменты времени tn = nτ , кратные
некоторому постоянному интервалу τ , называемому интервалом дискретизации:

x(n) = x(nτ), n = 0,±1,±2,±3, ...

Если этот интервал достаточно мал, то интеграл в (2.1) можно заменить на сумму:

F(ω) '
∞∑

n=−∞

x(nτ)e−jωnττ

Знак примерного равенства трансформируется в строгое равенство, если τ устре-
мить к нулю. Введем комплексную функцию F (ω) = F(ω)/τ . Кроме того, перейдем
от “обычной” частоты ω к безразмерной частоте ω̄, нормировав ω на частоту дис-
кретизаци fd = 1/τ : ω̄ = ωτ . Тогда, функция

F (ω̄) =
∞∑

n=−∞

x(n)e−jω̄n (2.3)

будет иметь характер комплексной спектральной плотности, зависящей от норми-
рованной частоты ω̄. Формула (2.3) носит название “дискретно-временное преобра-
зование Фурье (ДВПФ)”.

Также как и интегральное преобразование Фурье, выражение (2.3) трудно приме-
нить для построения спектров экспериментальных сигналов. Его используют обыч-
но для анализа спектров таких сигналов, форма которых может быть задана в виде
элементарных математических функций (например, sin(Ω̄n)и т.п.). Из (2.3) легко
вывести основные свойства ДВПФ:

1. Линейность:
F∑

i αixi
(ω̄) =

∑
i

αiFxi(ω̄)

αi - любые постоянные числа.
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2. Симметричность относительно нулевой частоты (для вещественных сигна-
лов):

F (−ω̄) = F ∗(ω̄)

.

3. Преобразование ДВПФ при смещении сигнала на постоянный интервал вре-
мени:

Fx(n−N)(ω̄) = Fx(n)(ω̄)e−jNω̄

Данное свойство очень важно для спектрального анализа. Из него следует, что
амплитудный спектр |F (ω̄)|, который в основном и интересует исследователей,
инвариантен к выбору начального момента времени, а фазовый - инвариантен
с точностью до любой линейной функции частоты.

4. Периодичность с периодом 2π: F (ω̄ + 2π) = F (ω̄).

5. Симметрия относительно частоты ω̄ = π (только для вещественных сигналов):
F (π − ω̄) = F ∗(π + ω̄).

Свойства (1) - (3) выполняются как для ИПФ, так и для ДВПФ, а вот свойства (4),
(5) - только для ДВПФ. Из них следует, что нет смысла измерять спектр во всем
диапазоне частот, а достаточно постоить его для интервала ω̄ ∈ [0 : π], посколь-
ку для остальных значений его легко получить при помощи свойств симметрии
и периодического продолжения. Отсюда: любые методы цифрового спектрального
анализа дают значения любых спектральных характеристик только в диапазоне
нормированных частот ω̄ ∈ [0 : π]. При этом, верхней граничной частоте диапа-
зона ω̄ = π на шкале “реальных” частот соответствует частота, равная половине
частоты дискретизации ω = 2πfd/2 .

2.1.3 Дискретное преобразование Фурье

Перейдем теперь от “идеализированных” сигналов к реальным, которые всегда име-
ют ограниченную длительность во времени n ∈ [0 : N − 1]. Из теоремы Котельни-
кова (см. раздел ) известно, что если аналоговый сигнал имеет ограниченный по
частоте спектр, то он может быть точно восстановлен по его дискретной выборке.
Это свойство, благодаря дуальности спектров и сигналов, может быть обращено
и на спектры, а именно: если сигнал является ограниченным по времени, то его
непрерывный спектр может быть точно восстановлен по дискретной выборке спек-
тра. Давайте докажем это свойство.

Рассмотрим сначала аналоговые, ограниченные во времени сигналы. Пусть ана-
логовый сигнал x(t) отличен от нуля только на ограниченном интервале времени:
x(t) 6= 0 при t ∈ [−T/2 : T/2], где T - длительность сигнала 2. Запишем для него

2здесь используется интервал, симметричный относительно нуля только потому, что для него все
выкладки осуществляются максимально просто; для интервала t ∈ [0 : T ] все спектральные
характеристики домножаются на соответствующий экспоненциальный множитель
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t

y(t)x(t)

−T/2T/2

Рис. 2.1: Сигнал x(t) и его периодическое продолжение y(t)

ИПФ, учитывая при этом, что за пределами указанного интервала времени сигнал
равен нулю:

F(ω) =

∫ T/2

−T/2
x(t)e−jωtdt (2.4)

Введем для сигнала x(t) его периодическое продолжение на всю временную ось,
продолжив его с периодом T (см. рис.2.1):

y(t) = x(t) если t ∈ [−T/2 : T/2]

y(t+ T ) = y(t)

Сигнал y(t) полностью совпадает с x(t) на интервале интегрирования, а значит
его можно поставить в формулу (2.4), которая при этом не изменится:

F(ω) =

∫ T/2

−T/2
y(t)e−jωtdt (2.5)

Поскольку y(t) - периодический сигнал, он может быть представлен в виде дискрет-
ного ряда Фурье:

y(t) =
∞∑

k=−∞

Cke
j 2π
T
kt (2.6)

Подставим это представление в формулу (2.5), поменяв местами суммирование и
интегрирование, и вынеся постоянные Ck за знак интеграла:

F(ω) =
∞∑

k=−∞

Ck

∫ T/2

−T/2
y(t)e−j(ω−

2π
T
k)tdt (2.7)

Интеграл в (2.7) легко берется, в результате чего получаем:

F(ω) = −T
∞∑

k=−∞

CkSinc

(
ωT

2
− πk

)
(2.8)
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Здесь под функцией Sinc обозначена хорошо известная в радиотехнике функция
sin(x)/x. Найдем теперь неизвестные коэффициенты Ck. Для этого подставим в
формулу (2.8) значение частоты, кратное частоте ω0 = 2π/T :

F(n
2π

T
) = −T

∞∑
k=−∞

CkSinc (πn− πk)

Вспомним, что функция Sinc(iπ) равна нулю для всех целых i = ±1, ±2, ±3 за
исключением i = 0, для которого она равна единице. Поэтому от всей суммы оста-
нется только одно слагаемое, соответствующее n = k:

F(n
2π

T
) = −TCn,

откуда:

Ck = − 1

T
F(k

2π

T
)

Подставляя его в (2.8) получим связь между значениями спектральной плотности
на любой частоте и значениями ее на дискретных частотах ωk = kω0:

F(ω) =
∞∑

k=−∞

F(k
2π

T
)Sinc

(
ωT

2
− πk

)
(2.9)

Таким образом, если сигнал является ограниченным во времени, его спектр од-
нозначно определяется значениями спектральной плотности в дискретном числе
точек ωk = kω0: Fk = F(kω0). Поэтому, на практике достаточно построить спектр
в этих точках. С этой (прикладной) точки зрения будем говорить, что спектр
ограниченных во времени сигналов является дискретным. Расстояние по частоте
между двумя соседними гармониками этого спектра равно ω0, поэтому, эту частоту
будем называть частотой разрешения спектра.
Вернемся теперь к дискретным сигналам x(n). Спектр дискретных сигналов огра-

ничен сверху по частоте частотой Найквиста ωd = 2π/τ . С другой стороны, ес-
ли сигнал ограничен во времени, то его спектр - дискретный с частотой ω0. По-
этому, для дискретного, ограниченного во времени сигнала x(n) = x(nτ), n =
0, ..., N − 1, спектр будет содержать ограниченное число гармоник на частотах:
0, ω0, 2ω0, ..., (N−1)ω0. Действительно, если мы разделим частотный интервал 2π/τ
на частоту разрешения 2π/T = 2π/Nτ , то получим, что спектр содержит N гармо-
ник.

Для нахождения этих гармоник, воспользуемся формулой (2.4), применив ее на
частоте ωk = kω0, заменив интеграл на интегральную сумму, и, приняв, что сгнал
x(nτ) отличен от нуля на интервале времени 0 ≤ t < Nτ :

F(kω0) '
N−1∑
n=0

x(nτ)e−jkω0nττ

25

Са
ра
то
вс
ки
й г
ос
уд
ар
ст
ве
нн
ый

 ун
ив
ер
си
те
т и
ме
ни

 Н
. Г

. Ч
ер
ны
ше
вс
ко
го



Обозначив X(k) = F(kω0)/τ , заменив знак примерного равенства на строгое ра-
венство (то есть считая интервал τ достаточно малым, и учтя, что ω0 = 2π/Nτ ,
получим выражение:

X(k) =
N−1∑
n=0

x(n)e−j2πkn/N (2.10)

которое используется для расчета спектров дискретных и ограниченных во вре-
мени сигналов. Оно получило название дискретное преобразование Фурье (ДПФ),
иногда его также называю дискретным рядом Фурье. Величина X(k) называется
амплитудой k−ой гармоники спектра. Индексу k соответствует физическая часто-
та ωk = 2πk/Nτ или нормированная частота ωk = 2πk/N . Таким образом, набор
Xk, k = 0, 1, ..., N − 1 будем в дальнейшем называть комплексным спектром дис-
кретного, ограниченного во времени сигнала x(n), модули этих величин |Xk|- его
амплитудным, а аргументы ϕk = arctan

(
ImXk
ReXk

)
- фазовым спектром.

Рассмотрим основные свойства ДПФ. Легко увидеть, что они повторяют свойства
ДВПФ:

1. Линейность:
X∑

i αixi
(k) =

∑
i

αiXxi(k)

αi - любые постоянные числа.

2. Симметричность относительно нулевой частоты (для вещественных сигна-
лов):

X(−k) = X∗(k)

.

3. Преобразование ДПФ при смещении сигнала на постоянный интервал време-
ни:

Xx(n−n0)(k) = Xx(n)(k)e−j2πkn0/N

4. Периодичность с периодом N : X(k +N) = X(k).

5. Симметрия относительно гармоники N/2 (только для вещественных сигналов,
и если N - четное): F (N

2
− k) = F ∗(N

2
+ k).

Из свойства (5) следует, что для вещественных сигналов достаточно построить N/2
гармоник, а оставшиеся N/2 получаются из них с помощью свойства симметрии.
Поэтому большинство методов цифрового спектрального анализа по сигналу из N
отсчетов определяет N/2 гармонических составляющих спектра.
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2.1.4 Явление “растекания спектра”

Рассмотрим теперь проблему построения спектра для ограниченного во времени
сигнала с другой стороны. На практике мы обычно сталкиваемся с ситуацией, когда
исследуемый сигнал x(t) доступен для анализа в течение ограниченного интервала
времени T , меньшего, чем длительность самого сигнала. Данный интервал принято
называть временным окном. Как выглядит сигнал за пределами этого окна мы не
знаем. Соответственно, задача построения спектра x(t) не имеет однозначного ре-
шения: спектры будут разными в зависимости от продолжения сигнала за пределы
временного окна. В этом случае, принято использовать в качестве такой интер-
поляции периодическое продолжение с периодом T , что позволяет применить для
построения спектра дискретизованного сигнала описанное в предыдущем разделе
дискретное преобразование Фурье. При этом, результат спектрального анализа бу-
дет существенным образом зависеть от длительности временного окна. Рассмотрим
эту зависимость подробнее.

Выберем для простоты гармонический сигнал x(t) = cos(Ωt), функция спек-
тральной плотности для которого, как легко подсчитать представляет собой сумму
дельта-функций Дирака:

F(ω) = δ(ω − Ω) + δ(ω + Ω)

Пусть временное окно, в течение которого сигнал доступен для наблюдения, имеет
длительность T . Выберем его для упрощения выкладок симметрично относительно
нулевого момента времени: введем функцию временного окнаW (t), равную единице
на интервале наблюдения и равную нулю вне его:

W (t) =

{
1 t ∈ [−T/2 : T/2]
0 t /∈ [−T/2 : T/2]

(2.11)

Наблюдаемый сигнал y(t) есть исходный сигнал x(t), умноженный на функцию
окна: y(t) = x(t)W (t). Построим спектр наблюдаемого сигнала y(t):

Fy(ω) =
T

2

(
Sinc

(
(ω − Ω)

T

2

)
+ Sinc

(
(ω + Ω)

T

2

))
(2.12)

Так как спектр симметричен относительно нулевой частоты, ограничимся областью
положительных частот: F+

y (ω) = T
2
Sinc

(
(ω − Ω)T

2

)
. Характерная форма спектра

показана на рис.2.2b: максимальное значение спектральной плотности достигается
на частоте Ω. “Горб” функции Fy(ω) на этой частоте назывется “основным лепест-
ком”. Величина (амплитуда) основного лепестка прямо пропорциональна длитель-
ности временного окна T . Основной лепесток ограничен справа и слева “нулями”
функции спектральной плотности на частотах Ω + 2π/T и Ω − 2π/T . При неогра-
ниченном увеличении длительности временного окна T → ∞ амплитуда лепестка
стремится к бесконечности, а его ширина - к нулю, и спектральная плотность ста-
новится все больше и больше похожа на дельта функцию F+

y (ω)→ δ(ω−Ω). Кроме
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t

T

(a)

(b)

ωΩ

T

F

Ω+2π/T

TΩ+4π/

Ω−2π/T

Ω−4π/

δ(ω−Ω)

Рис. 2.2: Гармонический сигнал во временном окне (a) и его функция спектральной
плотности (b)
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основного лепестка спектр содержит также “боковые лепестки”, которые примыка-
ют к основному. Их ширина равна 2π/T , а амплитуда быстро спадает по отноше-
нию к амплитуде основного лепестка с увеличением номера: 2/3π, 2/5π, 2/7π, ...,
2/(1 +M)π, ... (M - номер лепестка).
Перейдем теперь от спектральной плотности к дискретному спектру, то есть к

спектру периодического продолжения сигнала x(t) с периодом, равным длительно-
сти временного окна. Этот спектр представляет собой набор гармоник на частотах
ωk = 2πk/T , k = 0, 1, 2, ..., величина которых пропорциональна спектральной плот-
ности Fy(ω). Здесь нужно различить два характерных случая:

1. Длительность временного окна кратна периоду сигнала:

T = m
2π

Ω
(2.13)

m - целое число. Из (2.13) следует, что гармоника спектра с номером k =
m точно приходится на базовую частоту периодического сигнала Ω: ωm =
2πm/T = Ω (см. рис.). Все же остальные гармоники, соответствующие ча-
стотам ωm±1 = Ω ± 2π/T , ωm±2 = Ω ± 4π/T , ωm±3 = Ω ± 6π/T , ... попадают
в “нули” функции спектральной плотности и, соответственно, их амплитуда
оказывается равной нулю. Таким образом, спектр сигнала в данном случае
содержит единственную гармонику на частоте Ω, то есть качественно совпа-
дает со спектром исходного сигнала x(t).

2. Длительность временного окна не равна целому числу периодов сигнала x(t):

T = m
2π

Ω + ∆Ω
(2.14)

m - целое число, ∆Ω � Ω - малая добавка к частоте. В этом случае, ни
одна из гармоник ωk не попадает точно на значение частоты Ω, ближайшая
к ней гармоника с номером m соответствует частоте Ω + ∆Ω. Кроме того,
остальные гармоники ωm±1 = Ω + ∆Ω± 2π/T , ωm±2 = Ω + ∆Ω± 4π/T , ωm±3 =
Ω+∆Ω±6π/T , ... также “промахиваются” мимо нулей функции спектральной
плотности на ту же величину ∆Ω. Поэтому спектр анализируемого сигнала
будет содержать основную гармонику на частоте Ω+∆Ω, а также бесконечное
множество дополнительных (боковых) гармоник на частотах Ω + ∆Ω± 2kπ/T
.

Итак, дискретный спектр одного и того же сигнала кардинальным образом ме-
няется при небольшом изменении длительности временного окна. Оптимальным
является такой выбор временного окна, когда его длительность составляет целое
число периодов сигнала. В этом случае окно не искажает вид спектра. Отчего так
происходит? Это легко понять, если вспомнить, что дискретный спектр строится
по периодическому продолжению сигнала. Легко увидеть (рис.), что если период
этого продолжения составляет целое число периодов сигнала - продолженный сиг-
нал совпадает с истинным. Если же нет - то на граничных точках периодического
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продолжения возникают разрывы. В результате сигнал y(t) более не является ко-
пией сигнала x(t), а значит и вид его спектра будет отличаться от вида спектра
исходного сигнала:

• он будет содержать дополнительные гармонические составляющие, которых
нет в спектре исходного сигнала (боковые лепестки);

• частота основной гармоники спектра окажется сдвинутой относительно “ис-
тинной” частоты.

Такое искажение спектра, вызванное ограниченностью временного окна называют
“растеканием” спектра.

Явление растекания спектра мешает проведению спектральных измерений. Один
и тот же сигнал может давать существенно разные спектры при разном выборе па-
раметров расчета. Как бороться с этим явлением? Ясно, что увеличение длитель-
ности временного окна уменьшает растекание, однако, не всегда есть возможность
наблюдать за сигналом сколь угодно долго. Если длительность окна увеличить
нельзя, то можно устранить растекание подобрав его длительность кратной пери-
оду сигнала. Беда в том, что основная масса сигналов непериодические. В этом
случае полностью устранить растекание не удасться. Однако, можно его сделать
меньшим, если у сигнала есть некоторый “характерный период” T, то есть интервал
времени, через который он почти повторяется: x(t + T) ' x(t). Для этого следует
выбрать время наблюдения кратным к T . Если же исследуемый сигнал - шумо-
вой без ясно выраженного периода колебаний, то растекание сигналов короткой
длительности является неустранимым явлением. При этом, как уже было сказа-
но выше, в спектре “укороченного” сигнала появляется множество дополнительных
гармоник, отсутствующих в спектре исходного. Часть этих гармоник (одна или две)
располагаются в основном лепестке, часть - формируют боковые лепестки (по одной
гармонике на каждый лепесток). Основной и боковые лепестки по разному могут
влиять на результат измерений. Например, широкий основной лепесток нежелате-
лен, если нужно различить в спектре два периодических сигнала с близкими базо-
выми частотами и почти равными амплитудами: перекрытие их основных лепестков
помешает их разделению. В то же время, наличие боковых лепестков в данном слу-
чае не столь важно. С другой стороны, если нам нужно различить слабый сигнал
на фоне сильного, существенно “нейтрализовать” его боковые лепестки, потому что
спектральные составляющие слабого сигнала легко могут быть замаскированы ими,
даже если базовые частоты сигналов существенно различаются. Существует метод
“перераспределения” растекания спектра между основным и боковыми лепестка-
ми. Этот метод называется “выбором формы временного окна”. Он заключается в
специальном подборе функции W (t). Временное окно простейшей формы (2.11), о
котором говорилось выше, называется “прямоугольным окном”. Кроме него, воз-
можны другие формы, такие как треугольное окно, окно Гаусса и другие. Каждое
из этих окон храрактеризуется своими харатеристиками: шириной основного ле-
пестка, высотой боковых лепестков относительно основного, скоростью спадания
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Прямоугольное Треугольное Гаусса
Вид функции W (n) w(n) (1− 2α(n))w(n) exp

[
−12.5 (1− 2α(n))2

]
Ширина главного
лепестка (на уровне

половинной мощности,

измеряется числом

гармоник ДПФ)

0.89 1.28 1.33

Относительная
высота боковых
лепестков (dB)

-13.3 -26.5 -42

Скорость спадания
боковых лепестков

(dB)

-6 -12 -6

Таблица 2.1: Характеристики временных окон. Функция прямоугольного окна

w(n) =

{
1 если n ∈ [0 : N − 1]
0 если n /∈ [0 : N − 1]

, α(n) =
∣∣∣n−(N−1)/2

N−1

∣∣∣
высоты боковых лепестков с увеличением их номера. Для указанных окон эти ха-
рактеристики приведены в таблице 2.1.

Как видно из таблицы, ни одно из окон не дает возможность улучшить все рас-
четные характеристики, а лишь улучшает одни из них, за счет ухудшения других.
Это правило является универсальным: выбор формы временного окна не позволяет
уменьшить явление растекания спектра, а лишь улучшает какую-то из характери-
стик. При этом остальные характеристика за счет этого ухудшаются.

2.1.5 Основное соотношение для спектров
детерминированных сигналов

Как было сказано в разделе 2.1.3, частотный интервал между соседними гармо-
никами (частота разрешения) определяется длительностью сигнала (длительность
временного окна). Так для дискретного сигнала x(n), нормированная частота раз-
решения ω̄0 определяется числом точек выборки сигнала N :

ω̄0 =
2π

N
,

а для аналогового сигнала x(t) частота разрешения ω0 определяется его длитель-
ностью:

ω0 =
2π

T
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Отсюда легко получаем основное соотношение для спектров детерминированных
сигналов, которое связывает разрешение спектра и длительность доступного для
анализа сигнала:

ω0T = 2π (2.15)

Это соотношение является очень важным для практике. Так как произведение дли-
тельности сигнала на частоту разрешения является постоянной величиной, кото-
рая не может быть уменьшена использованием каких-либо технических ухищрений
(также как и знаменитое соотношение неопределенности в квантовой физике), то
существует минимальное разрешение в спектре, которое мы можем достичь при
заданной длительности сигнала.

2.1.6 Спектр мощности случайных сигналов

Основной интерес для радиофизики представляют случайные шумовые сигналы,
поскольку только такие сигналы могут быть использованы для передачи инфор-
мации. Случайный сигнал представляет собой зависимую от времени случайную
величину X(t). Если мы проведем измерения случайного сигнала в течение неко-
торого интервала времени T , то получим некоторую временную реализацию про-
цесса x1(t), 0 ≤ t ≤ T . При следующем измерении временная реализация x2(t)
будет уже иной: x1(t) 6= x2(t). Набор (ансамбль) временных реализаций случайно-
го процесса {x1(t), x2(t), ..., xM(t)}, полученных на едином временном интервале,
позволяет рассчитать статистические характеристики, характеризующие случай-
ный процесс. Одной из таких характеристик является спектр мощности случайного
процесса (случайного сигнала).

Случайные сигналы делятся на стационарные и нестационарные. Стационарны-
ми называются такие процессы, статистические характеристики которых не зависят
от начального момента времени. В частности, одномерная плотность вероятности
процесса ρ не зависит от времени: ρ(t) = Const, а автокорреляционная функция K
зависит только от разности моментов времени: K(t1, t2) = K(t2 − t1). Среди стаци-
онарных процессов выделяют также эргодические процессы, это такие случайные
процессы, для которых среднее значение, вычисленное по ансамблю реализаций,
совпадает со средним значением, подсчитанным при усреднениии по времени. В
дальнейшем будем считать, что все рассматриваемые случайные процессы являют-
ся эргодическими.

Возьмем одну из реализаций случайного дискретного процесса x(n), длитель-
ностью N : (xi(0), xi(1), , ..., xi(N − 1)), i - номер реализации. Для этой временной
реализации можно построить ДПФ:

Xi(k) =
N−1∑
n=0

xi(n)e−j2πkn/N

Здесь Xi(k) - спектр, построенный по реализации xi(n). Его называют также пе-
риодограммой отдельной реализации случайного процесса. Так как процесс явля-
ется случайным, все временные реализации xi(n), i = 1, 2, ...,M - будут разными,
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а значит и разными будут соответствующие периодограммы Xi(k). Соответственно
функция Xi(k) будет характеризовать не спектр случайного сигнала, а лишь спектр
одной из его реализаций и будет являться случайной функцией частоты. При дру-
гом выборе временной реализации мы получим другую периодограмму. Использо-
вание периодограммы Xi(k) в качестве спектра случайного сигнала - характерная
ошибка спектрального анализа. Для получения спектра случайного процесса необ-
ходимо провести операцию статистического усреднения по ансамблю периодограмм
{Xi(k)}Mi=1. Однако, нельзя усреднять сами периодограммы - они не являются инва-
риантными к выбору начального момента времени: каждая из них будет отличать-
ся на свой экспоненциальный множитель e−j2πkn0/N в соответствии со свойством (3)
ДПФ. Поэтому усредняют либо модули |Xi(k)| (амплитудный спектр), либо, чаще
всего - квадраты модулей |Xi(k)|2 (спектр мощности).

Рассмотрим методику построения спектра мощности случайного дискретного сиг-
нала. Для анализа берется некоторая временная реализация сигнала, длинной L
точек.

1. Временная реализация делится на ансамбль из M более коротких реализаций
длительностью N точек, так что L = M ×N :x(0), x(1), ..., x(N − 1)︸ ︷︷ ︸

1-ая реализация

, x(2N), ..., x((M − 1)N), ..., x(L− 1)︸ ︷︷ ︸
M-ая реализация


Получаем ансамбль реализаций xi(n), i = 1, 2, ...,M , n = 0, 1, ..., N − 1.

2. Выбираем соответствующую функцию временного окна W (n). Домножаем
каждую из реализаций на эту функцию3:

yi(n) = xi(n)W (n)

3. По каждой реализации посредством ДПФ строим периодограмму:

Yi(k) =
N−1∑
n=0

yi(n)e−j2πkn/N

4. Подсчитываем выборочные спектры мощности:

Pi(k) = Yi(k)Y ∗i (k)

5. Подсчитываем оценку спектра мощности, усредняя по ансамблю выборочные
спектры:

P̂ (k) = 〈Pi(k)〉 =
1

M

M∑
i=1

Pi(k) (2.16)

3Этот пункт может быть опущен, если используется прямоугольное окно. В этом случае yi(n) =
xi(n)
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Функция ˆP (k) называется оценкой спектра мощности, поскольку она строится по
конечному ансамблю изM реализаций. Истинный спектр мощности получится, если
мы возьмем бесконечно большое число выборочных спектров для взятия среднего:

P (k) = lim
M→∞

P̂ (k) (2.17)

При реальных измерениях длительность шумового сигнала всегда конечна, а
значит конечны длительность отдельной реализации N и число реализаций M .
Ясно что сигнал ограниченной длительности L = M × N можно разбить на под-
реализации множеством разных способов. Например, если общая длительность дис-
кретного сигнала составляет 1000 отсчетов, можно “нарезать” 100 временных реали-
заций по 10 точек в каждой, можно - 10 реализаций по 100 точек, а можно оставить
одну длинную реализацию в 1000 отсчетов. Какое из таких разбиений лучше? Что-
бы ответить на этот вопрос, надо понять за что отвечают параметры M и N . Что
касается длительности под-реализации N , то ответ уже был дан в разделе 2.1.3:
она определяет разрешающую способность спектра ω0 = 2π/N . Рассмотрим теперь
параметр M .

Если рассматриваемый процесс является “истинно” случайным, например явля-
ется белым шумом с нормальным распределением, то в теории спектров показано,
что дисперсия спектра мощности, подсчитанного по одной реализации, при больших
N стремится к значению квадрата спектра мощности:

Dpi(k) =
〈
P 2
i (k)− P 2(k)

〉
−→
M→∞

P 2(k)

Иными словами “ошибка” при расчете спектра мощности по одной реализации сопо-
ставима со значением самого спектра мощности. Именно поэтому спектр мощности,
подсчитанный по одной периодограмме, как уже было сказано выше, не может ха-
рактеризовать спектр мощности случайного процесса: оценка, полученная по одной
периодограмме является несостоятельной. Если же мы подсчитаем среднее по M
периодограммам, то в соответствии с теорией вероятности дисперсия для среднего
по M независимым измерениям уменьшается в M раз:

Dp̂(k) =
Dpi(k)

M
' P 2(k)

M

Тогда среднеквадратичное отклонение оценки спектра мощности по M периодо-
граммам σp̂i =

√
Dp̂i(k) будет уменьшатся с ростом числа периодограмм как 1/

√
M :

σp̂ =
P (k)√
M

Чем меньше среднеквадратичное отклонение, тем достовернее оценка спектра мощ-
ности. Отношение значения квадрата спектра мощности к дисперсиии его оценки
называют качеством расчета спектра или его статистической устойчивостью
(Q):

Q =
P 2(k)

Dp̂(k)
= M (2.18)
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Рис. 2.3: Функциональная схема цифрового анализатора спектров

Таким образом, число периодограмм влияет на статистическую устойчивость рас-
четного спектра мощности.

Если перемножить значение разрешающей способности спектра ω0 на число точек
временного ряда L и разделить на статистическую устойчивость Q то получим
постоянную 2π. Действительно:

ω0L

Q
=

2π
N
L

M
= 2π (2.19)

Выражение (2.19) называется основным соотношением для спектров случайных
дискретных сигналов. Из него видно, что если число точек временного ряда фиуси-
ровано (L = Const), то можно либо повысить разрешающую способность (умень-
шить ω0) за счет понижения качества расчета спектра (уменьшить Q), либо, наобо-
рот, улучшиь статистическую устойчивость расчета спектра (увеличить Q), одно-
временно ухудшив его разрешающую способность. Для спектров случайных анало-
говых сигналов выражение (2.19) преобразуется к следующему виду:

ω0T

Q
= 2π

где T - полное время анализа аналогового сигнала.

2.2 Экспериментальная установка

Экспериментальная установка предствляет собой компьютерную программу, со-
зданную в среде программирования Labview, которая позволяет моделировать регу-
лярные и шумовые радиосигналы и строить их спектры мощности. Функциональная
схема изображена на рис. 2.3 В установку входит генератор сигналов с дискретным
временем, позволяющий генерировать сигнал вида:

x(n) = A1 cos (ω1n) + A2 cos (ω2n) + A3ξ(n) (2.20)

где A1,2 - амплитуды гармонических сигналов, ω1,2 - их нормированнные частоты,
ξ(n) - дискретный нормальный шум с интенсивностью A3. Из выражения (2.20)
видно, что в работе используется смесь двухтонального сигнала с шумом. Сигнал
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Рис. 2.4: Вид передней панели установки для анализа спектров дискретных сигна-
лов

от генератора подается на цифровой анализатор спектра, состоящий из каскад-
но соединенных блоков: (а) выбора функции временного окна, позволяющий вы-
брать одно из трех окон (прямоугольное, треугольное, окно Гаусса); (б) блок рас-
чета ДПФ; блок усреднения выборочных спектров мощности. Число точек ДПФ и
число усреднений выбирается пользователем. Форма полученного спектра мощно-
сти отображается на осциллографе. На другом осциоллографе отображается форма
анализируемого сигнала.

На рис.2.4 приведена передняя панель установки. На ней располагаются:

• окно осциллографа для визуализации формы сигнала (Signal Plot), масштаб
по оси времени регулируется бегунком (Time scale);

• окно анализатора спектра, масштаб по оси частот регулируется бегунками
(Frequency minimum) и (Frequency maximum), масштаб по оси спектров регу-
лируется бегунком (Spectrum scale), выбор шкалы отображения спектра регу-
лируется переключателем (Linear scale – Logarithm scale);

• окно положения курсора анализатора спектра (X Y);

• окно генератора дискретных сигналов в котором располагаются ручки управ-
ления амплитудами гармоник (Amplitude1) и (Amplitude2), ручки управления
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частотами гармоник (Frequency1) и (Frequency2), ручка управления интенсив-
ностью шума (noise);

• окно выбора параметров расчета спектров, в котором располагается регуля-
тор, задающий число точек ДПФ (N), регулятор, задающий число усреднений
при расчете спектра мощности (Number of averagings) и селектор выбора вре-
менного окна (Window choice);

• Стрелочный индикатор, отображающий значение статистической устойчиво-
сти значения спектра мощности белого шума (Statistical Stability).

2.3 Ход работы

1. Исследование разрешающей способности спектра.

a) Выбрать частоту основного тона f 1, амплитуды обоих сигналов двух-
тонального генератора - равными друг другу. Число отсчетов N ' 1000.
Меняя частоту второго тона f 2, определить минимальную разность ча-
стот ∆f =

∣∣f 1 − f 2

∣∣при которой оба тона различаются в спектре сигнала
(считать, что они различаются, если между ними присутствует хотя бы
одна гармоника меньшая по величине). Провести эти измерения при уве-
личивающемся числе отсчетов N и построить зависимость разрешающей
способности анализатора спектра ∆f от N . Построить несколько харак-
терных спектрограмм.

b) Провести указанные в пункте (a) измерения для смеси сигнала с малым
шумом. Построить данные зависимости для разного числа усреднений:
M = 1, M = 10, M = 100.

2. Исследование явления растекания спектра.

a) Подать на вход анализатора спектра одно-тональный гармонический сиг-
нал (амплитуду второго тона установить равной нулю). Выбрать ампли-
туду и частоту сигнала. Меняя число отсчетов N следить за изменени-
ем формы спектров. Построить несколько характерных спектрограмм.
Определить набор значений N , при которых спектр является идеальным
(не содержит дополнительных гармоник). Построить зависимости отно-
шения величины основной гармоники к соседней (в децибелах) от N . По-
строить график зависимости ширины спектра на уровне −20 дБ от N .

b) Подать на вход анализатора спектра двух-тональный сигнал. Выбрать
амплитуду второго тона малой по сравнению с амплитудой основного.
Найти минимальную разность частот, для которой гармонику второго
тона можно различить на фоне первого. Провести эти измерения для
разных форм временного окна и определить, какое окно лучше для вы-
деления слабых сигналов. Построить характерные спектрограммы.
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3. Исследование влияния усреднения на качество спектра мощности случайных
сигналов.

a) Подать на вход анализатора шумовой сигнал. Построить ряд спектро-
грамм, последовательно увеличивая число усреднений при расчете спек-
тра мощности. Построить зависимость статистической устойчивости от
числа усреднений и сравнить с теоретической. Провести измерения для
нескольких значений числа отсчетов N . Как статистическая устойчи-
вость зависит от N?

b) Выбрать произвольную частоту. Построить для этой частоты ∼ 20 −
30 значений величины гармоники на выбранной частоте при отсутствии
усреднения. Оценить среднее значение и средне-квадратичное отклоне-
ние. Провести те же измерения при M = 10 и сопоставить результаты.

c) Подать на вход анализатора спектра смесь одно-тонального гармониче-
ского сигнала с шумом. Определить отношение сигнал/шум, как отноше-
ние величины основного пика, соответствующего регулярному сигналу к
средней величине шумового пьедестала (в дБ). Построить зависимость
этого отношения от числа усреднений M .
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3 Лабораторная работа:
исследование цифровых
фильтров

3.1 Краткие теоретические сведения

Цифровым фильтром принято называть функциональное устройство, преобразую-
щее цифровой сигнал и обладающее частотно-селективными свойствами.

3.1.1 Фильтр как четырехполюсник

3.1.1.1 Описание фильтров разностными уравнениями

Цифровой фильтр удобно представлять в виде четырехполюсника то есть устрой-
ства, имеющего вход для цифрового сигнала x(n), и выход для преобразованного
сигнала y(n). Для описания работы этого четырехполюсника можно использовать
разностные уравнения:

y(n) = F (y(n− 1), y(n− 2), , ..., y(n−M), x(n), x(n− 1), ..., x(n−K)) (3.1)

Здесь функция F задает вид преобразования входного сигнала в выходной. В общем
случае, значение сигнала в текущий момент времени y(n) может определяться не
только текущим значением входного сигнала x(n), но и предыдущими значениями
входного сигнала x(n − 1), x(n − 2)... вплоть до x(n −K). В этом случае, говорят,
что четырехполюсник обладает памятью длиной K шагов. Кроме того, значение
выходного сигала может зависеть от выходного же сигнала в предыдущие моменты
времени y(n−1), y(n−2)...вплоть до y(n−M). Такие четырехполюсники называют
рекурсивными. Число M определяет порядок рекурсии. Рекурсивными бывают те

x(n) y(n)

Рис. 3.1: Цифровой четырехполюсник
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четырехполюсники, в устройстве которых есть обратные связи, то есть часть вы-
ходного сигнала ответвляется и подается обратно на вход. В противоположность
рекурсивным четырехполюсникам, те четырехполюсники, у которых в функции F
отсутствуют переменные y(n− i), - называют нерекурсивными.

В теории цифровых четырехполюсников, также как и в теории аналоговых че-
тырехполюсников, важную роль играет свойство каузальности (или причинности).
Под каузальными понимают такие устройства, сигнал на выходе которых появля-
ется не ранее, чем сигнал на входе. То есть, каузальные четырехполюсники долж-
ны подчиняться принципу причинности: следствие воздействия не может обгонять
свою причину. Уравнение (3.1) удовлетворяет этому свойству, а вот, например, урав-
нение y(n) = x(n)+x(n+1) - нет. В нем значение выходного сигнала y(n) зависит от
входного сигнала в будущий момент времени. Некаузальные четырехполюсники не
могут быть созданы как технические устройства, однако, уравнения таких четырех-
полюсников могут появляться при анализе тех или иных задач. Если реализация
какой-либо операции обработки сигнала требует использования некаузального че-
тырехполюсник, это значит, что она невозможна.

Среди всех четырехполюсников особое место занимают линейные четырехполюс-
ники. Они являются самыми простыми и потому очень часто используются на прак-
тике. Линейный четырехполюсник описывается линейным разностным уравнением:

y(n) +
M∑
i=1

aiy(n− i) =
K∑
i=0

bix(n− i) (3.2)

где ai и bi - постоянные параметры. В дальнейшем мы будем рассматривать только
линейные четырехполюсники.

3.1.1.2 Характеристики, описывающие линейные четырехполюсники

Свойства линейного четырехполюсника могут быть описаны не только посредством
разностного уравнения, но и рядом других способов:

1. При помощи импульсной характеристики h(n). Под импульсной характери-
стикой четырехполюсника понимают его отклик (выходной сигнал) на воз-
действие (входной сигнал) в виде единичного импульса δ(n):

x(n) = δ(n) y(n) = h(n)

Импульсная характеристика дает возможность расчитать отклик системы на
заданный входной синал:

y(n) = x(n) ◦ h(n) =
n∑

m=0

x(m)h(n−m)

- он равен свертке входного сигнала с импульсной характеристикой.
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2. При помощи передаточной функции H(z), которая равна отношению z-преобразования
выходного и входного сигналов:

H(z) =
Zy(z)

Zx(z)

Напомним, что z-преобразование дискретного сигнала проводится по форму-
ле: Zx(z) =

∑∞
n=0 x(n)z−n. Передаточная функция также дает возможность

определить вид выходного сигнала по виду входного воздействия. Правда,
для этого необходимо совершить нетривиальную процедуру поиска выходно-
го сигнала y(n) по его Z- изображению.

3. При помощи частотной характеристикиK(ω). Частотная характеристика опре-
деляется как отношение ДВПФ от выходного сигнала к ДВПФ входного:

K(ω) =
Fy(ω̄)

Fx(ω̄)
(3.3)

Поскольку функция спектральной плотности F (ω̄) - комплекснозначная, то и
частотная характеристика тоже является комплексной функцией частоты. Ее
модуль |K(ω)| называют коэффициентом передачи по амплитуде или амплитудно-
частотной характеристикой (АЧХ), а аргумент arctg(Im(K(ω))/Re(K(ω))) -
коэффициентом передачи по фазе или фазо-частотной характеристикой (ФЧХ).
Для практического измерения частотной характеристики формула (3.3) неудоб-
на, поскольку требует предварительного расчета ДВПФ. Поэтому, на практи-
ке, в качестве входного воздействия выбирают гармонический сигнал x(n) =
cos
(
Ωn
)
. При этом, на выходе линейной системы мы получим гармониче-

ский сигнал той же частоты, но с другой амплитудой и начальной фазой:
y(n) = A cos

(
Ωn+ θ

)
. Легко показать, что амплитуда выходного сигнала A

совпадает с модулем частотной характеристики на частоте Ω, а его фаза - соот-
ветственно с фазой частотной хараткеристики: K(Ω) = A exp (jθ). Напомним,
что спектральная плотность сигналов с дискреным временем определяется в
диапазоне частот от 0 до π (на других частотах она повторяет эти значения).
Поэтому и частотная характеристика цифровых четырехполюсников опреде-
лена в этом же диапазоне частот.

Разные способы описания свойств цифровых четырехполюсников не являются неза-
висимыми. Все описанные выше характеристики пересчитываются друг в друга.
Поэтому, достаточно одной из них, чтобы описать свойства линейного четырехпо-
люсника, остальные получаются из нее при помощи достаточно простых выраже-
ний. Напомним некоторые из них:

• Если известен вид разностного уравнения (3.2), то легко получить вид переда-
точной функции. Для этого нужно просто вспомнить, что z-преобразованию
от сигнала, сдвинутого по времени на k шагов соответствует z-изображение
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исходного сигнала, домноженное на z−k. Тогда, преходя в формуле (3.2) от
сигналов к их z-образам, получаем:

H(z) =

∑K
i=0 biz

−i

1 +
∑M

i=1 aiz
−i

(3.4)

• Если известен вид импульсной характеристики, то несложно рассчитать пере-
даточную функцию. Действительно, поскольку z-изображение для входного
сигнала в виде единичного импульса равно единице, передаточная функция
есть z-преобразование от имульсной характеристики:

H(z) =
∞∑
n=0

h(n)z−n (3.5)

• Частотная и передаточная характеристики легко преобразуются друг в друга
при помощи замены переменных z ↔ exp (jω):

K(ω) = H(exp(jω)) (3.6)
H(z) = K(−j ln(z)) (3.7)

• Импульсная характеристика связана с частотной через интегральное преоб-
разование Фурье:

h(n) =
1

2π

∫ π

−π
K(ω) exp (jωn)dω (3.8)

3.1.1.3 Импульсная харктеристика каузального фильтра

Как уже было сказано выше, реализованы на практике могут быть только фильтры,
удовлетворяющие принципу причинности, то есть каузальные фильтры. Легко по-
казать, что импульсная характеристика каузального фильтра не может иметь нену-
левых слагаемых для отрицательных значений аргумента. Действительно, входным
сигналом, при определении импульсной характеристики, является единичный им-
пульс δ(n), который действует лишь в момент времени равный нулю. Поэтому и
отклик на это воздействие, которым и является импульсная характеристика, не
может иметь ненулевые значения для более ранних моментов времени:

h(n) ≡ 0 если n < 0 (3.9)

3.1.2 КИХ и БИХ фильтры

Цифровые фильтры принято делить на фильтры с конечной импульсной харак-
теристикой (КИХ) и фильтры с бесконечной импульсной характеристикой (БИХ).
В первом случае импульсная характеристика отлична от нуля лишь на конечном
интервале времени:

h(n)

{
6= 0 если n ∈ [0 : N ]
≡ 0 если n /∈ [0 : N ]
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Соответственно, для БИХ фильтров импульсная характеристика имеет отличные
от нуля значения для сколь угодно больших значений n. Легко показать, что нере-
курсивные фильтры всегда имеют конечную импульсную характеристику. Действи-
тельно, пусть нерекурсивный фильтр задается разностным уравнением:

y(n) =
M∑
i=0

bix(n− i)

Возьмем в качестве входного воздействия δ-импульс (x(n) = δ(n)). Тогда: h(n) =
b0δ(n)+ b1δ(n−1)+ ...+ bMδ(n−M). При подстановке n = 0, 1, 2, ...,M, ..., получаем:
h(0) = b0, h(1) = b1,..., h(M) = bM , h(n > M) ≡ 0. Таким образом:

• нерекурсивныей фильтры всегда КИХ - фильтры;

• интервал времени в течение которого импульсная характеристика ненулевая
совпадает с порядком фильтра (порядком разностного уравнения);

• значения импульсной характеристики совпадают с коэффициентами разност-
ного уравнения.

Для рекурсивных фильтров вышеперечисленные свойства не выполняются. Они
могут иметь как бесконечную импульсную харкактеристику (как правило), так и
конечную импульсную характеристику (при специальном выборе коэффициентов.

3.1.3 Классификация фильтров по их частотным свойствам

Основная задача фильтров - отфильтровывать (подавлять) спектральные компо-
ненты сигнала в определенном частотном диапазоне, передавая в неизменном виде
спектральные компоненты в другом частотном диапазоне. Поэтому основной харак-
теристикой фильтра является его частотная характеристика. Фильтры классифи-
цируются в зависимости от вида их амплитудно-частотной характеристики. Диа-
пазон частот АЧХ, в котором фильтр пропускает спектральные компоненты сиг-
нала, называется полосой пропускания. Диапазон частот АЧХ, в котором фильтр
не пропускает (подавляет) спектральные компоненты сигнала, называется полосой
подавления. Между полосами пропускания и подавления может располагаться т.н.
переходная полоса. В зависимости от расположения на оси частот полосы пропус-
кания и полосы подавления фильтры делятся на:

• фильтры нижних частот (ФНЧ), у которых полоса пропускания - интервал от
нулевой частоты до некоторой граничной частоты ω01 , а полоса подавления
- интервал от граничной частоты ω02 ≥ ω01 до π;

• фильтры верхних частот (ФВЧ), у которых полоса подавления - интервал от
нулевой частоты до некоторой граничной частоты ω01 , а полоса пропускания
- интервал от граничной частоты ω02 ≥ ω01 до π;
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Рис. 3.2: Вид амплитудно-частотной характеристики для: (a) фильтра нижних ча-
стот, (b) фильтра верхних частот; (c) полосового и (d) заградительгного
фильтров. Полоса пропускания окрашена зеленым цветом, полоса подав-
ления - красным, переходная полоса оставлена белой.

• полосовые фильтры (ПФ), у которых полоса пропускания имеет как вернюю,
так и нижнюю граничные частоты, то есть располагается в полосе между
ω01 и ω02, а полоса подавления разбивается на два подинтервала: нижний, от
нулевой частоты до ω03 ≤ ω01, и верхний, от ω04 ≥ ω02 до π;

• заграждающие фильтры (ЗФ), у которых полоса подавления имеет как вер-
нюю, так и нижнюю граничные частоты, то есть располагается в полосе между
ω01 и ω02, а полоса пропускания разбивается на два подинтервала: нижний, от
нулевой частоты до ω03 ≤ ω01, и верхний, от ω04 ≥ ω02 до π.

Качественный вид АЧХ для ФНЧ, ФВЧ, ПФ и ЗФ показан на рис. a, b, c и d
соответственно.

3.1.3.1 Понятие об идеальных фильтрах

Идеальными называются фильтры:

1. у которых отсутствует переходная полоса, то есть весь частотный диапазон
делится только на полосу пропускания и полосу подавления;
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2. если спектр входного сигнала целиком укладывается в полосу подавления, то
такой сигнал полностью подавляется;

3. если спектр входного сигнала целиком укладывается в полосу пропускания,
тот такой сигнал передается без искажения формы.

Свойство (2) означает, что в полосе подавления амплитудно-частотная характери-
стика должна быть равна нулю, фазо-частотная характеристика, при этом, может
быть любой. Если обозначить диапазон частот, соответствующий полосе подавле-
ния как ∆ωs, то данное свойство можно записать следующим образом:

K(ω) = 0, если ω ∈ ∆ωs (3.10)

Рассмотрим подробнее свойство (3). Обозначим диапазон частот, соответствующий
полосе пропускания как ∆ωt и определим вид K(ω) в этом диапазоне. Если сиг-
нал x(n) таков, что Fx(ω) = 0 для ω /∈ ∆ωt, тогда форма выходного сигнала y(n)
должна полностью повторять форму x(n). Это не значит, что входной и выходной
сигналы должны быть идентичными, а означает лишь, что выходной сигнал может
отличаться от входного (а) амплитудой и (б) начальной фазой. Иными словами
y(n) = Ax(n − n0), где n0 - задержка выходного сигнала относительно входного.
Тогда, учитывая свойства ДВПФ, можно записать, что

Fy(ω) = AFx(ω) exp(−jn0ω)

Отсюда, для идеального фильтра

K(ω) = A exp(−jn0ω), если ω ∈ ∆ωt (3.11)

или, для АЧХ:
|K(ω)| = A, если ω ∈ ∆ωt

для ФЧХ:
θ(ω) = −n0ω, если ω ∈ ∆ωt

Таким образом, мы выяснили, что в полосе подавления коэфициент передачи тож-
дественно равен нулю, а в полосе пропускания он имеет постоянную амплитуду
(модуль) и линейно зависящую от времени фазу. Вид АЧХ и ФЧХ для идеального
фильтра нижних частот приведен на рис. 3.3.

Возможна ли реализация идеального фильтра? Нетрудно показать, что идеаль-
ный фильтр должен быть некаузальным, а значит его нельзя создать. Действитель-
но, рассмотрим, например, идеальный фильтр нижних частот, частотная характе-
ристка котрого изображена на рис. 3.3. Эта характеристика задается выражением:

K(ω) =

{
A exp (−jn0ω) если ω ∈ [−ω01 : ω01]

0 если ω /∈ [−ω01 : ω01]

Рассчитаем для него импульсную характеристику:

h(n) =
1

2π

[∫ ω01

−ω01

A exp (−jn0ω) dω

]
=
Aω01

π
Sinc [(n− n0)ω01] (3.12)
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Рис. 3.3: Амплитудно-частотная (a) и фазо-частотная (b) характеристика идеаль-
ного фильтра нижней частоты
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Из формулы (3.12) видно, что h(n) имеет ненулевые слагаемые для любых значений
n, включая отрицательные. Это означает, что идеальный фильтр нижних частот яв-
ляется некаузальным, то есть неосуществимым на практике. Аналогичные свойства
можно доказать и для других идеальных фильтров.

Итак, идеальные фильтры неосуществимы. Возникает вопрос: для чего необхо-
димо использовать модель идеального фильтра, который нельзя реализовать на
практике? Дело в том, что характеристика идеального фильтра не может соответ-
ствовать никакому устройству, однако, можно создать фильтры с характеристика-
ми, которые будут очень близки к характеристике идеального фильтра.

3.1.4 Фильтры с линейной ФЧХ

Комплексная частотная характеристика идеального фильтра соответствует ступен-
чатой АЧХ и линейной ФЧХ. В предыдущем разделе была показана неосуществи-
мость этой комбинации. Могут ли идеальная АЧХ и идеальная ФЧХ быть реали-
зованы по-отдельности? Иными словами, можно ли создать фильтр со ступенчатой
АЧХ, ФЧХ которого не является линейной функцией частоты, и, наоборот, можно
ли создать фильтр с линейной ФЧХ, АЧХ которого не идеальна? Ответ на первый
из этих вопросов отрицателен. Нельзя создать идеальную АЧХ, но можно создать
фильтр, АЧХ которого будет сколь угодно близка к идеальной. Ответ на второй
вопрос положителен, но только если фильтр имеет конечную импульсную характе-
ристику. КИХ фильтры с линейной ФЧХ существуют и их синтез не представляет
особых трудностей. Определим те условия, которым должен удовлетворять КИХ
фильтр, чтобы его ФЧХ была линейной.

Пусть КИХ фильтр задается уравнением:

y(n) =
M∑
i=0

bix(n− i)

тогда его передаточная характеристика H(z) будет иметь вид:

H(z) =
M∑
i=0

biz
−i (3.13)

Соответственно, чтобы получить частотную характеристику надо заменить в вы-
ражении (3.13) переменную z на exp (jω):

K(ω) =
M∑
i=0

bi exp (−jiω) (3.14)

Предположим, что M = 2k - четное число. Тогда в сумме (3.14) будет нечетное
число (2k + 1) слагаемых. Вынесем общий множитель exp(−jkω) и сгруппируем
члены суммы:

K(ω) = [{b0 exp (jkω) + b2k exp (−jkω)}+ {b1 exp (j(k − 1)ω) + b2k−1 exp (−j(k − 1)ω)}+

+ ...+ {bk−1 exp (jω) + bk+1 exp (−jω)}+ bk] exp(−jkω) (3.15)
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Из выражения (3.15) видно, для того чтобы ФЧХ была линейной, достаточно, что-
бы сумма в квадратных скобках была вещественной: K(ω) = D(ω) exp(−jkω), где
D - вещественнозначная функция. Для того, чтобы функцию D(ω) сделать веще-
ственной достаточно выбрать коэффициенты bi симметричными:

b0 = b2k, b1 = b2k−1, ..., bk−1 = bk+1 (3.16)

Тогда:

D(ω) = 2 [b0 cos (kω) + b1 cos ((k − 1)ω) + ...+ bk−1 cos (ω) + bk/2] , (3.17)

или, обозначая c0 = bk, c1 = 2bk−1,..., ck = 2b0, получаем:

D(ω) =
k∑
i=0

ci cos (iω) (3.18)

Рассмотрим свойства данного фильтра. Для того чтобы получить АЧХ, нужно
взять модуль от D(ω):

|K(ω)| =

∣∣∣∣∣
k∑
i=0

ci cos (iω)

∣∣∣∣∣ (3.19)

На нулевой частоте |K(ω)| =
∣∣∣∑k

i=0 ci

∣∣∣, на верхней частоте |K(ω)| =
∣∣∣∑k

i=0 ci(−1)i
∣∣∣-

для обоих случаев вполне возможно подобрать соответсствующие коэффициенты
ck, а значит, фильтр с симметричным выбором коэффициентов может быть как
фильтром как нижних, так и верхних частот. Рассмотрим теперь подробнее свой-
ства ФЧХ. В полосе пропускания фильтра, там где |K(ω)| = D(ω) фазо-частотная
характеристика будет линейной:

θ(ω) = −kω,

Такая ФЧХ будет соответствовать задержке выходного сигнала относительно вход-
ного на k шагов. Такая задержка называется групповой задержкой фильтра. В по-
лосе подавления |K(ω)| � 1, а значит в ряде точек при переходе через ноль D(ω)
может менять знак. Каждая смена знака функцией D(ω) соответствует изменению
фазы на π, поэтому в этом диапазоне ФЧХ будет линейна за исключением тех
значений частоты, в которых АЧХ обращается в ноль. В этих точках наблюдаются
скачки фазы на π. Возможный вид АЧХ, ФЧХ и функции D(ω) КИХ-фильтра ниж-
них частот с симметричным выбором коэффициентов приведен на рис.3.4. Итак, мы
определили, что при определенных условиях КИХ фильтр может иметь ФЧХ, ли-
нейную в полосе пропускания и кусочно-линейную в полосе подавления. Нелиней-
ность ФЧХ в полосе подавления не является существенной, так как в этом частот-
ном диапазоне коэффициент передачи фильтра все равно близок к нулю и фазовые
свойства больше не играют роли. Чтобы сформировать нужную АЧХ, коэффици-
енты bi должны быть подобраны соответствующим образом. Задача подбора этих
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Рис. 3.4: Вид АЧХ (a), функции D(ω) (b) и ФЧХ для КИХ фильтра нижних частот
с симметричным выбором коэффициентов
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коэффициентов называется задачей синтеза КИХ-фильтра. В данной работе она не
рассматривается.

Что касается БИХ-фильтров, то, как указывается в ряде учебников по обработке
сигналов, их ФЧХ является нелинейной. На самом деле это не совсем так. Коэф-
фициент передачи БИХ-фильтра имеет следующий вид:

K(ω) =

∑M
i=0 bi exp (−jiω)

1−
∑N

i=1 ai exp (−jiω)

Выбирая M и N четными и проведя аналогичные выкладки можно вынести фазо-
вые множители числителя и знаменателя и симметричным выбором коэффициентов
сделать оставшуюся часть вещественной:

K(ω) =
exp (−jkω)

exp (−jlω)

b0 cos (kω) + b1 cos ((k − 1)ω) + ...+ bk−1 cos (ω) + bk/2

cos (kω)− a1 cos ((k − 1)ω)− ...− al−1 cos (ω) + al/2
= (3.20)

= exp (−j(k − l)ω)D(ω)

Однако, на практике фильтры с характеристикой (3.20) не используются в силу их
громозкости и отсутствия преимуществ по сравнению с КИХ-фильтрами. Исполь-
зуемые на практике БИХ-фильтры обладают нелинейной ФЧХ.

3.2 Экспериментальная установка

Экспериментальная установка предствляет собой компьютерную программу, со-
зданную в среде программирования Labview, которая позволяет моделировать регу-
лярные и шумовые радиосигналы, проводить их фильтрацию при помощи выбран-
ного цифрового фильтра, строить спектры мощности исходного и прошедшего че-
рез фильтр сигналов, отображать сами сигналы на осциллографе. Функциональная
схема изображена на рис. 3.5 В установку входит генератор сигналов, позволяющий
генерировать амплитудно-модулированные колебания с гармонической огибающей:

x(t) = [1 +mA2(t)]A1(t) (3.21)

где A1,2 - сигналы несущей и огибающей: A1(t) = aΦ(t) + bξ(t), Φ(t) - радиосиг-
нал единичной амплитуды с базовой частотой ω0, форма сигнала выбирается из
следующего набора:

• гармонический сигнал,

• периодическая последовательность прямоугольных импульсов,

• периодическая последовательность треугольных импульсов,

• периодическая последовательность пилообразных импульсов;
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Рис. 3.5: Функциональная схема установки для исследования цифровых фильров

bξ(t) - полосовой шум с интенсивностью b, спектр которого расположен в полосе ча-
стот от ω1 до ω2; A2(t) = cos Ωt. Сигнал от генератора подается на устройство дис-
кретной выборки, проводящей выборку сигнала с шагом τ : xd(n) = x(nτ). Спектр
обоих сигналов (аналогового и дискретного) рассчитывается посредством алгорит-
ма ДПФ и отображается на анализаторах спектра. Форма сигналов отображается
на экранах осциллографов. Устройство восстановления производт восстановление
аналогового сигнала из дискретной выборки. Результат восстановления отобража-
ется на экране осциллографа. Кроме того, рассчитывается относительная погреш-
ность восстановленного сигнала по сравнению с исходным,которая отображается на
цифровом индикаторе.

На рис.3.6 приведена передняя панель установки. На ней располагаются:

1. Основной генератор (Main Generator) - многофункциональный генератор, ко-
торый формирует четыре формы сигнала. Он содержит следующие элементы
управления:

a) Signal choice – переключатель формы выходного сигнала. Нажатием на
кнопку форма сигнала изменяется в последовательности синус – прямо-
угольник – треугольник – пилообразный сигнал.

b) Frequency – регулятор частоты в пределах выбранного диапазона от 0−
100 Гц. При вращении ручки по часовой стрелке происходит увеличение
частоты, против часовой стрелки – уменьшение.

c) Amplitude – регулятор амплитуды выходного сигнала от 0-5.
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Рис. 3.6: Вид передней панели установки для исследования дискретизации сигналов

2. Генератор Шума (Noise Generator) - генерирует шумовой сигнал. Увели-
чивая амплитуду шума генератор начинает работать, при положении ручки в
крайнем левом положении – генератор выключен.

a) РучкаNoise choice изменяет тип шума: случайный белый шум (uniform)
и полосовой (bandwidth).

b) Ручки low fr. и high fr. задают полосу частот для полосового шума,
диапазон изменения нижней частоты от 0 − 30 Гц, верхней от 20 − 100
Гц.

c) Noise amplitude – регулятор амплитуды шума от 0 – 0.1.

3. Блок выбор шага дискретизации (Sampling) Данный блок осуществ-
ляет выбор шага дискретизации аналогового сигнала. При вращении ручки
Sampling по часовой стрелке мы увеличиваем шаг дискретизации от 0 до
0.05 и выше, что приводит к уменьшению частоты дискретизации. Частота
дискретизации отображается стрелочным индикатором Sampling Frequency

4. Генератор огибающей амплитудной модуляции (Modulation Generator)

a) modulation coeff. – регулятор изменения коэффициента модуляции от
0 до 100%.
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b) modulation frequency – регулятор изменения частоты модуляции от 0.1
до 20 Гц.

5. Анализатор спектра аналогового сигнала (Analog Spectrum)

6. Анализатор спектра дискретного сигнала (Discrete Spectrum)

a) Регулятор Frequency позволяет задавать полосу частот для обзора на
экране анализаторов спектров.

b) Ручки Spectrum scale – выбирает масштаб расчета спектра: логариф-
мический или линейный.

c) Метка белого цвета на экране анализатора отмечает положение критиче-
ской частоты Найквиста (половина частоты дискретизации).

d) Горизонтальный и вертикальный курсоры (желтого цвета) на экране ана-
лизатора позволяют проводить курсорные измерения.

7. Осциллограф 1 строит исходный сигнал (зеленая кривая) и дискретную
выборку (красные импульсы).

8. Осциллограф 2 строит дискретный сигнал (зелёная огибающая) и восста-
новленный сигнал (огибающая ярко-синего цвета).

a) Ручка X scale изменяет временной масштаб по оси абсцисс на первом и
втором осциллографе.

9. Стрелочный индикатор Uniform norm diff. показывает среднеквадратичную
относительную погрешность восстановленного сигнала из дискретного.

3.2.1 Ход работы

1. Исследование дискретизации низкочастотных сигналов.

a) Рассмотрите дискретизацию последовательности прямоугольных, треуголь-
ных, пилообразных импульсов. Установите амплитуду и частоту сигнала.
Увеличивая шаг дискретизации, следите за изменениями в спектре дис-
кретизованных колебаний, а также за их формой. Постройте характер-
ные виды спектров и сигналов. Экспериментально определите значение
минимальной частоты дискретизации.

b) Рассмотрите дискретизацию смеси гармонического сигнала и белого шу-
ма, смеси гармонического сигнала и полосового шума, выбрав диапазон
частот шума так, чтобы он не перекрывался с основным сигналом. Проил-
люстрируйте эффект наложения спектральных компонент шума на ком-
поненты сигнала при дискретизации.

2. Исследование восстановления сигнала из его дискретной выборки
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a) Проведите исследование восстановления сигналов из дискретной выбор-
ки последовательности прямоугольных и треугольных импульсов в зави-
симости от шага дискретизации. Постройте характерные графики дис-
кретизованного и восстановленного сигналов для нескольких значений
частоты дискретизации. Постройте зависимость относительной погреш-
ности восстановления от частоты дискретизации.

b) Проведите исследование восстановления сигналов из дискретной выбор-
ки амплитудно-модулированных колебаний в зависимости от шага дис-
кретизации. Постройте характерные графики дискретизованного и вос-
становленного сигналов для нескольких значений частоты дискретиза-
ции. Постройте зависимость относительной погрешности восстановления
от частоты дискретизации.

c) Проведите исследование восстановления сигналов из дискретной выбор-
ки белого и полосового шума. Постройте характерные графики дискрети-
зованного и восстановленного сигналов для нескольких значений частоты
дискретизации. Постройте зависимость относительной погрешности вос-
становления от частоты дискретизации.

3. Исследование полосовой дискретизации.

a) Проведите исследование дискретизации гармонического сигнала от ча-
стоты дискретизации. Постройте характерные спектры и графики коле-
баний для дискретизации, удовлетворяющей критерию Найквиста и не
удовлетворяющей этому критерию. Постройте зависимость частоты дис-
кретизованного сигнала (по его спектру) от частоты дискретизации.

b) Проведите исследование дискретизации амплитудно-модулированного сиг-
нала от частоты дискретизации. Постройте характерные спектры и гра-
фики колебаний для дискретизации, удовлетворяющей критерию Най-
квиста и не удовлетворяющей этому критерию. Постройте зависимость
частоты дискретизованного сигнала (по его спектру) от частоты дискре-
тизации.
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4 Лабораторная работа:
Исследование цифрового
фильтра Гильберта

4.1 Краткие теоретические сведения

4.1.1 Введение

Кроме обычных цифровых фильтров, являющихся частотно-селективными устрой-
ствами существует класс фильтров, называемых специальными фильтрами. Спе-
циальные фильтры осуществляют некоторое преобразование над цифровым сигна-
лом, которое выходит за рамки подавления составляющих спектра в определенном
частотном диапазоне. Одним из таких преобразований, имеющих важное значе-
ние в радиотехнике, является преобразование Гильберта. Фильтр, осуществляющий
преобразование Гильберта цифрового сигнала и называется цифровым фильтром
Гильберта.

4.1.2 Преобразование Гильберта и его свойства

Преобразованием Гильберта (ПГ) аналогового сигнала x(t) называется линейное
преобразование вида:

x̃(t) =
1

π

∫ ∞
−∞

x(ξ)

t− ξ
dξ (4.1)

Получившийся сигнал x̃(t) называют сопряженным сигналом. Из формулы (4.1)
видно, что ПГ некаузально, так как значение сопряженного сигнала в текущий
момент времени зависит как от прошлых, так и от будущих значений исходного
сигнала x(t). Это свойство чрезвычайно важно, поскольку из-за него преобразова-
ние Гильберта не может быть выполнено каким-либо физическим прибором - то
есть является нереализуемым на практике. В чем же смысл этой физически нереа-
лизуемой процедуры и откуда возник интерес к ней в радиофизике и радиотехнике?

Чтобы ответить на этот вопрос посмотрим на (4.1) со спектральной точки зрения.
Присмотревшись к формуле (4.1), можно увидеть, что с точностью до постоянного
множителя 1/π ПГ представляет собой свертку сигнала с функцией 1/t, а значит,
что преобразование Фурье от сопряженного сигнала будет равно произведению пре-
образования Фурье от этих сигналов:

Fx̃(ω) = Fx(ω)F1/t(ω)
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Поскольку F1/t(ω) = −jSgn(ω) (Sgn - функция знака), то окончательно получаем:

Fx̃(ω) = −jSgn(ω)Fx(ω)

Таким образом, преобразование Гильберта можно рассматривать, как гипотети-
ческое линейное устройство (четырехполюсник), АЧХ которого постоянна: |K(ω)| =
1, а ФЧХ представляет кусочно-постоянную функцию:

θ(ω) =

{
−π/2 приω > 0

π/2 приω < 0

Если на вход фильтра Гильберта подать гармонический сигнал любой частоты
x(t) = A cos (ω0t), то на выходе будет сигнал той же частоты и амплитуды, но
сдвинутый по фазе на 90 градусов x̃(t) = A sin (ω0t). Объединив два вещественных
сигнала в один комплексный: X(t) = x(t) + jx̃(t) = A exp (jω0t), который приня-
то называть комплексным гармоническим сигналом. Комплексный гармонический
сигнал является базовым сигналом при исследовании линейых радиоцепей с ис-
пользованием символического метода, который позволяет описывать процессы в
конденсатере и катушки индуктивности при помощи одного параметра - импеданса.
Модуль комплексного гармонического сигнала совпадает с амплитудой, а аргумент
- с фазой исходного гармонического сигнала.

Если теперь на вход ПГ подать произвольный сигнал x(t), то сопряженный сиг-
нал x̃(t) будет содержать те же гармонические составляющие, но сдавинутые на 90
градусов. Легко увидеть, что в спектре комплексного сигнала, составленного из x(t)
и x̃(t): X(t) = x(t) + jx̃(t) будет содержаться только положительные частоты (все
компоненты спектра на отрицательных частотах равны нулю). Такой комплексный
сигнал называют аналитическим. Рассмотренный выше комплексный гармониче-
ский сигнал - простейший вид аналитического сигнала. Для чего используют анали-
тический сигнал? Из его рассмотрения можно получить информацию о мгновенной
амплитуде и мгновенной фазе исходного сигнала.

4.1.3 Использование ПГ для выделения амплитуды и фазы
сигнала

Амплитуда и фаза - характеристики гармонических колебаний: если x(t) = A cos (ωt+ φ),
то A - амплитуда, ψ(t) = ωt + φ - фаза. Амплитуда характеризует интенсивность
(размах) колебаний, а фаза - текущее состояние гармонического колебательного
процесса. Например, если ψ = 0, то сигнал в данный момент времени принимает
свое максимальное значение, ψ = π/2 - равен нулю, ψ = π - принимает минималь-
ное из возможных значений. Одновременное задание амплитуды и фазы полностью
характеризует значение сигнала в данный момент времени. Понятие амлитуды и
фазы в строгом смысле применимо только к гармоническим сигналам. Однако, на
практике их используют для значительно более широкого класса сигналов, таких,
например, как модулированнные сигналы, которые используются для передачи ин-
формации.
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Рассмотрим амплитудно-модулированные (АМ) колебания: x(t) = A(t) cos (ωt+ φ),
A(t) - амплитуда, меняющаяся со временем - мгновенная амплитуда. Обычно счи-
тается, что A(t) - более медленная функция, чем cos (ωt+ φ). АМ сигнал также
записывают в форме: x(t) = A0 [1 +mζ(t)] cos (ω0t+ φ), где m - коэффициент моду-
ляции, ζ(t) - модулирующий сигнал (огибающая). Если АМ колебания используют
в линиях связи, то модулирующий сигнал содержит передаваемую информацию.
Как извлечь его из x(t)? Для этого можно использовать ПГ.

Простейший случай АМ сигнала - однотональный АМ сигнал, когда модулиру-
ющий сигнал представлякет собор гармоническое колебание ζ(t) = cos (Ωt). Тогда
сам сигнал может быть предствлен в виде трех гармонических состовляющих:

x(t) = A0

{
cos (ω0t+ φ) +

m

2
cos ([ω0 + Ω] t+ φ) +

m

2
cos ([ω0 − Ω] t+ φ)

}
Сопряженный сигнал получится, если заменить косинусы на синусы:

x̃(t) = A0

{
sin (ω0t+ φ) +

m

2
sin ([ω0 + Ω] t+ φ) +

m

2
sin ([ω0 − Ω] t+ φ)

}
и соответственно, аналитический сигнал:

X(t) = A0

{
exp (j (ω0t+ φ)) +

m

2
exp (j ([ω0 + Ω] t+ φ)) +

m

2
exp (j ([ω0 − Ω] t+ φ))

}
(4.2)

Выражение (4.2) преобразуется к виду:

X(t) = A0 {1 +m cos (Ωt)} exp (j (ω0t+ φ))

откуда видно, что модуль аналитического сигнала совпадает с огибающей исходных
АМ колебаний:

|X(t)| = A0 {1 +m cos (Ωt)}

Аналогичным образом можно показать, что ПГ дает возможность получить оги-
бающую любых АМ колебаний. В этом случае огибающая ζ(t) раскладывается по
своим гармоническим составляющим Fζ(ω): ζ(t) = 1

2π

∫∞
−∞ Fζ(ω) exp (jωt) dω. Спектр

модулированннх колебаний представляет собой сумму несущей частоты и боковых
полос:

F+
x = πδ(ω − ω0) +

m

2
Fζ(ω − ω0)

Здесь F+
x означает ту часть спектра, которая приходится на положительные часто-

ты. Соответственно, положительная часть спектра сопряженного сигнала получит-
ся, если F+

x домножить на −j:

F+
x̃ = −j

{
πδ(ω − ω0) +

m

2
Fζ(ω − ω0)

}
и соответственно, спектр аналитического сигнала X = x+ jx̃:

FX = 2πδ(ω − ω0) +mFζ(ω − ω0) (4.3)
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(напомним, что отрицательная часть спектра аналитического сигнала равна нулю,
поэтому знак “+” над FX не ставится. Чтобы выразить сигнал, через его спектр,
надо воспользоваться обратным преобразованием Фурье:

X(t) =
1

2π

∫ ∞
−∞
{2πδ(ω − ω0) +mFζ(ω − ω0)} exp (jωt) dω =

=

∫ ∞
−∞

δ(ω − ω0) exp (jωt) dω +
m

2π
exp (ω0t)

∫ ∞
−∞

Fζ(ω − ω0) exp (j(ω − ω0)t) d(ω − ω0) =

= exp (jω0t) + exp (ω0t)

{
1

2π

∫ ∞
−∞

Fζ(ξ) exp (jξt) dξ

}
= [1 +mζ(t)] exp (jω0t)

Таким образом, амплитуда аналитического сигнала 1 + mζ(t) совпадает с модули-
рующим сигналом.
Аналитический сигнал позволяет получить значение мгновенной фазы сигналов

с угловой (фазовой) модуляцией. ФМ сигнал может быть записан в виде x(t) =
A0 cos (ωt+ φ(t)), где φ(t) = mζ(t), m - коэффициент угловой модуляции, ζ(t) -
модулирующий сигнал (|ζ(t)| < 1). Известно, что при малых коэффициентах мо-
дуляции (это означае, что спектр модулированных колебаний “прижат” к частоте
несущей ω), мгновенная фаза сигнала x(t) может быть получена в виде аргумента
комплексного аналитического сигнала:

ωt+ φ(t) ' arctan

(
Im [X(t)]

Re [X(t)]

)
Данное свойство позволяет использовать ПГ в качестве фазового детектора.

4.1.4 Дискретное преобразование Гильберта

Дискретное преобразование Гильберта (ДПГ) вводится по аналогии с обычным
(аналоговым) преобразованием Гильберта. Оно определяется как линейное преоб-
разование дискретного сигнала x(n), частотная характеристика которого совпадает
с частотной характеристика ПГ:

K(ω) =

{
−j если ω ∈ [0; π]

j если ω ∈ [−π; 0]

Таким образом, ДПГ можно рассматривать как цифровой фильтр, АЧХ которого
постоянна во всей полосе частот, а ФЧХ - кусочно-постоянна. Такой фильтр будет
некаузальным. Это легко увидеть, если рассчитать импульсную характеристику
ДПГ:

h(n) =
1

2π

[∫ 0

−π
j exp (jωn) dω −

∫ π

0

j exp (jωn) dω

]
=

{
2 sin2(πn/2)

πn
, n 6= 0

0, n = 0
(4.4)

Видно, что импульсная характеристика отлична от нуля для сколь угодно малых
значений n, а значит преобразование некаузально и не может быть реализовано тех-
ническими средствами. Тем не менее, также как и в случае обычных фильтров - мы

58

Са
ра
то
вс
ки
й г
ос
уд
ар
ст
ве
нн
ый

 ун
ив
ер
си
те
т и
ме
ни

 Н
. Г

. Ч
ер
ны
ше
вс
ко
го



не можем реализовать идеальный фильтр, но можно построить фильтр, сколь угод-
но близкий к идеальному. При определенных условиях, накладываемых на преобра-
зуемые сигналы, можно построить цифровой фильтр Гильберта, приближающийся
по своим свойствам к ДПГ.

4.1.5 Синтез цифрового фильтра Гильберта

Подойдем к задаче создания фильтра Гильберта также как к задаче синтеза обыч-
ного фильтра. При решении этой задачи учтем, что любой цифровой фильтр имеет
некоторую групповую задержку k. Это означает, что сигнал на выходе фильтра
в текущий момент времени y(n) будет соответствовать сигналу, сопряженному со
входным сигналом, рассматриваемым k шагов назад: y(n) ' x̃(n−k). В соответствии
с этим, ФЧХ фильтра Гильберта будет представлять собой линейную функцию от
частоты, и равную −π/2 в нуле. АЧХ фильтра Гильберта должно быть постоянным
и равным единице.

В работе N3, в разделе 3.1.4 рассматривались общие принципы синтеза фильтров
с линейной ФЧХ. В частности, было показано, что такими свойствами могут обла-
дать КИХ фильтры y(n) =

∑M
i=0 bix(n − i) с нечетным числом слагаемых M = 2k.

Частотная характеристика таких фильтров (см.3.15) имеет вид:

K(ω) = [{b0 exp (jkω) + b2k exp (−jkω)}+ {b1 exp (j(k − 1)ω) + b2k−1 exp (−j(k − 1)ω)}+

...+ {bk−1 exp (jω) + bk+1 exp (−jω)}+ bk] exp(−jkω) (4.5)

Запишем ее в виде K(ω) = −j exp(−jkω)D(ω). Чтобы синтезировать фильтр Гиль-
берта нам надо так подобрать коэффициенты bi, чтобы функция D(ω):

• была вещественной и

• принимала значения, близкие к единице во всем частотном диапазоне.

Из формулы (4.5) видно, что для вещественного характера D(ω) достаточно вы-
брать коэффициенты bi антисимметричным образом:

b0 = −b2k

b1 = −b2k−1

· · ·
bk−1 = bk+1

bk = 0

В этом случае, получаем:

D(ω) = −2 {b0 sin (kω) + b1 sin ((k − 1)ω) + ...+ bk−1 sin (ω)} (4.6)

Посмотрим, какими свойствами будет обладать фильтр с данным выбором ко-
эффициентов. Из (4.6) следует, что, как при ω = 0, так и при ω = π коэффициент
передачи фильтра будет равен нулю (K(ω) = 0). Таким образом, указанный фильтр
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может быть лишь полосовым. Отсюда мы приходим к важному выводу: ЦФГ может
работать с сигналами, имеющими полосовой спектр (то есть спектр которых нахо-
дится в некоторой полосе частот от ω1 до ω2. Наличие верхней граничной частоты
не имеет принципиального значения, поскольку любые методы цифровой обработ-
ки требуют ограниченности спектра сверху. Наличие нижней граничной частоты
выделяет ДПГ среди других методов обработки: оно не может применяться к тем
сигналам, в спектре которых присутствуют гармоники на сколь угодно низких ча-
стотах.

Таким образом, асимметричный выбор коэффициентов обеспечивает нам нужные
фазо-частотные свойства фильтра Гильберта. Чтобы обеспечить нужные амлитудно-
частотные свойство, необходимо подобрать соответствующие коэффициенты bi. Как
это сделать? Простейщий ( но не лучший) способ - воспрользоваться импульсной
характеристикой (4.4). Если мы учтем групповую задержку фильтра на k шагов,
то она преобразуется к виду:

h(n) =

{
2 sin2(π(n−k)/2)

π(n−k)
, n 6= k

0, n = k

оставаясь некаузальной. Чтобы обеспечить каузальность, можно “отсечь” все слага-
емые с n < 0 и соответственно с n > 2k. Поскольку h(n) спадает пропорционально
1/(n−k) от своего максимального значения, то выбирая большое k (соответственно
большой порядок фильтра) можно сделать “обрезаемые” слагаемые сколь угодно
малыми. Однако, такой путь не дает возможность создать хороший фильтр Гиль-
берта. Данный метод “упирается” в хорошо известное в радиофизике явление Гибб-
са. Отсечение малых слагаемых в импульсной характеристики не позволяет сколь
угодно близко приблизить соответствующую частотную характеристку к частотной
характеристики идеального фильтра, поскольку на ней появляются “осцилляции”
значительной амплитуды. Поэтому на практике используется синтез фильтров Че-
бышева, характеристика которых, при выбранном порядке фильтра, лучше всего
совпадает с характеристикой идеального фильтра. Одним из алгоритмов подбора
коэффициентов фильтров Чебышева является алгоритм Ремеза. Синтез фильтра
Гильберта выходит за рамки данной работы, поэтому данный алгоритм рассматри-
ваться здесь не будет.

4.2 Экспериментальная установка

Экспериментальная установка предствляет собой компьютерную программу, со-
зданную в среде программирования Labview, которая позволяет моделировать регу-
лярные и шумовые радиосигналы, проводить их фильтрацию при помощи выбран-
ного цифрового фильтра, строить спектры мощности исходного и прошедшего че-
рез фильтр сигналов, отображать сами сигналы на осциллографе. Функциональная
схема изображена на рис. 4.1 В установку входит генератор сигналов, позволяющий
генерировать амплитудно-модулированные колебания с гармонической огибающей:

x(t) = [1 +mA2(t)]A1(t) (4.7)
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Рис. 4.1: Функциональная схема установки для исследования цифрового фильтра
Гильберта

где A1,2 - сигналы несущей и огибающей: A1(t) = aΦ(t) + bξ(t), Φ(t) - радиосиг-
нал единичной амплитуды с базовой частотой ω0, форма сигнала выбирается из
следующего набора:

• гармонический сигнал,

• периодическая последовательность прямоугольных импульсов,

• периодическая последовательность треугольных импульсов,

• периодическая последовательность пилообразных импульсов;

bξ(t) - полосовой шум с интенсивностью b, спектр которого расположен в полосе ча-
стот от ω1 до ω2; A2(t) = cos Ωt. Сигнал от генератора подается на устройство дис-
кретной выборки, проводящей выборку сигнала с шагом τ : xd(n) = x(nτ). Спектр
обоих сигналов (аналогового и дискретного) рассчитывается посредством алгорит-
ма ДПФ и отображается на анализаторах спектра. Форма сигналов отображается
на экранах осциллографов. Устройство восстановления производт восстановление
аналогового сигнала из дискретной выборки. Результат восстановления отобража-
ется на экране осциллографа. Кроме того, рассчитывается относительная погреш-
ность восстановленного сигнала по сравнению с исходным,которая отображается на
цифровом индикаторе.

На рис.4.2 приведена передняя панель установки. На ней располагаются:

1. Основной генератор (Main Generator) - многофункциональный генератор, ко-
торый формирует четыре формы сигнала. Он содержит следующие элементы
управления:

61

Са
ра
то
вс
ки
й г
ос
уд
ар
ст
ве
нн
ый

 ун
ив
ер
си
те
т и
ме
ни

 Н
. Г

. Ч
ер
ны
ше
вс
ко
го



Рис. 4.2: Вид передней панели установки для исследования цифрового фильтра
Гильберта
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a) Signal choice – переключатель формы выходного сигнала. Нажатием на
кнопку форма сигнала изменяется в последовательности синус – прямо-
угольник – треугольник – пилообразный сигнал.

b) Frequency – регулятор частоты в пределах выбранного диапазона от 0−
100 Гц. При вращении ручки по часовой стрелке происходит увеличение
частоты, против часовой стрелки – уменьшение.

c) Amplitude – регулятор амплитуды выходного сигнала от 0-5.

2. Генератор Шума (Noise Generator) - генерирует шумовой сигнал. Увели-
чивая амплитуду шума генератор начинает работать, при положении ручки в
крайнем левом положении – генератор выключен.

a) РучкаNoise choice изменяет тип шума: случайный белый шум (uniform)
и полосовой (bandwidth).

b) Ручки low fr. и high fr. задают полосу частот для полосового шума,
диапазон изменения нижней частоты от 0 − 30 Гц, верхней от 20 − 100
Гц.

c) Noise amplitude – регулятор амплитуды шума от 0 – 0.1.

3. Блок выбор шага дискретизации (Sampling) Данный блок осуществ-
ляет выбор шага дискретизации аналогового сигнала. При вращении ручки
Sampling по часовой стрелке мы увеличиваем шаг дискретизации от 0 до
0.05 и выше, что приводит к уменьшению частоты дискретизации. Частота
дискретизации отображается стрелочным индикатором Sampling Frequency

4. Генератор огибающей амплитудной модуляции (Modulation Generator)

a) modulation coeff. – регулятор изменения коэффициента модуляции от
0 до 100%.

b) modulation frequency – регулятор изменения частоты модуляции от 0.1
до 20 Гц.

5. Анализатор спектра аналогового сигнала (Analog Spectrum)

6. Анализатор спектра дискретного сигнала (Discrete Spectrum)

a) Регулятор Frequency позволяет задавать полосу частот для обзора на
экране анализаторов спектров.

b) Ручки Spectrum scale – выбирает масштаб расчета спектра: логариф-
мический или линейный.

c) Метка белого цвета на экране анализатора отмечает положение критиче-
ской частоты Найквиста (половина частоты дискретизации).

d) Горизонтальный и вертикальный курсоры (желтого цвета) на экране ана-
лизатора позволяют проводить курсорные измерения.
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7. Осциллограф 1 строит исходный сигнал (зеленая кривая) и дискретную
выборку (красные импульсы).

8. Осциллограф 2 строит дискретный сигнал (зелёная огибающая) и восста-
новленный сигнал (огибающая ярко-синего цвета).

a) Ручка X scale изменяет временной масштаб по оси абсцисс на первом и
втором осциллографе.

9. Стрелочный индикатор Uniform norm diff. показывает среднеквадратичную
относительную погрешность восстановленного сигнала из дискретного.

4.2.1 Ход работы

1. Исследование дискретизации низкочастотных сигналов.

a) Рассмотрите дискретизацию последовательности прямоугольных, треуголь-
ных, пилообразных импульсов. Установите амплитуду и частоту сигнала.
Увеличивая шаг дискретизации, следите за изменениями в спектре дис-
кретизованных колебаний, а также за их формой. Постройте характер-
ные виды спектров и сигналов. Экспериментально определите значение
минимальной частоты дискретизации.

b) Рассмотрите дискретизацию смеси гармонического сигнала и белого шу-
ма, смеси гармонического сигнала и полосового шума, выбрав диапазон
частот шума так, чтобы он не перекрывался с основным сигналом. Проил-
люстрируйте эффект наложения спектральных компонент шума на ком-
поненты сигнала при дискретизации.

2. Исследование восстановления сигнала из его дискретной выборки

a) Проведите исследование восстановления сигналов из дискретной выбор-
ки последовательности прямоугольных и треугольных импульсов в зави-
симости от шага дискретизации. Постройте характерные графики дис-
кретизованного и восстановленного сигналов для нескольких значений
частоты дискретизации. Постройте зависимость относительной погреш-
ности восстановления от частоты дискретизации.

b) Проведите исследование восстановления сигналов из дискретной выбор-
ки амплитудно-модулированных колебаний в зависимости от шага дис-
кретизации. Постройте характерные графики дискретизованного и вос-
становленного сигналов для нескольких значений частоты дискретиза-
ции. Постройте зависимость относительной погрешности восстановления
от частоты дискретизации.

c) Проведите исследование восстановления сигналов из дискретной выбор-
ки белого и полосового шума. Постройте характерные графики дискрети-
зованного и восстановленного сигналов для нескольких значений частоты
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дискретизации. Постройте зависимость относительной погрешности вос-
становления от частоты дискретизации.

3. Исследование полосовой дискретизации.

a) Проведите исследование дискретизации гармонического сигнала от ча-
стоты дискретизации. Постройте характерные спектры и графики коле-
баний для дискретизации, удовлетворяющей критерию Найквиста и не
удовлетворяющей этому критерию. Постройте зависимость частоты дис-
кретизованного сигнала (по его спектру) от частоты дискретизации.

b) Проведите исследование дискретизации амплитудно-модулированного сиг-
нала от частоты дискретизации. Постройте характерные спектры и гра-
фики колебаний для дискретизации, удовлетворяющей критерию Най-
квиста и не удовлетворяющей этому критерию. Постройте зависимость
частоты дискретизованного сигнала (по его спектру) от частоты дискре-
тизации.
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5 Лабораторная работа: Синтез
оптимальных фильтров с
использованием алгоритма
Ремеза

5.1 Введение

Наиболее распространенным методом цфровой обработки сигналов является циф-
ровая фильтрация. Под цифровой фильтрацией понимают преобразование сигна-
ла, существенно меняющее его спектральный состав. Цифровой фильтр - это че-
тырехполюсник, обладающий частотно-селективными свойствами. Основная зада-
ча фильтров - отфильтровывать (подавлять) спектральные компоненты сигнала
в определенном частотном диапазоне, передавая в неизменном виде спектральные
компоненты в другом частотном диапазоне. Поэтому основной характеристикой
фильтра является его частотная характеристика. Фильтры классифицируются в
зависимости от вида их амплитудно-частотной характеристики. Диапазон частот
АЧХ, в котором фильтр пропускает спектральные компоненты сигнала, называет-
ся полосой пропускания. Диапазон частот АЧХ, в котором фильтр не пропускает
(подавляет) спектральные компоненты сигнала, называется полосой подавления.
Между полосами пропускания и подавления может располагаться т.н. переходная
полоса.

5.1.1 Классификация фильтров по их частотным свойствам

В зависимости от расположения на оси частот полосы пропускания и полосы по-
давления фильтры делятся на:

• фильтры нижних частот (ФНЧ), у которых полоса пропускания - интервал от
нулевой частоты до некоторой граничной частоты ω01 , а полоса подавления
- интервал от граничной частоты ω02 ≥ ω01 до π;

• фильтры верхних частот (ФВЧ), у которых полоса подавления - интервал от
нулевой частоты до некоторой граничной частоты ω01 , а полоса пропускания
- интервал от граничной частоты ω02 ≥ ω01 до π;
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Рис. 5.1: Вид амплитудно-частотной характеристики для: (a) фильтра нижних ча-
стот, (b) фильтра верхних частот; (c) полосового и (d) заградительгного
фильтров. Полоса пропускания окрашена зеленым цветом, полоса подав-
ления - красным, переходная полоса оставлена белой.

• полосовые фильтры (ПФ), у которых полоса пропускания имеет как вернюю,
так и нижнюю граничные частоты, то есть располагается в полосе между
ω01 и ω02, а полоса подавления разбивается на два подинтервала: нижний, от
нулевой частоты до ω03 ≤ ω01, и верхний, от ω04 ≥ ω02 до π;

• заграждающие фильтры (ЗФ), у которых полоса подавления имеет как вер-
нюю, так и нижнюю граничные частоты, то есть располагается в полосе между
ω01 и ω02, а полоса пропускания разбивается на два подинтервала: нижний, от
нулевой частоты до ω03 ≤ ω01, и верхний, от ω04 ≥ ω02 до π.

Качественный вид АЧХ для ФНЧ, ФВЧ, ПФ и ЗФ показан на рис. a, b, c и d
соответственно.

5.1.1.1 Понятие об идеальных фильтрах

Идеальными называются фильтры:

1. у которых отсутствует переходная полоса, то есть весь частотный диапазон
делится только на полосу пропускания и полосу подавления;
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2. если спектр входного сигнала целиком укладывается в полосу подавления, то
такой сигнал полностью подавляется;

3. если спектр входного сигнала целиком укладывается в полосу пропускания,
тот такой сигнал передается без искажения формы.

Свойство (2) означает, что в полосе подавления амплитудно-частотная характери-
стика должна быть равна нулю, фазо-частотная характеристика, при этом, может
быть любой. Если обозначить диапазон частот, соответствующий полосе подавле-
ния как ∆ωs, то данное свойство можно записать следующим образом:

K(ω) = 0, если ω ∈ ∆ωs (5.1)

Рассмотрим подробнее свойство (3). Обозначим диапазон частот, соответствующий
полосе пропускания как ∆ωt и определим вид K(ω) в этом диапазоне. Если сиг-
нал x(n) таков, что Fx(ω) = 0 для ω /∈ ∆ωt, тогда форма выходного сигнала y(n)
должна полностью повторять форму x(n). Это не значит, что входной и выходной
сигналы должны быть идентичными, а означает лишь, что выходной сигнал может
отличаться от входного (а) амплитудой и (б) временем включения. Иными словами
y(n) = Ax(n − n0), где n0 - задержка выходного сигнала относительно входного.
Параметр n0 называется временем групповой задержки фильтра. Тогда, учитывая
свойства ДВПФ, можно записать, что

Fy(ω) = AFx(ω) exp(−jn0ω)

Отсюда, для идеального фильтра

K(ω) = A exp(−jn0ω), если ω ∈ ∆ωt (5.2)

или, для АЧХ:
|K(ω)| = A, если ω ∈ ∆ωt

для ФЧХ:
θ(ω) = −n0ω, если ω ∈ ∆ωt

Таким образом, мы выяснили, что в полосе подавления коэфициент передачи тож-
дественно равен нулю, а в полосе пропускания он имеет постоянную амплитуду
(модуль) и линейно зависящую от времени фазу. Вид АЧХ и ФЧХ для идеального
фильтра нижних частот приведен на рис. 5.2.

Возможна ли реализация идеального фильтра? Нетрудно показать, что идеаль-
ный фильтр должен быть некаузальным, а значит его нельзя создать. Действитель-
но, рассмотрим, например, идеальный фильтр нижних частот, частотная характе-
ристка котрого изображена на рис. 5.2. Эта характеристика задается выражением:

K(ω) =

{
A exp (−jn0ω) если ω ∈ [−ω01 : ω01]

0 если ω /∈ [−ω01 : ω01]
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Рис. 5.2: Амплитудно-частотная (a) и фазо-частотная (b) характеристика идеаль-
ного фильтра нижней частоты
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Рассчитаем для него импульсную характеристику:

h(n) =
1

2π

[∫ ω01

−ω01

A exp (−jn0ω) dω

]
=
Aω01

π
Sinc [(n− n0)ω01] (5.3)

Из формулы (5.3) видно, что h(n) имеет ненулевые слагаемые для любых значений
n, включая отрицательные. Это означает, что идеальный фильтр нижних частот
является некаузальным, то есть неосуществимым на практике. Аналогичные свой-
ства можно доказать и для других идеальных фильтров.

Итак, идеальные фильтры неосуществимы. Возникает вопрос: для чего необхо-
димо использовать модель идеального фильтра, который нельзя реализовать на
практике? Дело в том, что характеристика идеального фильтра не может соответ-
ствовать никакому устройству, однако, можно создать фильтры с характеристика-
ми, которые будут очень близки к характеристике идеального фильтра.

5.1.2 Фильтры с линейной ФЧХ

Комплексная частотная характеристика идеального фильтра соответствует ступен-
чатой АЧХ и линейной ФЧХ. В предыдущем разделе была показана неосуществи-
мость этой комбинации. Могут ли идеальная АЧХ и идеальная ФЧХ быть реали-
зованы по-отдельности? Иными словами, можно ли создать фильтр со ступенчатой
АЧХ, ФЧХ которого не является линейной функцией частоты, и, наоборот, можно
ли создать фильтр с линейной ФЧХ, АЧХ которого не идеальна? Ответ на первый
из этих вопросов отрицателен. Нельзя создать идеальную АЧХ, но можно создать
фильтр, АЧХ которого будет сколь угодно близка к идеальной. Ответ на второй
вопрос положителен, но только если фильтр имеет конечную импульсную характе-
ристику. КИХ фильтры с линейной ФЧХ существуют и их синтез не представляет
особых трудностей. Определим те условия, которым должен удовлетворять КИХ
фильтр, чтобы его ФЧХ была линейной.

Пусть КИХ фильтр задается уравнением:

y(n) =
M∑
i=0

bix(n− i)

тогда его передаточная характеристика H(z) будет иметь вид:

H(z) =
M∑
i=0

biz
−i (5.4)

Соответственно, чтобы получить частотную характеристику надо заменить в вы-
ражении (5.4) переменную z на exp (jω):

K(ω) =
M∑
i=0

bi exp (−jiω) (5.5)
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Предположим, сначала, чтоM = 2k - четное число. Тогда в сумме (5.5) будет нечет-
ное число (2k+1) слагаемых. Вынесем общий множитель exp(−jkω) и сгруппируем
члены суммы:

K(ω) = [{b0 exp (jkω) + b2k exp (−jkω)}+ {b1 exp (j(k − 1)ω) + b2k−1 exp (−j(k − 1)ω)}+

+ ...+ {bk−1 exp (jω) + bk+1 exp (−jω)}+ bk] exp(−jkω) (5.6)

Из выражения (5.6) видно, для того чтобы ФЧХ была линейной, достаточно, чтобы
сумма в квадратных скобках была либо чисто вещественной:K(ω) = D(ω) exp(−jkω),
либо - чисто мнимой: K(ω) = jD(ω) exp(−jkω), где D - вещественнозначная функ-
ция. В первом случае, достаточно выбрать коэффициенты bi симметричными:

b0 = b2k, b1 = b2k−1, ..., bk−1 = bk+1 (5.7)

а во втором - антисимметричными:

b0 = −b2k, b1 = −b2k−1, ..., bk−1 = −bk+1, bk = 0 (5.8)

Рассмотри сначала симметричный выбор коэффициентов. Используя формулы Эй-
лера, запишем:

D(ω) = 2 [b0 cos (kω) + b1 cos ((k − 1)ω) + ...+ bk−1 cos (ω) + bk/2] , (5.9)

Обозначим: c0 = bk, c1 = 2bk−1,..., ck = 2b0, тогда выражение (5.9) запишется более
компактно:

D(ω) =
k∑
i=0

ci cos (iω) (5.10)

КИХ-фильтр с четным M и симметричным выбором коэффициентов называет-
ся фильтром 1-го рода. Рассмотрим его свойства. Для того чтобы получить АЧХ,
нужно взять модуль от D(ω):

|K(ω)| =

∣∣∣∣∣
k∑
i=0

ci cos (iω)

∣∣∣∣∣ (5.11)

На нулевой частоте |K(ω)| =
∣∣∣∑k

i=0 ci

∣∣∣, на верхней частоте |K(ω)| =
∣∣∣∑k

i=0 ci(−1)i
∣∣∣-

для обоих случаев вполне возможно подобрать соответствующие коэффициенты
ck, а значит, фильтр с симметричным выбором коэффициентов может быть как
фильтром как нижних, так и верхних частот. Рассмотрим теперь подробнее свой-
ства ФЧХ. В полосе пропускания фильтра, там где |K(ω)| = D(ω) фазо-частотная
характеристика будет линейной:

θ(ω) = −kω,

Такая ФЧХ будет соответствовать задержке выходного сигнала относительно вход-
ного на k шагов. В полосе подавления |K(ω)| � 1, а значит в ряде точек при пе-
реходе через ноль D(ω) может менять знак. Каждая смена знака функцией D(ω)
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соответствует изменению фазы на π, поэтому в этом диапазоне ФЧХ будет кусочно-
линейна: линейные участки прерываются скачками фазы на π при тех значениях
частоты, при которых АЧХ обращается в ноль. Возможный вид АЧХ, ФЧХ и функ-
ции D(ω) КИХ-фильтра нижних частот с симметричным выбором коэффициентов
приведен на рис.5.3. Вернемся теперь к антисимметричному выбору коэффициен-
тов (5.8). В этом случае использование формулы Эйлера позхволяет перейти от
комплексных экспонент к функциям синуса: K(ω) = jD(ω), где

D(ω) = −2 {b0 sin (kω) + b1 sin ((k − 1)ω) + ...+ bk−1 sin (ω)} (5.12)

- вещественно-значная функция. Наличие мнимой единицы в качестве сомножи-
теля означает, что фаза выходного сигнала отличается от фазы входного на ну-
левой частоте на π/2. Такой характер фазо-частотной характеристики не соответ-
ствует ФЧХ идеального частотно-селективного фильтра. Поэтому КИХ-фильтры
с данным выбором коэффициентом молгут быть использованы как специальные
фильтры-преобразователи. Пример такого фильтра будет рассмотрен позднее.

При нечетном порядке фильтраM = 2k−1 Итак, мы определили, что при опреде-
ленных условиях КИХ фильтр может иметь ФЧХ, линейную в полосе пропускания
и кусочно-линейную в полосе подавления. Нелинейность ФЧХ в полосе подавления
не является существенной, так как в этом частотном диапазоне коэффициент пере-
дачи фильтра все равно близок к нулю и фазовые свойства больше не играют роли.
Чтобы сформировать нужную АЧХ, коэффициенты bi должны быть подобраны со-
ответствующим образом. Задача подбора этих коэффициентов называется задачей
синтеза КИХ-фильтра.

5.1.3 Оптимальные фильтры - фильтры Чебышева

Как уже было показано выше идеальные цифровые фильтры не могут быть по-
строены. Однако, можно создать фильтр с идеальной ФЧХ, АЧХ которого будет
сколь угодно близко приближаться к АЧХ идеального фильтра. При синтезе циф-
ровых фильтров всегда возникает вопрос: насколько полученный фильтр является
оптимальным. Иными словами, можно ли при данном уровне сложности фильтра
(данном порядке фильтра) построить фильтр, который по своим характеристикам
будет лучше подходить к характеристике идеального фильтра.

Для того, чтобы ответить на вопрос об оптимальности фильтра, необходимо сна-
чала выбрать критерий “близости” АЧХ реального фильтра к АЧХ идеального.
Таким критерием может быть равномерная норма разности двух функций, извест-
ная из функционального анализа. Пусть x($) и y($) две функции определенные
на множестве ∆$, представляющем собой набор отрезков. Тогда равномерной нор-
мой разности этих функций на указанном множестве будет максимальное значение
модуля их разности, достигаемое на множестве ∆$:

‖x− y‖ = max (|x($)− y($)|) при$ ∈ ∆$

В нашем случае функция x($) - АЧХ идеального фильтра, y($) - АЧХ синтези-
руемого КИХ-фильтра с линейной ФЧХ, ∆$ - объединение полосы пропускания и
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Рис. 5.3: Вид АЧХ (a), функции D(ω) (b) и ФЧХ для КИХ фильтра нижних частот
с симметричным выбором коэффициентов
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Рис. 5.4: АЧХ идеального и реального фильтров НЧ

полосы подавления фильтра (см. рис. 5.4) Таким образом, равномерная норма раз-
ности - дает количественную характеристику близости реальной АЧХ к идеальной.
Если мы имеем два разных цифровых фильтра, то сравнивая нормы разности их
АЧХ и АЧХ идеального фильтра, мы можем определить, какой из них является
лучшим.

Пусть нам поставлена задача, создать цифровой фильтр НЧ с граничой частотой
полосы пропускания$1 и граничной частотой полосы заграждения$2 (рис.). Будем
синтезировать КИХ-фильтр 1-го рода четного порядка M = 2k и с симметричным
выбором коэффициентов bi = b2k−i. Следуя формуле (5.11), АЧХ такого фильтра
определяется выбором k + 1 вещественныго числа ci: K = |D|, где

D(ω) =
k∑
i=0

ci cos (iω) (5.13)

. Предположим, каким-то образом нам удалось подобрать некоторый набор коэффи-
циентов ci, так, что функция D($) достаточно близко подходит к характеристике
идеального фильтра (рис.5.5). Является ли данный фильтр оптимальным? Иными
словами, можно ли при заданном порядке фильтраM подобрать другие коэффици-
енты ci, так что новый фильтр будет иметь характеристику, лучше аппроксимиру-
ющую характеристику идеального фильтра? Ответом на вопрос об оптимальности
фильтра является теорема Чебышева:

Для того, чтобы аппроксимирующий тригонометрический полином
D($) =

∑k
i=0 ciϕi($) был полиномом наилучшего равномерного

приближения функции ξ($) на совокупности интервалов аппроксимации
∆$i необходимо и достаточно, чтобы абсолютный максимум модуля
разности этих функций |δ| = max |D($)− ξ($)| достигался ровно в k + 2
точках $1 < $2 < ... < $k+2, причем в соседних точках знаки разности
δi = D($i)− ξ($i) должны быть противоположными: δi = −δi+1.

74

Са
ра
то
вс
ки
й г
ос
уд
ар
ст
ве
нн
ый

 ун
ив
ер
си
те
т и
ме
ни

 Н
. Г

. Ч
ер
ны
ше
вс
ко
го



(a) (b)

Рис. 5.5: АЧХ идеального фильтра и синтезируемого КИХ-фильтра НЧ

Совокупность частот, при которых достигается абсолютный максимум:
{$1, ..., $k+2}, называется частотами альтернанса

Применим данный критерий к АЧХ фильтра на рисунке 5.5a. Предположим
данный фильтр является фильтром порядка M = 16. Тогда, согласно критерию
теоремы Чебышева, максимум разности его АЧХ и АЧХ идеального НЧ фильтра
должен достигать в 10 точках, что и имеет место для рассматриваемого фильтра
(δ1, ..., δ10). Однако, все максимумы δi на рис. 5.5a являются разными по величине,
следовательно, абсолютный максимум достигается только в одной точке (δ3). По-
этому, фильтр, чья АЧХ представлена на этом рисунке не является оптимальным.
Рассмотрим теперь фильтр того же порядка с АЧХ, построенной на рис. 5.5b. Здесь
также максимум разности АЧХ реального и идеального фильтров достигается в де-
сятиточках, но на этот раз, все δi равны по величине и, в соседних точках - проти-
воположны по знаку. Поэтому данная АЧХ принадлежит оптимальному фильтру.

5.1.4 Синтез оптимального фильтра по алгоритму Ремеза

Рассмотрим способ синтеза фильтра, удовлетворяющего критерию теоремы Че-
бышева. Прежде всего, убедимся, что нахождение коэффициентов оптимального
фильтра {ci} эквивалентно нахождению всех частот альтернанса. Действительно,
пусть нам известны все k+2 частоты альтернанса. Тогда, в соответствии с теоремой
Чебышева, для каждой из этих частот $n будет выполняться равенство:

k∑
i=0

[ci cos (i$n)]− ξ($n) = (−1)nδ (5.14)

где δ - максимальное значение отстройки АЧХ реального фильтра от АЧХ идеально-
го. Уравнения (5.14) представляют собой k+2 линейных алгебраических уравнений
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от k+ 2 неизвестных: k+ 1 неизвестных коэффициентов ci и значение δ. Оно легко
решается относительно неизвестных ci и δ

Для нахождения частот альтернанса существует итерационный алгоритм, назы-
ваемый алгоритмом Ремеза:

1. Произвольно выбирается набор k+2 частот: $(1)
1 < $

(1)
2 < ... < $

(1)
k+2, которые

будем считать частотами альтернанса в первом приближении.

2. Значения частот подставляются в систему уравнений (5.14). Определяются
постоянные c(1)

i и δ(1), которые также назовем коэффициентами аппроксими-
рующего полинома и отстройкой в первом приближении.

3. Построим функцию D($) в соответствии с формулой (5.13). Найдем значе-
ния частоты, при которых разность D($)−ξ($) достигает своего максимума.
Выбирем из этих точек k + 2 значения $

(2)
1 < $

(2)
2 < ... < $

(2)
k+2, в которых

максимумы разности последовательно меняют знак. Эти точки объявляем ча-
стотами альтернанса во втором приближении.

4. Если новая последовательность частот альтернанса совпадает с исходной (с
заданной точностью) - алгоритм завершается. Если нет - новая последова-
тельность частот альтернанса используется для получения следующего при-
ближения (переход к пункту 2 алгоритма).

Доказано, что алгоритм Ремеза является сходящимся. То есть исходя из любой
произвольно выбранной системы точек за конечное число итераций можно получить
набор частот альтернанса с желаемой точностью.

Рассмотрим работу алгоритма Ремеза на конкретном примере. Попробуем синте-
зировать ФНЧ с полосой пропускания от 0 до 0.4π и с полосой подавления от 0.5π до
π. Соответственно, диапазон частот от 0.4π до 0.5π приходится на переходную по-
лосу. В качестве аппроксимируемого идеального фильтра будем использовать ФНЧ
с полосой пропускания от нуля до средней частоты переходной полосы реального
фильтра, то есть от $ = 0 до $ = 0.45π. АЧХ аппроксимируемого фильтра пред-
ставлена на рис. a. Будем использовать фильтр 8-го порядка, что означает, что
тригонометрический полином имеет порядок 4. Таким образом, нам необходимо
найти шесть частот альтернанса.
Зададим первоначальный набор частот: $1 = 0, $2 = 0.1, $3 = 0.4, $4 = 0.5,

$5 = 0.6, $6 = 1 (значения частот здесь и далее нормированы на π). Подста-
вим частоты альтернанса первого приближения в формулу (5.14) и решим систе-
му уравнений относительно неизвестных ci и δ. В результате получаем: c0 = 0.6,
c1 = 0.712,c3 = 0.183, c4 = −0.346, c5 = −0.284 и δ = 0.135. Подставим найден-
ные коэффициенты в формулу (5.13) и построим получившуюся характеристику
D($) (рис. 5.6b). Видно, что фильтр не является оптимальным: в точке $ = 0.246
максимум разности значительно превосходит δ и составляет ' 0.6. Скорректируем
частоты альтернанса: вместо $2 = 0.1 подставим $2 = 0.246. Новый набор частот
альтернанса (частоты во втором приближении) подставим в формулу (5.14) и по-
вторим всю процедуру заново. Результат представлен на рис. 5.6c. Здесь δ = 0.12
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(d) результат

Рис. 5.6: Последовательность выбора коэффициентов для построения оптимально-
го фильтра

77

Са
ра
то
вс
ки
й г
ос
уд
ар
ст
ве
нн
ый

 ун
ив
ер
си
те
т и
ме
ни

 Н
. Г

. Ч
ер
ны
ше
вс
ко
го



и максимальное отклонение характеристики от АЧХ идеального фильтра наблю-
дается в точке $5 = 0.68. Кроме того, максимум в точке $2 = 0.246 сместился
в точку $2 = 0.254. Подставим эти новые значения (вместе с остальными) в каче-
стве частот альтернанса в третьем приближении в формулу (5.14) и получим новый
набор коэффициентов ci и δ = 0.22. Вид АЧХ фильтра приведен на рисунке 5.6d.
Теперь с точностью до 0.005 все отклонения реальной характеристики от идеальной
соответствуют этому значению. Будем полагать, что данной точности достаточно
для завершения процедуры аппроксимации. Таким образом получен фильтр НЧ с
набором коэффициентов сi = 0.45, 0.62, 0.14, −0.34, −0.09. Для того чтобы перейти
к уравнению фильтра, достаточно воспользоваться равенством ci = bk−i, а также
дополнить набор коэффициентов фильтра до 2k в соответствии со свойством сим-
метрии: bi = b2k−i. В итоге получим: b0 = b8 = −0.09, b1 = b7 = −0.34, b2 = b6 = 0.14,
b3 = b5 = 0.62, b4 = 0.45. Таким образом, уравнение оптимального фильтра восьмо-
го порядка, работающего в полосе частот от нуля до 0.4π и задерживающего сигнал
в полосе от 0.5π до π выглядит следующим образом:

y(n) = −0.09x(n)− 0.34x(n− 1) + 0.14x(n− 2) + 0.62x(n− 3)+

+ 0.45x(n− 4) + 0.62x(n− 5) + 0.14x(n− 6)− 0.34x(n− 7)− 0.09x(n− 8)

5.2 Экспериментальная установка

Экспериментальная установка предствляет собой компьютерную программу, со-
зданную в среде программирования Labview, которая позволяет подбирать коэф-
фициенты ci полинома (5.13). Результат расчета АЧХ фильтра с выбранными ко-
эффициентами (|D($)|) отображается на экране установки. Горизонтальный и вер-
тикальный курсоры позволяют определить значения частот альтернанса (экстре-
мумов) и соответствующие им значения АЧХ.

На рис.5.7 приведена передняя панель установки. Онf содержит следующие эле-
менты управления:

1. Choice of coefficients – переключатель выбора способа задания коэффици-
ентов: симметричный (ci = cM−i) и антисимметричный (ci = −cM−i). В зави-
симости от положения этого переключателя используется либо формула (5.9),
либо (5.12), задающая вид АЧХ .

2. N of points - управляющий элемент, задающий порядок полинома (равен 1/2
от порядка фильтра).

3. Alternance frequencies - массив управляющих элементов, задающих число-
вые значения от 0 до 1 - частоты альтернанса.

4. Coefficients - массив индикаторов значений коэффициентов ci, получившихся
в результате решения системы уравнений (5.14)

5. Delta - погрешность δ, получающаяся из решения системы уравнений (5.14)
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Рис. 5.7: Вид передней панели установки для синтеза коэффициентов цифрового
фильтра

6. Transient bant low limit, Work band low limit, Work band upper limit,
Transient band upper limit - набор элементов управления, задающих чис-
ловые значений нормированных частот - границ рабочей и переходной полос
(в соответствии с рисунком на передней панели установки). Все частоты за-
даются в пределах от 0 до 0.5.

7. Characteristic - графический индикатор АЧХ, построенный по данным ча-
стотам альтернанса

5.2.1 Ход работы

1. Синтез цифрового фильтра

a) Выберите вид фильтра, его порядок и значения граничных частот.

b) Задайте эти значения в соответствующих элементах управления (1, 2, 6).

c) Задайте первоначальные частоты альтернанса (массив элементов 3). Ре-
комендации: в качестве таких частот желательно использовать гранич-
ные частоты рабочей полосы, нулевую и единичную частоту. Остальные
частоты можно равномерно распределить по диапазону.

d) Запустив установку, проанализитруйте вид АЧХ (7). Если она не удо-
влетворяет критерию оптимальности фильтра - скорректируйте частоты
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альтернанса. Для этого подставьте в (3) значения частот, соответствую-
щие максимальному отклонению полученной АЧХ от идеальной.

e) Повторите эту пройедуру до тех пор, пока вид АЧХ не станет близок к
АЧХ оптимального фильтра. После этого выпишите полученные коэф-
фициенты фильтра (индикаторы 4)

2. Исследование цифрового фильтра

a) Создайте в среде Labview программу для исследования свойст цифрового
фильтра. Программа должна содержать: генератор цифровых сигналов
разной формы с возможностью управления частотой сигнала, цифровой
фильтр, осциллограф .

b) Задайте коэффициенты цифрового фильтра, исходя из коэффициентов
ci, полученных в предыдущем задании .

c) Проведите исследование АЧХ цифрового фильтра, подав на него гармо-
нический сигнал.

d) Проведите исследование фильтрующих свойств цифрового фильтра, по-
дав на него сигналы сложной формы (прямоугольной, треугольной, пи-
лообразной, ...)
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