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ВВЕДЕНИЕ 

Учебное пособие написано в соответствии с Федеральным 

Государственным образовательным стандартом высшего 

профессионального образования и программой преподавания курса 

«Математика» для студентов Института химии СГУ. 

Курс «Математика» является фундаментальной 

общеобразовательной дисциплиной. Ее изучение предусматривает: 

 развитие логического и алгоритмического мышления; 

 овладение основными методами исследования и решения 

математических задач; 

 овладение основными численными методами; 

 выработку умения самостоятельно расширять математические 

знания и проводить математический анализ прикладных задач. 

Дифференциальные уравнения – основной инструмент химической 

кинетики. Цель пособия – помочь студентам Института химии СГУ 

освоить основные методы решения дифференциальных уравнений и 

получить практические навыки при решении типовых задач по данной 

теме. 

В пособии рассматриваются основные виды обыкновенных 

дифференциальных уравнений и методы их решения. Подробное 

содержание приведено в оглавлении. В пособии кратко изложены 

необходимые теоретические сведения и формульные соотношения, 

основной материал иллюстрируют примеры. По каждой теме приведены 

задачи для самостоятельного решения, которые позволят обучающимся 

научиться применять полученные знания на практике, тем самым будут 

способствовать лучшему пониманию и усвоению материала. Ответы к 

задачам помогут проконтролировать правильность решения. В конце 

приведены контрольные вопросы, позволяющие оценить качество 

освоения теоретического материала и список литературы. 

Пособие может быть полезно при изучении данной темы студентами 

нематематических направлений подготовки, изучающих высшую 

математику. 
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1. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ  

Дифференциальным уравнением называется соотношение, 

связывающее независимые переменные, неизвестную функцию этих 

независимых переменных и ее производные (или дифференциалы). 

В случае, когда неизвестная функция, входящая в дифференциальное 

уравнение, зависит только от одной независимой переменной, 

дифференциальное уравнение называется обыкновенным. 

Порядком дифференциального уравнения называется наивысший 

порядок производной (или дифференциала), входящей в уравнение. 

Обыкновенным дифференциальным уравнением n –го  порядка (ОДУ)  

называется уравнение вида 

0),...,,,,( )(  nyyyyxF ,    (1) 

где   x –независимая переменная,   )(xy –неизвестная функция, 
)(,...,, nyyy  –производные функции. 

 

П р и м е р ы .  

1. 22 5 yxyyx  -обыкновенное дифференциальное уравнение 

первого порядка. 

2. 2

2

2

4 x
dx

dy
xy

dx

yd
 - обыкновенное дифференциальное уравнение 

второго порядка. 

3. xyyy 3 -обыкновенное дифференциальное уравнение 

третьего порядка. 

Решение (интегрирование) ОДУ  (1)  заключается в отыскании 

функций   )(xy  ,   называемых решением (интегралом) уравнения, 

которые удовлетворяют этому уравнению для всех значений   x    в 

определенном конечном или бесконечном интервале   ),( ba . 

Общее решение (общий интеграл)   ОДУ  n –го порядка имеет вид 

0),...,,,,( 21  nCCCyx , 

где   x –независимая переменная,   )(xyy  –искомая функция,   

nCCC ,...,, 21 –произвольные постоянные (постоянные интегрирования). 

Если в общем интеграле всем произвольным постоянным присвоить 

любые числовые значения, то получим частное решение (частный 

интеграл) ОДУ.  Каждый частный выбор этих постоянных дает частное 

решение. График каждого частного решения ОДУ называется 

интегральной кривой этого уравнения. Совокупность всех таких графиков 

образует семейство интегральных кривых. 

Задача Коши (начальная задача) состоит в нахождении частного 

решения уравнения (1), удовлетворяющего   n    начальным условиям: 

00 )( yxy  ,  10 )( yxy  ,  20 )( yxy  ,…, 10
)1( )( 

  n
n yxy , 
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где   1100 ,...,,, nyyyx –заданные числа. 

По начальным условиям определяются   n    постоянных   

nCCC ,...,, 21 . 

Некоторые дифференциальные уравнения имеют еще 

дополнительные решения – особые решения (интегралы). Особым 

решением дифференциального уравнения называется решение, которое не 

может быть получено из общего решения ни при каком значении 

произвольных постоянных, включая    . 

При решении дифференциального уравнения надо стремиться к 

тому, чтобы наряду с определением общего решения были найдены также 

особые. 

 

2. УРАВНЕНИЯ ПЕРВОГО ПОРЯДКА  

Обыкновенным дифференциальным уравнением 1-го порядка 

называется уравнение 

0),,( yyxF      (2) 

где   x – независимая переменная,   )(xy – неизвестная функция,   y–

производная функции. 

Общее решение дифференциального уравнения (2) имеет вид 

0),,(  Cyx ,   или   Cyx  ),( . 

Общее решение включает одну произвольную постоянную величину. 

При некотором частном значении произвольной постоянной, 

получается частное решение ОДУ (2). 

Задача Коши заключается в отыскании решения уравнения (2), 

удовлетворяющего начальному условию 

00 )( yxy  . 

Простейшим дифференциальным уравнением 1-го порядка является 

уравнение 

)(xfy  .      (3) 

Учитывая, что   
dx

dy
y  ,   получим общий интеграл уравнения (3) в 

виде 

Cdxxfy   )( . 

Если к исходному уравнению (2) добавить начальное условие, 

определив   0yy  ,  при   0xx  ,   то получим уравнение для 

определения постоянной   C    и, тем самым, определим частный интеграл 

рассматриваемого ОДУ. 
 

П р и м е р .  

x

x

ex

ex
y






5

45
,  5y ,   при   0x . 
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Р е ш е н и е .  

Данное уравнение является простейшим  ОДУ вида (3). Учитывая, 

что  
dx

dy
y  ,  получим 







x

x

ex

ex

dx

dy
5

45





 dx

ex

ex
dy

x

x

5

45





 dx

ex

ex
dy

x

x

5

45
. 

При интегрировании правой части воспользуемся заменой  

  dxexdtdxexdtext xxx )5( 455 


 . 

Cexct
t

dt
y x  

5lnln . 

Следовательно,   Cexy x  5ln – общее решение исходного ОДУ. 

Для определения частного решения подставим начальные условия   

5y ,   0x     в общее решение. Получим 

5051ln50ln5 05  CCCCe . 

Тогда частное решение, соответствующее данному начальному условию, 

будет иметь вид   5ln 5  xexy .■ 

 

2.1. Уравнения с разделяющимися переменными 

Обыкновенное дифференциальное уравнение 1-го порядка с 

разделяющимися переменными имеет вид 

0)()()()( 2211  dyyQxPdxyQxP .    (4) 

Если обе части уравнения разделить на   0)()( 12  yQxP ,   получим 

0
)(

)(

)(

)(

1

2

2

1  dy
yQ

yQ
dx

xP

xP
.     (5) 

Тогда общий интеграл ОДУ первого порядка с разделяющимися 

переменными имеет вид 

   Cdy
yQ

yQ
dx

xP

xP

)(

)(

)(

)(

1

2

2

1 .    (6) 

Кроме найденного общего интеграла (6) уравнения (4), ему могут 

также удовлетворять решения, полученные из уравнения 

0)()( 12  yQxP . 

Если эти решения не входят в  общий интеграл (6), то они будут 

особыми решениями. 
 

П р и м е р ы .  

1.      .011 2
1

22
1

2  dyxydxyx  
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Р е ш е н и е .  

Исходное уравнение имеет вид (4) и является уравнением с 

разделяющимися переменными. Приведем уравнение к виду (5). Для этого 

разделим обе части уравнения на       .011 2
1

22
1

2  xy  Получим 

   
0

11 2
1

22
1

2









dy

y

y
dx

x

x
. 

Интегрируя обе части уравнения, получим общий интеграл 

исходного дифференциального уравнения 

   
  







Cdy

y

y
dx

x

x

2
1

22
1

2 11

. 

Отсюда 

Cyx  22 11    )( 0C , 

( 0C ,   так как рассматриваются только арифметические значения корня). 

Теперь следует решить вопрос об особых решениях. Для этого 

рассмотрим уравнение 

    .011 2
1

22
1

2  xy  

Действительных решений это уравнение не имеет, а потому и нет 

особых решений.■ 
 

2.    011 22  dyxyxydx , 1)8( y . 

Р е ш е н и е .  

Необходимо найти решение задачи Коши. Рассмотрим сначала 

дифференциальное уравнение задачи. Оно имеет вид (4) и является 

уравнением с разделяющимися переменными. Приведем уравнение к виду 

(5). Для этого разделим обе части уравнения на   01 2  xy : 

0
1

1

2

2






dy

y

y
dx

x

x
. 

Интегрируя, получаем 

Cdyy
y

dx
x

x














1

1 2
 

или общий интеграл 

C
y

yx 
2

ln1
2

2
. 

Рассмотрим вопрос об особых решениях. Для этого надо решить 

уравнение 

01 2  xy . 
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Решение этого уравнения   0y   (уравнение   01 2  x    не имеет 

действительных корней).  Решение   0y    является особым решением, так 

как оно, удовлетворяя уравнению, не может быть получено из общего 

уравнения ни при одном частном значении   C . 

Решение задачи Коши получим, подставляя в общий интеграл 

начальные значения   1,8  yx : 

C
2

1
1ln81 ; 

2

7
C . 

Частное решение примет вид 

2

7

2
ln1

2
2 

y
yx ,   или   7ln12 222  yyx .■ 

 

3.  yy 5 , 25)0( y . 

Р е ш е н и е .  

Перепишем уравнение в виде 

y
dx

dy
5 . 

Отсюда получим   05  dxydy .  Оно имеет вид (4) и является 

уравнением с разделяющимися переменными. Приведем уравнение к виду 

(5). Для этого разделим обе части уравнения на   05 y : 

0
5

 dx
y

dy
. 

Интегрируя, получаем 

Cdx
y

dy
 

5

1
. 

или общий интеграл исходного уравнения: 

Cxy 
5

2
.     (7) 

Преобразовав (7), получим общий интеграл уравнения в более 

удобном виде 

   2
4

25

2

5

5

2

5

2
CxyCxyCxyCxy  ,,, . 

Чтобы получить особое решение, рассмотрим уравнение   05 y , 

или   0y .   Это решение будет особым, так как оно не может быть 

получено из общего решения ни при каком значении произвольной 

постоянной   C . 

Частное решение получим из  (7), подставляя в него  значения   

25,0  yx : 
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2025
5

2
 CC; . 

Решение исходной задачи Коши: 

 22
4

25
 xy .■ 

 

4.  12  yy . 

Р е ш е н и е .  

Перепишем уравнение в виде 

21 y
dx

dy
 . 

Отсюда получим     01 2  dxydy .  Уравнение имеет вид (4) и 

является уравнением с разделяющимися переменными. Приведем 

уравнение к виду (5). Для этого разделим обе части уравнения на   

01 2  y : 

0
1 2




dx
y

dy
. 

Интегрируя обе части уравнения, получим общий интеграл 

исходного дифференциального уравнения 

Cdx
y

dy



 21

, 

Cx
y

y






1

1
ln

2

1
. 

Отсюда 

  )(2

1

1
;2

1

1
ln Cxe

y

y
Cx

y

y 








; 

)( Cxe
y

y 


 2

1

1
,   или   )( Cxe

y

y 


 2

1

1
. 

Рассмотрим каждый из этих случаев в отдельности. 

1) )( Cxe
y

y 


 2

1

1
;    

1

1
2

2










)(

)(

Cx

Cx

e

e
y ; 

2) 
)( Cxe

y

y 


 2

1

1
;   

)()(

)()(

CxCx

CxCx

ee

ee
y








 .■ 

 

З а д а ч и  д л я  с а м о с т о я т е л ь н о г о  р е ш е н и я .  

1 .        .10,055 2332  ydyyxdxyx  

2.    .
2

,0ln


 eyxdyxtgydx  
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3.    10,011 22  ydyxdxy . 

4.        21,011 22  ydyxdxy . 

О т в е т ы  и  у к а з а н и я .  

1. Общий интеграл:     Cyx  55 33 .  Решение задачи Коши:  

   3055 33  yx . 

2.  Общий интеграл:   yCex sin .   (Произвольную постоянную удобно 

взять в виде  Cln ).   Решение задачи Коши:   yex sin  

3 .  Общий интеграл:  Cyx arcsinarcsinarcsin  .  (Произвольную 

постоянную удобно взять в виде  Carcsin ).  Если в решении взять синус 

обеих частей и, учитывая, что     21arcsincos xx  ,   общее решение 

примет вид:   Cxyyx  22 11 .  Особое решение:   1y .   

Решение задачи Коши:   111 22  xyyx . 

4.  Общий интеграл:  arctgCarctgyarctgx  .  (Произвольную постоянную 

удобно взять в виде  arctgC ).  Если в решении взять тангенс обеих частей 

и, учитывая, что   xarctgxtg )( ,   общее решение примет вид:   C
xy

yx






1
.  

Решение задачи Коши:   3
1






xy

yx
. 

 

2.2. Дифференциальные уравнения вида   )( cbyaxfy   

Уравнения вида  

)( cbyaxfy       (8) 

приводятся к уравнению с разделяющимися переменными с помощью 

подстановки 

b

az
yzybazcbyax


 ;; . 

Уравнение (8)  примет вид 

;)();( azbfzzf
b

az



 

,)( azbf
dx

dz
   или   0

)(

1



dxdz

azbf
. 

Последнее уравнение – уравнение, в котором переменные разделены. 

В общем решении уравнения следует вернуться к старой переменной, 

заменив   z    на   cbyax  . 
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П р и м е р .  

.
3

1

yx
y


  

 

Р е ш е н и е .  

Исходное уравнение имеет вид (8). Для его решения сделаем 

подстановку:  zyx 3 .  Дифференцируя, находим:  

3;3  zyzy .   Поэтому   
z

z

dx

dz

z

z
z

z
z

31
;

31
;

1
3





 .  

Разделяем переменные, получим 

0
31




dxdz
z

z
. 

Интегрируя, находим 

Cdxdz
z

z





31
; 

Откуда, вычисляя интегралы, получаем 

Cxzz  31ln
9

1

3

1
, 

а, заменяя   z   на   yx 3 ,   имеем общее решение исходного уравнения 

  .139ln
9

1
3

3

1
Cxyxyx  ■ 

 

З а д а ч и  д л я  с а м о с т о я т е л ь н о г о  р е ш е н и я .  

1 .    .1 xyy  

2.  .43 yxy   

3.  .3
2

2





yx
y  

О т в е т ы  и  у к а з а н и я .  

1. Общий интеграл:  Cyxy  1ln . (Подстановка:   zyx  ). 

2. Общее решение:  
16

3

4

34  xCey x . 

3. Общее решение:  xCyxyx 254105ln4105  . 

 

2.3. Однородные уравнения 

Функция  ),( yxP   называется однородной степени   m ,   если 

выполняется условие 

).,(),( yxPyxP m      (9) 

Если в ОДУ первого порядка вида 

0),(),(  dyyxQdxyxP     (10) 
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функции  ),(),,( yxQyxP   являются однородными функциями степени    m ,  

то уравнение   (10)  называется однородным  ОДУ. 

Однородное уравнение может также иметь вид 











x

y
fy .      (11) 

Уравнения  (10)-(11)  заменой   
x

y
t  ,   приводятся к уравнению с 

разделяющимися переменными. 
 

П р и м е р ы .  

1.   .022  dyxyxdxy  

Р е ш е н и е .  

Здесь   xyxyxQyyxP  22 ),(,),( .  Для них выполняется 

условие однородности (9):  

),()(),( 2222 yxPyyyxP   , 

  ),()(),( 2222 yxQxyxyxxyxQ   . 

Сделаем замену:   tdxxdtdytxy
x

y
t  . 

Подставив замену в уравнение, получим 

     .022
 tdxxdttxxxdxtx  

      0101 2222  tdxxdttdxttdxxdttxdxxt  

      01011 2  tdxxdttdxttdxtxdtt . 

В последнем уравнении с разделяющимися переменными, разделим 

переменные  

 
0

1




x

dx

t

dtt
   и проинтегрируем   .lnln Cxtt   

Возвращаясь к исходным величинам, получим общее решение  

Cx
x

y

x

y
 lnln ,    или   Cy

x

y
 ln .■ 

 

2 .   
2

1,sin


 y
x

y

x

y
y . 

Р е ш е н и е .  

Данное уравнение имеет вид (11).  

Запишем уравнение в виде    

dx
x

y

x

y
dy

x

y

x

y

dx

dy








 sin;sin . 

Сделаем замену:   t d xx d tdytxy
x

y
t  ;; .   В результате 

подстановки получаем 
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 
x

dx

t

dt
tdxxdtdxtttdxxdt 

sin
;sin;sin . 

Интегрируя, получаем 

xC
t

tgCx
t

tg ln
2

ln;lnln
2

ln 
















;    xC

t
tg 










2
, 

откуда   )(
2

Cxarctg
t
 .   Производя обратную замену   

x

y
t  ,   находим 

общее решение исходного уравнения 

)(2 Cxxarctgy  . 

Для решения задачи Коши, используем начальное условие 

1;;2
2




CarctgCarctgC . 

Тогда частное решение примет вид:    xarctgxy 2 .■ 

 

З а д а ч и  д л я  с а м о с т о я т е л ь н о г о  р е ш е н и я .  

1 .      .0 dyxydxyx  

2.  .1
x

y
ey x

y

 

3.  .0cos  xy
x

y
xyx  

О т в е т ы  и  у к а з а н и я .  

1. Общий интеграл:   22ln yxC
x

y
arctg  .  

2. Общее решение:  
Cx

Cx
e x

y




1
. (Вычисляя интеграл, выполнить 

следующие преобразования:    Cetdt
e

ee
dt

e

t

t

tt

t








 1ln

1

1

1

1
). 

3. Общее решение:   
x

C

x

y
tg ln

2
 . 

 

2.4. Уравнения, приводящиеся к однородным 

Дифференциальное уравнение, приводящееся к однородному, имеет 

вид 

    0222111  dycybxadxcybxa .   (12) 

Данное уравнение путем соответствующей замены может быть 

приведено к однородному уравнению  (10). 

Здесь  222111 ),(,),( cybxayxQcybxayxP    – линейные 

функции, которые можно воспринимать как аналитическое описание 
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прямых линий. Тогда метод решения распадается на две части в 

зависимости от того, пересекаются прямые или нет. 

1) Прямые линии пересекаются, то есть   01221  baba  и система 

линейных уравнений   








,0

,0

222

111

cybxa

cybxa
   имеет единственное решение:   

  yx ; . 

Для дифференциального уравнения следует сделать замену 

переменных, полагая      vyux ; . 

2)  Прямые линии не пересекаются, то есть   01221  baba . 

Для дифференциального уравнения в этом случае следует сделать 

замену переменных   tybxa  11 ,   что позволит разделить переменные. 
 

П р и м е р ы .  

1.      01212  dyyxdxyx . 

Р е ш е н и е .  

Данное уравнение имеет вид (12). Для системы линейных уравнений 









,012

,012

yx

yx
 

определитель   031122  .  Следовательно, система имеет 

единственное решение:      .1;1   yx  

Произведем в исходном уравнении замену переменных: 

;;1 dudxux  dvdyvy  ;1 . 

Тогда уравнение примет вид 

    022  dvvuduvu . 

Полученное уравнение является однородным. Для его решения сделаем 

замену    t d uudtdvtuv
u

v
t  ;; ,  после подстановки которой 

придем к уравнению с разделяющимися переменными 

    .02112 22  dttuudutt  

Интегрирование последнего уравнения дает результат 

Сttu  12
. 

Возвращаясь к исходным переменным, получим 

1
22 Сyxxyyx  ,   где    12

1 СС .■ 
 

2.     01222  dyyxdxyx . 

Р е ш е н и е .  

Для системы линейных уравнений 









,0122

,02

yx

yx
 

определитель   01212  . 
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Сделаем замену:    dtdydxtyx  ; .   Тогда уравнение 

примет вид 

     0122  dxdttdxt    или       0123  dttdxt . 

Интегрирование последнего уравнения дает результат 

Сxtt  3ln52  

и, окончательно,   Сyxyx  3ln52 .■ 

 

З а д а ч и  д л я  с а м о с т о я т е л ь н о г о  р е ш е н и я .  

1 .        20,01332  ydxyxdyyx . 

2.      .01232  dxyxdyyx  

3.      .024  dxyxdyyx  

О т в е т ы  и  у к а з а н и я .  

1. Общий интеграл:   Cyxyx  1ln2423 .   Решение задачи 

Коши:   01ln2423  yxyx . 

2. Общее решение: Cyxyxyx  322 .  

3. Общее решение:  Cyxyxyx  842 22 . 

 

2.5. Уравнения в полных дифференциалах 

Полным дифференциалом функции двух переменных   ),( yxu   

является выражение  

dy
y

u
dx

x

u
du









 .     (13) 

Если необходимо найти решение дифференциального уравнения  

0),(),(  dyyxQdxyxP ,    (14) 

про левую часть которого известно, что это полный дифференциал 

некоторой функции   ),( yxu ,   то есть   0du ,   то общий интеграл 

уравнения  (14) будет иметь вид 

Сyxu ),( . 

Если левая часть (14)  является полным дифференциалом функции   

),( yxu ,  то, учитывая выражение для полного дифференциала (13), 

необходимо, чтобы  

);,( yxP
x

u





     (15) 

),( yxQ
dy

u



.     (16) 

Уравнения (15)-(16)  позволяют найти функцию   ),( yxu . 

И, наконец, чтобы уравнение (14) являлось уравнением в полных 

дифференциалах должно быть выполнено условие 
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x

yxQ

y

yxP








 ),(),(
.    (17) 

Условие  (17) является необходимым и достаточным для того, чтобы 

дифференциальное уравнение (14) являлось уравнением в полных 

дифференциалах. 
 

П р и м е р ы .  

1.     026626 2232  dyyxyyxdxyxy . 

Р е ш е н и е .  

Здесь   yxyyxyxQyxyyxP 266),(;26),( 2232  . Проверим 

выполнение условия  (17). 

 
;612

26),( 2
32

yxy
y

yxy

y

yxP










 

  2
22

612
266),(

yxy
x

yxyyx

x

yxQ










. 

Таким образом, условие  (17) выполняется, следовательно, исходное 

дифференциальное уравнение является уравнением в полных 

дифференциалах. 

Для решения уравнения найдем функцию   ),( yxu ,   для которой   

0du .   Воспользуемся соотношением  (15) 

32 26
),(

yxy
x

yxu





. 

Проинтегрировав это уравнение по переменной   x ,   получим 

  )(2326),(),( 32232 yСxyyxdxyxydxyxPdx
x

u
yxu 




   . 

При интегрировании функции двух переменных по   x   постоянная 

интегрирования будет зависеть от   y    и является неизвестной функцией   

)(yС .   Для определения ее продифференцируем последнее выражение по   

y . 

)(66
),( 22 yСxyyx

y

yxu





. 

Учитывая   (16), получим 

 yxyyx 266 22 )(66 22 yСxyyx  . 

Отсюда   2)(;2)( yyCyyС  .   

Тогда      2322 23),( yxyyxyxu  .   Следовательно,  общий 

интеграл   уравнения   Сyxu ),(    в данном случае будет иметь вид 

Сyxyyx  2322 23 .■ 
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2.     0222 2  dyyxdxxyx . 

Р е ш е н и е .  

Здесь   yxyxQxyxyxP 2),(;22),( 2  .   Проверим, что данное 

уравнение является уравнением в полных дифференциалах, то есть 

выполняются условия (15). 

x
x

yxQ
x

y

yxP
2

),(
;2

),(










. 

Для решения уравнения найдем функцию   ),( yxu ,   для которой   

0du .   Для определения функции   ),( yxu    имеем систему 






















.2

,22

2 yx
y

u

xyx
x

u

     (18) 

Интегрируя первое уравнение по переменной   x  ( y    в этом случае 

считается фиксированным), получаем 

  )(22),( 22 yСyxxdxxyxdx
x

u
yxu 




  . 

Здесь   )(yС   является неизвестной функцией от одного аргумента   y .  

Для ее определения подставим    ),( yxu    во второе уравнение системы  

(18),  заключаем:    yxyСx 2)( 22  ,   то есть   yyС 2)(      и    
2)( yyC  .   Общее решение исходного уравнения будет иметь вид 

Cyyxx  222 . 

Разрешив последнее уравнение относительно   y ,   получим общее 

решение уравнения 

2

4422 Cxxx
y


 .■ 

 

З а д а ч и  д л я  с а м о с т о я т е л ь н о г о  р е ш е н и я .  

1 .    .02 22  dyyxxydx . 

2.      .06492 322  ydyxyxdxxy  

3.    .02   dyxeydxe yy  

О т в е т ы  и  у к а з а н и я .  

1. Общее решение:   Cyyx  323 . 

2. Общее решение:   Cyyxx  4232 3 .  

3. Общее решение:   Cyxe y  2 . 
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2.6. Линейные уравнения 

Линейное дифференциальное уравнение 1-го порядка имеет вид  

)()()( xdyxbyxa  ,   или 

)()( xfyxPy  ,    (19) 

где  
)(

)(
)(

xa

xb
xP  ,   

)(

)(
)(

xa

xd
xf  ,   при условии   0)( xa . 

Если в уравнении (19)   0)( xf ,   то уравнение называется 

линейным однородным,   если   0)( xf ,   то уравнение  называется 

линейным неоднородным. 

Рассмотрим линейное однородное дифференциальное уравнение 

первого порядка 

0)(  yxPy .     (20) 

Решение этого уравнения легко получается разделением переменных 

dxxP
y

dy
)(  

и имеет вид 


dxxP

Сey
)(

.     (21) 

Для решения линейного неоднородного уравнения (19) используется 

метод вариации произвольного постоянного (метод Лагранжа). В этом 

методе решение неоднородного уравнения ищется в виде (21), где 

произвольная постоянная   C    считается функцией, зависящей от   x ,   то 

есть 


dxxP

exСy
)(

)( .     (22) 

Для определения функции   )(xС    необходимо решение (22) 

подставить в уравнение (19), получить уравнение относительно   )(xС ,  

проинтегрировать его и полученное значение   )(xС    подставить в (22). 

Как доказывается в теории интегрирования линейных неоднородных 

дифференциальных уравнений первого порядка (19) общее решение этого 

уравнения равно сумме двух слагаемых, из которых одно является общим 

решением соответствующего однородного уравнения (20), а другое–

частным решением неоднородного уравнения (оно получается из общего 

при   0C ). 

Рассмотрим применение данного метода на примерах. 
 

П р и м е р ы .  

1. 
2

2 xxexyy  . 

Р е ш е н и е .  

Данное уравнение – линейное неоднородное дифференциальное 

уравнение первого порядка.  
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Решение однородного уравнения   02  xyy   получим, используя 

(21), где   xxP 2)(  ,   тогда 
2

;
2 xxdx

СeyСey   . 

Общее решение исходного уравнения будем искать в виде 
2

)( xexСy  .     (23) 

Подставим последнее выражение для   y    в неоднородное уравнение 

222

)(2)( xxx xeexxСexС  






 , 

 
2222

)(22)()( xxxx xeexxСxexСexС   , 

С
x

xСxxС 
2

)(;)(
2

. 

Подставляя найденную функцию   )(xС    в (23), получим общее 

решение неоднородного уравнения 

2

2

2
xeС

x
y 














 , 

или 

2

2
2 x

Сey x   . 

Первое слагаемое в общем решении   
2xСe   – общее решение 

однородного линейного уравнения, соответствующего данному, а второе 

слагаемое   
2

2x
   определяет частное решение исходного неоднородного 

уравнения.■ 
 

2. 1)0(,cos4  yxyy . 

Р е ш е н и е .  

Для решения задачи Коши необходимо найти общее решение 

заданного уравнения. Данное уравнение – линейное неоднородное 

дифференциальное уравнение первого порядка, где  4)( xP . 

Решение соответствующего однородного уравнения     получим, 

используя (21):     xdx
СeyСey 44

;   . 

Общее решение неоднородного уравнения будем искать в виде 
xexСy 4)( .    (24) 

Подставим последнее выражение для   y    в неоднородное уравнение 

  xexСexС xx cos)(4)( 44 


, 

xexСexСexС xxx cos)(4)(4)( 444  , 

,sin)(,sin)( 44 xexСxexС xx   
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
 xdxexC x sin)( 4 .  

Вычисляя интеграл с использованием формулы интегрирования по 

частям, получим 

  Cxx
e

xC
x




cos4sin
17

)(
4

. 

Подставляя найденную функцию   )(xС    в (24), получим общее 

решение неоднородного уравнения 

  x
x

eCxx
e

y 4
4

cos4sin
17













, 

или 

 xxCey x cos4sin
17

14  . 

Чтобы определить частное решение, будем использовать начальное 

условие:   1;0  yx .  Подставив эти значения в общее решение 

неоднородного уравнения, найдем значение произвольной постоянной   С . 

17

21
,

17

4
1  CC . 

Частным решением будет 

 xxey x cos4sin21
17

1 4  .■ 

 

З а д а ч и  д л я  с а м о с т о я т е л ь н о г о  р е ш е н и я .  

1 .  1)0(;  yeyy x . 

2.  
2

1

4
;cos2 







 
 yxtgxyy . 

3.  
6

29
)1(;232  yxxyyx . 

О т в е т ы  и  у к а з а н и я .  

1. Общее решение:   xx eCey
2

1
  .   Частное решение:   xx eey

2

1

2

1
  ? 

или   shxy  . 

2. Общее решение:   xxxCy cossincos  . (При решении воспользоваться 

формулой   Ne N ln ).  Частное решение:   xxy cossin . 

3. Общее решение:   2
2

3

3

2


xx

x

C
y . (Обе части уравнения разделить 

на    x ).   Частное решение:   2
2

3

3

1 2


xx

x
y . 
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2.7. Уравнения, интегрируемые в параметрической форме 

Дифференциальные уравнения вида 

 yx  ,      (25) 

 yy  ,      (26) 

легко интегрируются в параметрической форме.  

Полагая   py     или    

pdxdy        (27) 

где   p параметр, уравнение (25) запишется в виде 

)( px  .      (28) 

Продифференцируем уравнение (28):   dppdx )( .   Подставляя это 

выражение в (27), получим 

dpppdy )( . 

Интегрируя последнее равенство, совместно с (28), будем иметь 

решение в параметрической форме 











 .)(

),(

dpppy

px




 

Аналогично интегрируется уравнение (26). Полагая   py  ,   где  

p параметр, уравнение (26) запишется в виде 

)( py  .      (29) 

Отсюда    dppdy )(  .   Учитывая  (27), получим    dpppdx )(     

или   dp
p

p
dx

)( 
 .   Интегрируя последнее равенство совместно с (29), 

получим решение уравнения в параметрической форме 












 

).(

,
)(

py

dp
p

p
x





 

Иногда удается исключить параметр и получить общий интеграл 

уравнения. 
 

П р и м е р ы .  

1. yyx  ln . 

Р е ш е н и е .  

Данное уравнение вида (25). Положим   pdxdypy  ; .   

Подставив замену в уравнение, получим 

ppx ln . 

Отсюда  

dppdydppdppdxdp
p

dpdx )1(;;
1

 . 
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Интегрируя последнее уравнение, получим   

Сp
p

ydppy  
2

;)1(
2

.  Решение исходного уравнения в 

параметрической форме будет иметь вид 
















.
2

)1(

,ln

2

С
p

y

ppx

 

Здесь параметр  p    легко исключить. Из второго равенства получаем  

)0(1)(2  pCyp .   Подставляя найденное выражение для   p    в 

первое равенство, находим общее решение уравнения в следующем виде: 

 1)(2ln1)(2  CyCyx .■ 

 

2.  1


yey y . 

Р е ш е н и е .  

Данное уравнение вида (26). Положим   pdxdypy  ; .   

Подставив замену в уравнение, получим 

 1 pey p . 

Отсюда  

   dpedxdppepdxdppepdx ppp  ;;11 . 

Интегрируя последнее уравнение, получим   

Сexdpex pp   ; .  Решение исходного уравнения в 

параметрической форме будет иметь вид 

 









.1

,

pey

Cex

p

p

 

Здесь параметр  p    легко исключить. Из первого равенства получаем  

)ln( Cxp  .   Подставляя найденное выражение для  p   во второе 

равенство, находим общее решение уравнения в следующем виде: 

   1ln(  CxCxy .■ 

 

З а д а ч и  д л я  с а м о с т о я т е л ь н о г о  р е ш е н и я .  

1 .  y
y

x











arcsin . 

2.  yyy  ln . 

3.   yyx  ln2 . 
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О т в е т ы  и  у к а з а н и я .  

1. Общее решение:   
 








.cossin1

,sin

2 Сppppy

ppx
   (Перейти к уравнению  

yyx  sin ). 

2. Общее решение:   








.ln

,lnln5,0 2

ppy

Cppx
. 

3. Общее решение:   
 









.2

,ln2

2 Cppy

ppx
  

 

3. УРАВНЕНИЯ ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ 

3.1. Уравнения вида   )()( xfy n   

Решение дифференциального уравнения   n -ого порядка вида 

)()( xfy n        (30) 

находится n -кратным интегрированием. 
 

П р и м е р ы .  

1.   2xy  . 

Р е ш е н и е .  

Данное уравнение вида (30). Интегрируя уравнение три раза, 

получим его общее решение. 

1

3
2

3
С

x
dxxy   , 

21

4

21

4

1
3

1

3

1243

1

3

1

3
СxС

x
СxС

x
dxСdxxdxС

x
y 














  , 

.
2512

1

12

1

12
32

2

1

5

21
4

21

4

СxС
x

С
x

dxСxdxСdxxdxСxС
x

y 













  

Окончательный вид общего решения  

32

2

1

5

260
СxС

x
С

x
y  .■ 

 

2.   xxey  . 

Р е ш е н и е .  

Данное уравнение вида (30). Интегрируя уравнение два раза, 

получим его общее решение. 

1

)(

Сexedxxey xx
частямпотсяинтегрируе

x  
 , 

  211 2 СxСexedxСexey xxxx  
 . 
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Окончательный вид общего решения  

  212 СxСxey x   .■ 
 

3.   2)1(;2)1(;1)1(;
1

 yyy
x

y . 

Р е ш е н и е .  

Найдем общее решение уравнения в исходной задаче Коши. 

Уравнение задачи имеет вид (30) и его общее решение получим путем 

интегрирования. 

1ln
1

Сxdx
x

y   , 

  21

)(

11 lnlnln СxCxxxdxСxdxdxCxy
почастямтсяинтегрируе

  , 

    dxCxdxCxdxxdxxdxСxCxxxy 2121 lnln  

32

2
1

22

32

2
1

222

24

3
ln

2224
ln

2
CxC

xCx
x

x
CxC

xCxx
x

x
 . 

Для получения задачи Коши воспользуемся начальными условиями: 

2,1  yx .   Тогда первый результат интегрирования позволит 

определить     1C .   В самом деле,   2;1ln2 11  CС    и 

22ln Cxxxxy  . 

2,1  yx .   Тогда второй результат интегрирования позволит 

определить   2C .   В самом деле,   5;212 22  CC    и 

3
2

22

5
4

3
ln

2
Cxx

x
x

x
y  . 

1,1  yx .   Тогда последний результат интегрирования позволит 

определить     3C .   В самом деле,   
4

9
;51

4

3
1 33  CC     и 

4

9
5

4

3
ln

2

2
22

 xx
x

x
x

y . 

Сделав приведение подобных членов, получим решение задачи Коши в 

виде 

4

9
5

4

7
ln

2

22

 x
x

x
x

y .■ 

 

З а д а ч и  д л я  с а м о с т о я т е л ь н о г о  р е ш е н и я .  

1 .  2)0(,1)0(,3)0(,2)0(,0)0(, )4(2)5(  yyyyyey x . 

2.  2)0(,0)0(,0)0(;sin  yyyxxy . 

3.  0
22

,2
2

,1
2

;sin)4( 






 








 








 








 
 yyyyxy . 
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О т в е т ы  и  у к а з а н и я .  

1. 
32

1

16

33

16

23

24

5

16

1

32

1 2342  xxxxey x . 

2. xxxxxy 2sin3cos 2  .  

3. 






 








 


2
2

2
sin

2

xxxy . 

 

3.2. Уравнения  вида  0),...,,,( )()1()(  nkk yyyxF  

Порядок дифференциального уравнения вида 

0),...,,,( )()1()(  nkk yyyxF ,   (31) 

в котором отсутствует функция   y ,   можно понизить, если за новую 

неизвестную функцию взять низшую из производных данного уравнения, 

то есть, полагая   )()( )( xyxz k .   Тогда исходное уравнение примет вид 

0),...,,,( )(  knzzzxF . 

Порядок исходного уравнения понизился на   k    единиц. 
 

П р и м е р ы .  

1.  yyx  2 . 

Р е ш е н и е .  

Уравнение относится к виду (31). Положим    yz     и относительно   

z     получим уравнение  

zzx 2 , 

которое является уравнением с разделяющимися переменными. Находим 

его общее решение 
2

1)( xCxz  . 

Возвращаясь к замене, получаем уравнение 
2

1xCy  , 

которое является уравнением вида (30). Находим его общее решение 

32
31

3
CxCx

C
y  . 

Учитывая, что   1C    является произвольной постоянной, ответ можно 

записать в виде 

32
3

1 CxCxCy  .■ 
 

2.  






 


x

y
yyx ln . 

Р е ш е н и е .  

Данное уравнение не содержит искомую функцию и относится к 

виду (31). Положим    yz  ,   тогда исходное уравнение будет иметь вид 
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









x

z
zzx ln ,   или    


















x

z

x

z
z ln . 

Полученное уравнение является однородным первого порядка. Для 

его решения сделаем замену   t
x

z
 ,   откуда   txtztxz  .  

После замены получим уравнение с разделяющимися переменными   

tttxt ln ,   или   )1(ln  ttxt .   Разделив переменные, получим 

x

dx

tt

dt


 )1(ln
. 

Интегрируя, находим 

1lnln)1ln(ln Сxt  ,   или   
xС

etxСt 11
1 ;1ln


 . 

Возвращаясь к замене   t
x

z
 ,   получим   

xС
xez 11

    и, учитывая,   

zy  ,   приходим к уравнению   
xС

xey 11
 ,  интегрируя которое, 

получим 

2
1

2
1

1

1

1 111
11

Сe
С

xe
С

dxxey
xСxСxС



 .■ 

 

З а д а ч и  д л я  с а м о с т о я т е л ь н о г о  р е ш е н и я .  

1 .  yay  . 

2.    21 2  yxyx . 

3.   1)2(,1)2(,1
1





 yyxx

x

y
y . 

О т в е т ы  и  у к а з а н и я .  

1.. 21 CeCy ax  .  (Ввести обозначение  
a

C
C 1

1  ). 

2..   21
2

arcsinarcsin CxCxy  . 

3.  
 

24

8723643 234 


xxxx
y . 

 

3.3. Уравнения вида  0),...,,,( )(  nyyyyF  

Порядок дифференциального уравнения вида 

0),...,,,( )(  nyyyyF ,     (32) 

в котором отсутствует независимая переменная   x ,   можно понизить, если 

за новую независимую переменную взять   y .   Полагая   )(yzy  ,   где   

)(yz – новая неизвестная функция, по правилу дифференцирования 

сложной функции, находим, что    zzzzyzzy 2,     и т.д.  Тогда 
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исходное уравнение примет вид    0),...,,,( )1(
1  nzzzyF ,   то есть порядок 

понизился на единицу. 
 

П р и м е р ы .  

1.  yyy  21 . 

Р е ш е н и е .  

Уравнение относится к виду (32). Положим   zzyzy  , .  

Уравнение примет вид 

zyzz  21 . 

Это – уравнение первого порядка относительно   z   с 

разделяющимися переменными. Разделяем переменные и интегрируем: 

1;1;ln2ln2)1ln(;
1

22

1

22

1

2

1

2

2



yCzyCzCyz

y

dy

z

zdz
. 

Отсюда, возвращаясь к переменной  y ,   имеем 

   2
22

11
1

22
1

22
1 1ln

1
;

1
;1 CxyCyC

C
dx

yC

dy
yCy 




или 

   21
1

)()(

1

1
;

2

1
1212 CxchC

C
yee

C
y

CCxCCx


  .■ 

 

2.  2)0(;1)0(;2  yyyyy . 

Р е ш е н и е .  

Уравнение задачи Коши относится к виду (32). Положим    

zzyzy  , .   Уравнение примет вид 

zzyz  . 

Данное уравнение будет уравнением с разделяющимися 

переменными, общим решением которого будет 

yCz 1 . 

Подставив в последнее уравнение   y    вместо   z ,   получим уравнение 

первого порядка, в котором   y    уже является функцией   x : 

yCy 1 . 

Решив это уравнение, получим общее решение исходного 

уравнения 
xC

eCy 1
2 . 

Для определения частного решения используем начальные условия. 

Из того, что при   0x ,   1y ,   найдем   2C .   В самом деле, 

1,1 2
0

2
1 


CeC
C

. 
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Тогда решение уравнения примет вид:   
xC

ey 1 .   Отсюда   

xC
eCy 1

1 .   Так как при   0x ,   2y ,   найдем   1C .  В самом деле, 

2,2 1
0

1
1 


CeC
C

. 

Окончательно, решением задачи Коши будет функция   xey 2 .■ 

 

З а д а ч и  д л я  с а м о с т о я т е л ь н о г о  р е ш е н и я .  

1 .    .032 2  yyy  

2.      0ln1ln1 2  yyyyy . 

3. 
y

y
y


 . 

О т в е т ы  и  у к а з а н и я .  

1. 21)32ln(5,0 CxCy  . 

2. 1

2

Cx

Cx

ey




 . 

3. 211 )2ln(5,0 CCyCyx   . 

 

4. ЛИНЕЙНЫЕ УРАВНЕНИЯ ВТОРОГО ПОРЯДКА 

Большое число процессов описывается линейными 

дифференциальными уравнениями второго порядка 

)()()( xfyxQyxPy  .    (33) 

где   )(),(),( xfxQxP функции переменной   x . 

Отличительной чертой линейного уравнения является то, что 

искомая функция   y    и все ее производные входят в это уравнение в 

первой степени. 

Предполагается, что функции   )(),(),( xfxQxP    непрерывны в 

промежутке   ),( ba .   Функции   )(),( xQxP   называются коэффициентами 

уравнения. 

Если в уравнении (33)   0)( xf ,   то уравнение называется 

однородным,   если   0)( xf ,   то уравнение  называется неоднородным. 

 

4.1. Линейные однородные уравнения второго порядка с переменными 

коэффициентами 

Рассмотрим линейное однородное уравнение второго порядка 

0)()(  yxQyxPy .    (34) 

Если функции   )(1 xy    и   )(2 xy    являются частными решениями 

уравнения  (34), то и функция 

)()( 2211 xyCxyCy  ,    (35) 
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где   21, CC произвольные постоянные, тоже является решением этого 

уравнения. При этом если   ),(1 xy    )(2 xy линейно-независимые функции, 

то есть   const
xy

xy


)(

)(

1

2 ,   то (35) общее решение дифференциального 

уравнения. 

Совокупность двух решений линейного однородного уравнения 

второго порядка, определенных и линейно-независимых в промежутке   

),( ba ,   называется фундаментальной системой решений этого уравнения. 
 

П р и м е р .  

.0 yy  

Р е ш е н и е .  

Для данного уравнения легко найти   xxy cos)(1  ,   xxy sin)(2     и 

для них справедливо   const
x

x


cos

sin
,   следовательно, общее решение 

исходного уравнения будет иметь вид 

xcxcy sincos 21  .■ 

 

Можно доказать, что если   )(1 xy частное решение линейного 

однородного уравнения (34), то второе его частное решение, линейно 

независимое с первым, находится по формуле 

dx
y

e
yy

dxxP





2
1

)(

12 .     (36) 

Это дает возможность интегрировать линейные однородные 

уравнения второго порядка, для которых известно одно частное решение, 

сразу, не прибегая к понижению порядка. 
 

П р и м е р ы .  

1. Найти общее решение уравнения   0
2

 yy
x

y ,   если известно 

его частное решение   
x

x
y

sin
1  . 

Р е ш е н и е .  

Уравнение имеет вид (34), где   
x

xP
2

)(  .   Так как известно одно 

частное решение, второе частное решение, линейно-независимое с первым, 

будем искать по формуле (36).  Для этого вычислим   2lnln2
2

xxdx
x

 .   

Тогда 
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 
 

dx
xx

x
dx

x

xx

x

x
dx

x

ex

x

x
dx

x

ex

x

x
y

xx

22

22

2

ln2

2

ln2

2
sin

1sin

sin

sin

sin

sin

sin

sin
22

 

 
x

x
ctgx

x

x cossin
   

Таким образом, общее решение исходного уравнения будет иметь вид 

x

x
C

x

x
Cy

cossin
21  .■ 

 

2. Найти общее решение уравнения     01  yyxyx ,  если 

известно его частное решение   xy 1 .   Найти частное решение при 

начальных условиях:   .2)0(,1)0(  yy  

Р е ш е н и е .  

Приведем данное уравнение к виду (34) 

0
1

1

1






 y

x
y

x

x
y . 

Здесь   
1

)(



x

x
xP .   Используя первое частное, найдем с помощью (36) 

второе частное решение. Предварительно вычислим 

)1ln(
11

11

1











 xx

x

dx
dxdx

x

x
dx

x

x
. 

Подставляя необходимые данные в (36), получим 












  



dx
x

e
dx

x

e
xdx

x

ex
xdx

x

ee
xdx

x

e
xy

xxxxxxx

222

)1ln(

2

)1ln((

2

)1(
 







































   dx

x

e
e

x
evdxedv

dx
x

du
x

u
dx

x

e x
x

xx

xчастямпо
интегралапервого

аниеинтегриров

2

2
)

(

1

,

1
,

1

. 

Итак,   xey 2 .   Следовательно, общее решение исходного уравнения 

будет иметь вид 
xeCxCy 21  .     (37) 

Чтобы найти частное решение, удовлетворяющее начальным 

условиям, то есть, чтобы решить задачу Коши, надо начальные условия 

подставить в систему уравнений, которая состоит из общего решения и его 

производной, определить из этой системы произвольные постоянные и 

подставить их значения в найденное общее решение. 

Дифференцируя общее решение (37), получаем систему 











.

,

21

21

x

x

eCCy

eCxCy
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Подставляем в нее начальные условия: 

2)0(;1)0(;0  yyyyx  

1,1
2

,1

2

,01
21

21

2

0
21

0
21




















CC

CC

C

eCC

eCC
. 

Искомое частное решение:   xexy  .■ 

 

З а д а ч и  д л я  с а м о с т о я т е л ь н о г о  р е ш е н и я .  

Найти общие решения линейных однородных уравнений второго 

порядка и решения задачи Коши по известным первым частным решениям 

этих уравнений и заданным начальным условиям. 

1 .    4)1(,2)1(;ln;0
11

ln1 12
 yyxyy

x
y

x
yx . 

2.  2)0(,3)0();cos(sin;0cos 1
2  yyxyyxytgxy . 

3. 
5

4
)3(,1)3(;;0

91 3
12

 yyxyy
x

y
x

y . 

О т в е т ы  и  у к а з а н и я .  

1. xy 2 .   Общее решение:   xCxCy 21 ln  .   Решение задачи Коши:  

xxy 2ln2  .   (При вычислении интеграла   dx
x


ln

1
   применить формулу 

интегрирования по частям.  Учесть   1ln)1ln(ln  xe x ). 

2. )sin(sin2 xy  .   Общее решение:   )sin(sin)cos(sin 21 xCxCy  . 

Решение задачи Коши:  )sin(sin2)cos(sin3 xxy  .   

3. 
32

1

x
y  .   Общее решение:   

32
3

1

1

x
CxCy  .   Решение задачи Коши:  

3

3

10

27

30

1

x
xy  . 

 

4.2. Линейные однородные уравнения второго порядка с постоянными 

коэффициентами 

Рассмотрим однородное дифференциальное уравнение 2-го порядка 

с постоянными коэффициентами  

0 qyypy ,     (38) 

где   qp, –постоянные числа (коэффициенты уравнения). 

Общее решение   )(xyy     уравнения (38) имеет вид 

)()( 2211 xyCxyCy  ,     (39) 

где   )(),( 21 xyxy  частные линейно-независимые решения однородного 

уравнения (38). 

Для определения   21, yy    необходимо составить характеристическое 

уравнение для уравнения (38) 
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02  qpkk . 

Корни этого уравнения определяются по формуле  

q
pp

k 
42

2

2,1 . 

При  вычислении корней может возникнуть один из трех случаев: 

1) если   0
4

2

 q
p

,   то   21 kk   – действительные числа. В этом 

случае частные решения однородного уравнения будут иметь вид 
xkxk

eyey 21
21 ,  , 

и общее решение    
xkxk

eCeCy 21
21  ; 

2) если   0
4

2

 q
p

,   то   kkk  21  – действительные числа. В этом 

случае частные решения однородного уравнения будут иметь вид 
kxkx xeyey  21 , , 

и общее решение     xCCey kx
21  . 

3) если   0
4

2

 q
p

,   то   ikik  21 ,  – комплексно-

сопряженные числа. В этом случае частные решения однородного 

уравнения будут иметь вид 

xeyxey xx   sin,cos 21 , 

и общее решение     xCxCey x   sincos 21 . 
 

П р и м е р ы .  

Найти общее решение линейного однородного ОДУ второго порядка 

с постоянными коэффициентами. 

1.   .023  yyy  

Р е ш е н и е .  

Характеристическое уравнение   2,1;023 21

2  kkkk . 

Корни характеристического уравнения действительные и различные. 

Частные линейно-независимые решения уравнения будут иметь вид 
xx eyey 2

21 ,  . 

Тогда общее решение уравнения, согласно (39) 
xx eCeCy 2

21  .■ 
 

2.   .096  yyy  

Р е ш е н и е .  

Характеристическое уравнение   3;096 21

2  kkkk . 
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Корни характеристического уравнения действительные и равные. 

Частные линейно-независимые решения уравнения будут иметь вид 
xx xeyey 3

2
3

1 ,  . 

Тогда общее решение уравнения, согласно (39) 
xx xeCeCy 3

2
3

1  , 

или окончательно 

 xCCey x
21

3  .■ 
 

3.   .0 yy  

Р е ш е н и е .  

Характеристическое уравнение   ikikk  21

2 ,;01 . 

Корни характеристического уравнения комплексно сопряженные, 

1,0  .   Частные линейно-независимые решения уравнения будут 

иметь вид   

  ,sin,cos 2
0

1 xeyxey xx xyxy sin,cos 21   

Тогда общее решение уравнения, согласно (39) 

xCxCy sincos 21  .■ 
 

4.   3)(,2)(,022  yyyyy . 

Р е ш е н и е .  

Характеристическое уравнение  

ikikkkk  1,1;022 21

2 . 

Корни характеристического уравнения комплексно сопряженные, 

1,1  .   Частные линейно-независимые решения уравнения будут 

иметь вид   

xeyxey xx sin,cos 21  . 

Тогда общее решение уравнения, согласно (39) 

xeCxeCy xx sincos 21  ,   или 

)sincos( 21 xCxCey x  .    (40) 

Для определения произвольных постоянных из начальных условий 

надо найти   y : 

    xCCxCCey x sincos 1212  .   (41) 

Подставляя в (40) и (41) начальные условия, получим систему для 

определения произвольных постоянных 

















eCeC

CCe

Ce
21

21

1
,2

)(3

,2
. 

Искомое решение, удовлетворяющее начальным условиям, получим, 

подставляя найденные значения в (40):    )sincos2( xxey x   .■ 
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З а д а ч и  д л я  с а м о с т о я т е л ь н о г о  р е ш е н и я .  

1 .  4)0(,2)0(,02  yyyyy . 

2.  
2

1
)0(,2)0(,0  yyyyy . 

3. 1)0(,0)0(,0209  yyyyy . 

О т в е т ы  и  у к а з а н и я .  

1. Общее решение:     121  xCCey x .   Решение задачи Коши:  

 xey x  12 . 

2. Общее решение:   
















xCxCey

x

2

3
s i n

2

3
c o s 21

2 . Решение задачи 

Коши:  
















xxey

x

2

3
sin3

2

3
cos22 .   

3. Общее решение:   xx eCeCy  21 .   Решение задачи Коши:  xey  . 

 

4.3. Линейные неоднородные уравнения второго порядка с 

переменными коэффициентами 

Рассмотрим линейное неоднородное уравнение второго порядка (33). 

Для решения данного уравнения необходимо определить общее решение 

соответствующего однородного уравнения и любое частное решение 

неоднородного уравнения. Их сумма будет являться общим решением 

неоднородного уравнения. Однако нахождение необходимых слагаемых в 

общем случае затруднительно и только в некоторых частных случаях 

задача может быть решена достаточно легко.  

Одним из методов решения линейного неоднородного уравнения 

является метод вариации произвольных постоянных (метод Лагранжа). 

Получив общее решение соответствующего однородного уравнения 

в виде (35) 

2211 yCyCy  , 

поступают так: полагают, что в этом решении величины   1C    и   2C    

являются не постоянными, а функциями независимой переменной   x ,   и 

записывают решение (33) в виде 

2211 )()( yxCyxCy  .    (42) 

Для определения функций   )(1 xC    и   )(2 xC    составляют систему 

уравнений   




















).()()(

,0)()(

2211

2211

xfyxCyxC

yxCyxC
    (43) 

 

 

СА
РА
ТО
ВС
КИ
Й ГО

СУ
ДА
РС
ТВ
ЕН
НЫ
Й УН

ИВ
ЕР
СИ
ТЕ
Т И
МЕ
НИ

 Н
. Г

. Ч
ЕР
НЫ
ШЕ
ВС
КО
ГО



35 

Определитель этой системы  


21

21

yy

yy
W      (44) 

называется определителем Вронского. Так как функции  )(1 xy    и   )(2 xy   

линейно независимы, их определитель Вронского не равен нулю и система 

(43)  всегда имеет решение и притом единственное. 

Решая эту систему относительно  )(1 xC


   и   )(2 xC


,   получим 

























W

xfy

y

xC

W

yxf

y

xC

)(

0

)(

,
)(

0

)(

1

1

2

2

2

1

    или   
















.
)(

)(

,
)(

)(

1
2

2
1

W

xfy
xC

W

xfy
xC

 

Из последней системы интегрированием находим: 

.
)(

)(

,
)(

)(

2
1

2

1
2

1









Cdx
W

xfy
xC

Cdx
W

xfy
xC

    (45) 

Подставив (45) в (42),  и, раскрывая скобки, получим общее решение 

линейного неоднородного уравнения (33) 

  dx
W

xfy
ydx

W

xfy
yyCyCy

)()( 2
1

1
22211 . 

Первые два слагаемые составляют общее решение однородного 

уравнения, а последние два слагаемые – частное решение неоднородного 

уравнения. Обозначив частное решение неоднородного уравнения через  

)(~ xy ,   получаем формулу частного решения неоднородного уравнения 

второго порядка  

  dx
W

xfy
ydx

W

xfy
yy

)()(~ 2
1

1
2 .    (46) 

 

П р и м е р ы .  

1. Найти общее решение уравнения   242 64 xxyyxyx  ,  зная, 

что частным решением соответствующего ему однородного уравнения 

является функция    2
1 xy  . 

Р е ш е н и е .  

Преобразуем уравнение к виду (33), в котором коэффициент при 

старшей производной равен единице. Для этого обе части уравнения 

разделим на   2x .   В результате получим 
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1
64 2

2
 xy

x
y

x
y . 

Правая часть уравнения   1)( 2  xxf . 

Однородное уравнение, соответствующее данному, будет иметь вид 

0
64
2

 y
x

y
x

y . 

Уравнение имеет вид (34), где   
x

xP
4

)(  .  Так как известно одно 

частное решение, второе частное решение, линейно-независимое с первым, 

будем искать по формуле (36).  Для этого вычислим   4lnln4
4

xxdx
x

 .  

Тогда    32

4

4
2ln42ln42

2

44

xdxxdx
x

x
xdxexxdxexxy xx  

 . 

Таким образом, общее решение однородного уравнения будет иметь вид 
3

2
2

1 xCxCy  . 

Определим частное решение неоднородного уравнения по формуле 

(46). В соответствие с (44) определитель Вронского 

444

2

32

21

21
23

32
xxx

xx

xx

yy

yy
W  . 

 
x

xdx
x

dx
x

xx
dx

W

xfy 11
1

1)(
24

22
1 











   . 

 
x

x
dx

x
xdx

x

xx
dx

W

xfy
ln

2

11)( 2

4

23
2 











   . 

Подставляя в (46) значения интегралов и частные решения 

уравнения, получим 

.ln
2

ln
2

1)()(~ 22
42

232
1

1
2 xxx

x
x

x
x

x
xxdx

W

xfy
ydx

W

xfy
yy 























 

В результате общее решение заданного уравнения примет вид 

 3
2

2
1 xCxCy .ln

2

22
4

xxx
x

  

 

2. Найти общее решение уравнения   
x

ctgx
yy

x
y 

2
.   

Р е ш е н и е .  

Рассмотрим однородное уравнение, соответствующее данному 

0
2

 yy
x

y . 
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Частные решения последнего уравнения ранее были найдены: 

x

x
y

x

x
y

cos
,

sin
21  .  Общее решение линейного однородного 

уравнения имеет вид 

x

x
C

x

x
Cy

cossin
21  . 

Определим частное решение неоднородного уравнения по формуле 

(46). В соответствие с (44) определитель Вронского 

2

22
21

21 1

cossinsincos

cossin

x

x

xxx

x

xxx
x

x

x

x

yy

yy
W 





 . 

xdxxdx
x

xctgxx
dx

W

xfy
sincos

sin)(
2

2
1

   . 

2
lncos

sin

1sin

sin

coscos)( 22

2

2
2 x

tgxdx
x

x
dx

x

x
dx

x

xctgxx
dx

W

xfy



   . 

Подставляя в (46) значения интегралов и частные решения 

уравнения, получим 









 

2
lncos

sin
sin

cos)()(~ 2
1

1
2

x
tgx

x

x
x

x

x
dx

W

xfy
ydx

W

xfy
yy  

2
ln

sin x
tg

x

x
 . 

Таким образом, общее решение исходного уравнения будет иметь вид 


x

x
C

x

x
Cy

cossin
21

2
ln

sin x
tg

x

x
.■ 

 

З а д а ч и  д л я  с а м о с т о я т е л ь н о г о  р е ш е н и я .  

Найти общие решения линейных неоднородных уравнений второго 

порядка, зная одно частное решение соответствующего однородного 

уравнения. 

1 .  xyxyyxyx ln;3 1
22  . 

2.  2
1

52 ;ln22 xyxxyyxyx  . 

3. 
x

yxyyx
1

;2 1
22  . 

О т в е т ы  и  у к а з а н и я .  

1. 
3

21
4

3
ln xxxCxCy  . 

2. 5
2

2
2

1
144

7
ln

12
xx

x
xCxCy  . 
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3. xxxC
x

Cy ln
3

11 22
21  . 

 

4.4. Линейные неоднородные уравнения второго порядка с 

постоянными коэффициентами 

Рассмотрим неоднородное дифференциальное уравнение 2-го 

порядка с постоянными коэффициентами  

)(xfqyypy  ,     (47) 

где   qp, –постоянные числа (коэффициенты уравнения). 

Общее решение   )(xy    уравнения (47) имеет вид 

yyy ~ ,      (48) 

где   )(xyy     является общим решением однородного уравнения, 

соответствующего уравнению (47), вида (39), а   )(~~ xyy  –любое частное 

решение неоднородного уравнения (47).  

Для определения общего решения однородного уравнения следует 

решить уравнение   0 qyypy . 

Для определения частного решения неоднородного уравнения с 

постоянными коэффициентами можно воспользоваться универсальным 

методом вариации произвольных постоянных. Однако определить частное 

решение   y~    неоднородного уравнения без применения аппарата 

интегрирования можно в том случае, если  функция   )(xf    имеет вид 

 xxQxxPexf mn
x   sin)(cos)()( ,   (49) 

где    , постоянные величины,   )(),( xQxP mn многочлены от   x    

степеней   mn,   соответственно. 

Метод побора частного решения по виду правой части (49) 

уравнения (47) называется методом неопределенных коэффициентов. 

Частное решение уравнения (47) следует искать в виде 

 xxSxxRexy ll
xr   sin)(cos)(~ ,   (50) 

где   r    равен количеству корней характеристического уравнения, равных 

i  ,   )(),( xSxR ll многочлены от   x    степени   ),max( mnl  , 

имеющими вид 

....)(

,...)(

0
1

1
1

10

0
1

1
1

10

BxBxBxBxS

AxAxAxAxR

l
l

ll
l

l
l

ll
l















   (51) 

Постоянные коэффициенты   ii BA ,    многочленов   )(),( xSxR ll    в 

(51) являются неизвестными, определив которые будем иметь частное 

решение неоднородного уравнения. 

При определении вида частного решения (50), следует учесть, что 

если функция   )(xf    содержит хотя бы одну из функций   xsin    или   

xcos ,   то выражение (50) должно содержать оба многочлена )(),( xSxR ll . 
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Чтобы найти неопределенные коэффициенты   ii BA ,    необходимо 

выполнить следующие действия: 

1) найти производные первого и второго порядков от частного 

решения   y~ ; 

2) подставить найденные производные   yy  ~,~    вместо   yy ,   в 

уравнение  (47); 

3) приравнять коэффициенты при соответствующих степенях   x  

(или при функциях   xsin    и   xcos ) в левой и правой частях 

полученного уравнения, получив систему линейных алгебраических 

уравнений; 

4) решить систему, определив коэффициенты  ii BA , . 

Найденные значения неопределенных коэффициентов   ii BA ,    

подставить в выражение (51) и, наконец, записать общее решение   y    

уравнения (47), подставив в выражение (48) найденные значения   yy ~, . 

Правая часть уравнения (47)  может иметь один из следующих 

частных видов: 

1) xaexf )( ,  a постоянная,     i ; 

2) xbxaxf  sincos)( ,   ba,  постоянные,    ii  ; 

3) )()( xPxf n ,     0 i ; 

4) )()( xPexf n
x ,     i ; 

5) xxQxxPxf mn  sin)(cos)()( ,    ii  ; 

6)  xbxaexf x   sincos)( ,   ba,  постоянные. 
 

П р и м е р ы .  

Найти общее решение линейного неоднородного ОДУ второго 

порядка с постоянными коэффициентами. 

1.   xeyyy 432  . 

Р е ш е н и е .  

Общее решение линейного неоднородного ОДУ второго порядка с 

постоянными коэффициентами 

yyy ~ , 

где    )(xyy общее решение однородного уравнения, соответствующего 

исходному, а   )(~~ xyy  – частное решение неоднородного уравнения. 

Рассмотрим однородное уравнение 

032  yyy . 

Характеристическое уравнение   3,1;032 21

2  kkkk . 

Тогда общее решение однородного уравнения с постоянными 

коэффициентами будет иметь вид 
xx eCeCy 3

21   . 
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Определим частное решение   y~    неоднородного уравнения. Так как 

функция   xexf 4)(     имеет вид (49) (  1)(,0,4 xPn многочлен 

нулевой степени), то частное решение неоднородного уравнения   y~    

будем искать в виде 
xAey 4~  . 

Отсюда,   xAey 44~  ,   xAey 416~  .   Подставляя производные в 

исходное уравнение, получим 

5
1;15;5;3816 444444  AAeAeeAeAeAe xxxxxx . 

Таким образом,   xey 4

5

1~     и общее решение неоднородного 

уравнения окончательно примет вид 

xxx eecCeCy 43
21

5

1
  .■ 

 

2.   xyyy sin3256  . 

Р е ш е н и е .  

Общее решение данного уравнения будем искать в виде (48). 

Для определения   y   решим однородное дифференциальное 

уравнение 

0256  yyy . 

Составим характеристическое уравнение   02562  kk .   Корни   

ik 431  ,   ik 432   – комплексно-сопряженные числа, где   3 ,   

4 .   Следовательно, 

 xcxcey x 4sin4cos 21
3  . 

Определим частное решение   y~    неоднородного уравнения. Так как 

функция   xxf s i n3)(     имеет вид (49) (  3)(,1,0 xQm  

многочлен нулевой степени), то частное решение   y~    будем искать в виде 

xBxAy cossin~  , 

где   BA, –постоянные, которые необходимо найти. 

  xBxAxBxAy sincoscossin~ 


 . 

  xBxAxBxAy cossinsincos~ 


 . 

Для определения   A , B ,  подставим  найденные выражения в 

исходное уравнение. 

    xxBxAxBxAxBxA sin3cossin25sincos6cossin  . 

Раскроем в последнем уравнении скобки и сгруппируем слагаемые в 

левой части уравнения 

xxABBxBAA sin3sin)256(cos)256(  ; 

xxABxBA sin3sin)255(cos)257(  . 
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В последнем уравнении приравняем коэффициенты при   xsin    и   

xcos     в левой и правой частях уравнений 









.3525

,0257

BA

BA
 

Решением системы являются значения   
220

7
,

132

15
 BA . 

Тогда частное решение неоднородного уравнения будет иметь вид 

xxy cos
220

7
sin

132

15~  . 

Следовательно, общее решение исходного уравнения 

  xxxcxcey x cos
220

7
sin

132

15
4sin4cos 21

3  .■ 

 

3.   222 xyyy  . 

Р е ш е н и е .  

Общее решение данного уравнения будем искать в виде (48). 

Для определения   y   решим однородное дифференциальное 

уравнение 

022  yyy . 

Составим характеристическое уравнение   0222  kk .   Корни   

ik 11 ,   ik 12 –комплексно-сопряженные числа, где   1 ,   1 .   

Следовательно, общее решение соответствующего однородного 

уравнения: 

 xcxcey x sincos 21  . 

Определим частное решение   y~    неоднородного уравнения. Так как 

функция   2)( xxf     имеет вид (49) (  2)(,0,0 xxPn многочлен 

второй степени), то частное решение   y~    будем искать в виде 

CBxAxy  2~ , 

где   A , B , C –постоянные, которые необходимо найти. 

Отсюда,   BAxy  2~ ,   Ay 2~  .   Подставляя производные в 

исходное уравнение, получим 

    222 2222 xCBxAxBAxAx  . 

Раскрыв скобки в левой части уравнения, сгруппировав слагаемые с 

одинаковыми степенями   x ,   получим 

    22 222422 xCBAxABAx  . 

В последнем уравнении приравняем коэффициенты  при   равных 

степенях   x    в левой и правой частях 
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













.0222

,042

,12

CBA

AB

A

 

Решение системы линейных алгебраических уравнений 

2

1
,1,

2

1
 CBA . 

Тогда частное решение неоднородного уравнения будет иметь вид 

 22 1
2

1~

2

1

2

1~  xyxxy . 

Следовательно, общее решение исходного неоднородного уравнения 

  xCxCey x sincos 21  21
2

1
x .■ 

 

З а д а ч и  д л я  с а м о с т о я т е л ь н о г о  р е ш е н и я .  

1 .  84  yy . 

2.  xeyyy  432 . 

3. 27522 23  xxxyyy . 

4.  xyy 2sin5  

5.  xxyyy 2cos102   

О т в е т ы  и  у к а з а н и я .  

1. 22sin2cos 21  xCxCy . 

2. xxx eeCeCy   3
21 . 

3. 
8

51

4

33

4

13

2

1 232
21   xxxeCeCy xx . 

4. xxCxCy 2sin
3

5
sincos 21  . 

5.   xxxxxCxCey x 2sin
169

1

13

1
2cos

338

29

26

3
3sin3cos 21 

















  

 

4.5. Уравнения Эйлера второго порядка 

Рассмотрим линейные уравнения второго порядка с переменными 

коэффициентами вида 

    )(
2

xfqyybaxpybax  ,   (52) 

где   qpba ,,, –постоянные коэффициенты. 

В частности, при   0,1  ba ,   уравнение (52) примет вид 

)(2 xfqyypxyx    ,   (53) 

Уравнения (52)-(53)  относятся к уравнениям Эйлера. 

Если для уравнения (52) ввести замену переменной 
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tebax     ( baxt  ln ),    (54) 

а для уравнения (53) сделать замену 
tex     ( xt ln ),     (55) 

оба уравнения преобразуются в линейные уравнения с постоянными 

коэффициентами.  

В процессе замены необходимо учесть, что   

dx

dt

dt

yd
y

dx

dt

dt

dy

dx

dy
y 


 , . 

 

П р и м е р ы .  

1.   0352  yyxyx . 

Р е ш е н и е .  

Дано уравнение Эйлера вида (53), где   0)( xf .   Произведем 

замену переменной (55):    xtex t ln,  .   Учитывая, что   te
xdx

dt 
1

,   

получим 

,te
dt

dy

dx

dt

dt

dy

dx

dy
y   

ttttt e
dt

dy

dt

yd
ee

dt

dy
e

dt

yd

dx

dt
e

dt

dy

dt

d

dx

dt

dt

yd
y 2

2

2

2

2










































 . 

Подставляя эти значения производных в уравнение и, замечая, что   

,22 tex     получаем 

te2 te
dt

dy

dt

yd 2

2

2















 + .035  ye

dt

dy
e tt  

Проведя сокращения, раскрыв скобки, имеем 

034
2

2

 y
dt

dy

dt

yd
. 

Сделанная подстановка привела нас к линейному однородному 

уравнению второго порядка с постоянными коэффициентами.   

Характеристическое уравнение:   1,3;034 21

2  kkkk . 

Фундаментальная система решений уравнения:  tt eyey   2
3

1 , .   

Так как   xt ln ,   то частные решения запишутся в виде 

x
y

x
y

1
,

1
231  . 

Тогда общее решение однородного уравнения с постоянными 

коэффициентами будет иметь вид   
x

C

x

C
y 2

3

1  .■ 
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2.  0
42
22

2










r
d

dr

d

rd
. 

Р е ш е н и е .  

Если обе части заданного уравнения умножить на   2 ,   то оно 

примет вид 

042
2

2
2 





 r

d

dr

d

rd
. 

Это есть уравнение Эйлера вида (53), в котором независимая 

переменная    ,   а    )( rr .  Подстановка (55) в данном случае примет 

вид:     ln, tet .  Тогда 

te
d

dt 





1
, 

,te
dt

dr

d

dt

dt

dr

d

dr 





 

ttttt e
dt

dr

dt

rd
ee

dt

dr
e

dt

rd

d

dt
e

dt

dr

dt

d

d

dt

d

dr

dt

d

dt

rd 2

2

2

2

2

2

2






















































   

Подставив эти значения производных в уравнение и, замечая, что   

,22 te    получим уравнение 

043
2

2

 r
dt

dr

dt

rd
. 

Сделанная подстановка привела нас к линейному однородному 

уравнению с постоянными коэффициентами. 

Характеристическое уравнение:   1,4;043 21

2  kkkk . 

Фундаментальная система решений уравнения:   tt erer  2
4

1 ; .   

Так как   te ,    то   144 ;   tt ee   и  частные решения запишутся 

в виде    1
2

4
1 ,  rr . 

Тогда общее решение исходного уравнения 
1

2
4

1
 CCr .■ 

 

3.   xyyxyx lncos2  . 

Р е ш е н и е .  

Дано уравнение Эйлера вида (53).  Произведем замену  переменной  

(55):    xtex t ln,  .   Учитывая, что   te
xdx

dt 
1

,   получим 

,te
dt

dy

dx

dt

dt

dy

dx

dy
y   
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ttttt e
dt

dy

dt

yd
ee

dt

dy
e

dt

yd

dx

dt
e

dt

dy

dt

d

dx

dt

dt

yd
y 2

2

2

2

2










































 . 

Подставляя эти значения производных в уравнение и замечая, что   

,22 tex     получаем 















  tt e

dt

dy

dt

yd
e 2

2

2
2 .costye

dt

dy
e tt   

Проведя сокращения, раскрыв скобки, имеем 

ty
dt

dy

dt

yd
cos2

2

2

 . 

Это линейное неоднородное уравнение с постоянными 

коэффициентами. Общее решение соответствующего однородного 

уравнения есть     tetCCy 21  .  Используя метод неопределенных 

коэффициентов частное решение неоднородного уравнения будем искать в 

виде   tBtAy cossin~  .   Из уравнения получим значения 

неопределенных коэффициентов:   .0,
2

1
 BA    Общее решение 

неоднородного уравнения   

  tetCCy t sin
2

1
21  ,   или      xxxCCy lnsin

2

1
ln21  .■ 

 

З а д а ч и  д л я  с а м о с т о я т е л ь н о г о  р е ш е н и я .  

1 .  092  yyxyx . 

2.  02  yyxyx . 

3. 092  yyxyx . 

4.  0
2

2
2 





 u

d

du

d

ud
. 

5. xyyxyx 22 ln333  . 

О т в е т ы  и  у к а з а н и я .  

1. 3
2

3
1

 xCxCy . 

2. xxCxCy ln21  . 

3. )ln3sin()ln3cos( 21 xCxCy  . 

4. 



1

21 CxCu . 

5.  26ln24ln9
9

1 23
21  xxxCxCy . 
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5. СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

ПЕРВОГО ПОРЯДКА 

5.1. Нормальные системы уравнений 

Система дифференциальных уравнений вида 























),,...,,,(

........,..............................

),,...,,,(

),,...,,,(

21

21
2

21
1

n
n

n

n

yyyxf
dx

dy

yyyxf
dx

dy

yyyxf
dx

dy

 

где   nyyy ,...,, 21 неизвестные функции независимой переменной   x ,   

называется нормальной системой. 

Особенностью нормальной системы дифференциальных уравнений 

является то, что все входящие в систему уравнения являются уравнениями 

первого порядка, и все уравнения системы разрешены относительно этих 

производных. 

Если правые части нормальной системы дифференциальных 

уравнений являются линейными функциями относительно   nyyy ,...,, 21 ,   

то система дифференциальных уравнений называется линейной. 

Если нормальная система уравнений линейна, а коэффициенты при 

неизвестных функциях постоянны, то она имеет вид 























).(...

........,............................................................

),(...

),(...

,22,11,

2,222,211,2
2

1,122,111,1
1

xyayaya
dx

dy

xyayaya
dx

dy

xyayaya
dx

dy

nnnnnn
n

nn

nn

  (56) 

Если все функции   )(),...,(),( 21 xxx n    равны нулю, то система 

(56) называется однородной, а если хотя бы одна из них не равна нулю, - 

неоднородной. 

Число произвольных постоянных, входящих в общее решение 

нормальной системы уравнений, равно числу неизвестных функций, 

входящих в систему. 

Иногда нормальную систему дифференциальных уравнений удается 

свести к одному уравнению n -ого порядка, содержащему одну 

неизвестную функцию. Сведение нормальной системы к одному 

уравнению может быть достигнуто дифференцированием одного из 
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уравнений системы и исключением всех неизвестных, кроме одного 

(метод исключения). 

В некоторых случаях, комбинируя уравнения системы, после 

несложных преобразований удается получить легко интегрируемые 

уравнения (метод интегрируемых комбинаций), что позволяет найти 

решение системы. 
 

П р и м е р ы .  

1 .  














.2

,1

1
2

2
1

ye
dx

dy

y
dx

dy

x

 

Р е ш е н и е .  

Система дифференциальных уравнений - нормальная. Здесь 

неизвестные функции   )(),( 21 xyxy .   Исключим   2y .   Из первого 

уравнения   11
2 

dx

dy
y .   Подставляя во второе уравнение, получим 

,2 12

1
2

ye
dx

yd x  или 

xey
dx

yd
212

1
2

 .     (57) 

Уравнение (57) – линейное неоднородное уравнение второго 

порядка. Характеристическое уравнение соответствующего однородного 

уравнения   02  kk    имеет корни   ikik  21 , .   Общее решение 

уравнения 

xCxCy sincos 211  . 

Частное решение можно определить по виду правой части:    
xAey 1

~ .   Подставляя частное решение в уравнение (57), получим   .1A    

Тогда общее решение уравнения (57) примет вид 
xexCxCy  sincos 211 . 

Но   1cossin,1 212
1

2  xexCxCy
dx

dy
y .   Объединяя 

полученные результаты, получим общее решение исходной системы 











.1cossin

,sincos

212

211

x

x

exCxCy

exCxCy
■ 
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2 .  














.

,

yx
dt

dy

yx
dt

dx

 

Р е ш е н и е .  

Система дифференциальных уравнений - нормальная. Здесь 

неизвестные функции   )(),( tytx .   Продифференцируем по   t    первое 

уравнение 

dt

dy

dt

dx

dt

xd


2

2

. 

Сложив уравнения системы получим  x
dt

dy

dt

dx
2 ,  тогда 

относительно   x    получим уравнение  

02
2

2

 x
dt

xd
. 

Это линейное однородное уравнение второго порядка с постоянными 

коэффициентами. Характеристическое уравнение   022 k   имеет корни 

2,2 21  kk .   Общее решение уравнения 

2
2

2
1

tt eCeCx  . 

Общее решение  для   y    находим из первого уравнения системы. 

   2
2

2
1

2
2

2
1,, tttt eCeCeCeC

dt

d
yx

dt

dx
yyx

dt

dx   . 

Проделав необходимые действия, получим 

    2
2

2
1 1212 tt eCeCy  . 

Таким образом, общее решение исходной системы примет вид 

   














.1212

,

2
2

2
1

2
2

2
1

tt

tt

eCeCy

eCeCx
 

 

3.   



















,
32

,
32

zy

z

dx

dz

zy

y

dx

dy

   при начальных условиях:  2)0(,1)0(  zy . 

Р е ш е н и е .  

Система дифференциальных уравнений - нормальная. Здесь 

неизвестные функции   )(),( xzxy .   Составим первую интегрируемую 

комбинацию, разделив первое уравнение на второе. 
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zCyCzy
z

dz

y

dy

z

y

dz

dy
11;lnlnln;;  . 

Составим вторую интегрируемую комбинацию, сложив удвоенное 

первое и утроенное второе уравнения. 

232;32;132 Cxzydxdzdy
dx

dz

dx

dy
 . 

Из полученной системы уравнений    








,32

,

2

1

Cxzy

zCy
   находим 

общее решение системы 























.
32

,
32

)(

1

2

1

21

C

Cx
z

C

CxC
y

 

Используя начальные условия, получаем 

8,
2

1

,
32

2

,
32

1

21

1

2

1

21





















CC

C

C

C

CC

. 

Подставив в общее решение найденные значения произвольных 

постоянных, получим частные решения, удовлетворяющие начальным 

условиям 














.2
4

1

,1
8

1

xz

xy

■ 

 

З а д а ч и  д л я  с а м о с т о я т е л ь н о г о  р е ш е н и я .  

1 .  














.32

,64

21
2

21
1

xyy
dx

dy

yy
dx

dy

. 

2.  














.2

,

3

3

xe
dt

dy

ye
dt

dx

t

t

. 
СА
РА
ТО
ВС
КИ
Й ГО

СУ
ДА
РС
ТВ
ЕН
НЫ
Й УН

ИВ
ЕР
СИ
ТЕ
Т И
МЕ
НИ

 Н
. Г

. Ч
ЕР
НЫ
ШЕ
ВС
КО
ГО



50 

3. 



















,

,

zy

z

dx

dz

zy

y

dx

dy

    при начальных условиях:  2)0(,1)0(  zy . 

4. 














.sin2

,cos2

tx
dt

dy

tyx
dt

dx

. 

О т в е т ы  и  у к а з а н и я .  

1. 

 

 













.1314
49

1

2

1

3

2

,27
49

3

27
212

7
211

xxeCCy

xxeCCy

x

x

 

2. 


















.
8

5

2

1

,
8

1

3
21

3
21

ttt

ttt

eeCeCy

eeCeCx

 

3. 














.4
3

2

,2
3

1

xz

xy

. 

4. 

  













.sin
2

1
cos21

,cos
2

1

12

21

tteCtCy

tteCeCx

t

tt

. 

 

5.2. Системы линейных однородных уравнений с постоянными 

коэффициентами 

Пусть дана система   n    линейных дифференциальных уравнений с   

n   неизвестными функциями, коэффициенты которой постоянные: 























....

.....,..................................................

,...

,...

,22,11,

,222,211,2
2

,122,111,1
1

nnnnn
n

nn

nn

yayaya
dx

dy

yayaya
dx

dy

yayaya
dx

dy
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Если ввести в рассмотрение матрицы 

























dx

dy
dx

dy
dx

dy

dx

dY

n

2

1

,   


















nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa

A

,2,1,

,22,21,2

,12,11,1

,   


















ny

y

y

Y 2

1

, 

то систему (58) можно записать в виде одного матричного 

дифференциального уравнения 

AY
dx

dY
 . 

Матрица   A    является матрицей системы,   Y  - столбец неизвестных 

функций.  

Решение системы будем искать в виде 









































x
n

x

x

n ep

ep

ep

y

y

y

Y 2

1

2

1

, 

где   const ,   nppp ,...,, 21 постоянные величины. Подставив значения   

nyyy ,...,, 21    в систему  (58), получим систему линейных алгебраических 

уравнений относительно   nppp ,...,, 21 : 



















.0)(.....

..,..................................................

,0...)(

,0...)(

,22,11,

,222,211,2

,122,111,1

nnnnn

nn

nn

papapa

papapa

papapa

 

Система должна иметь ненулевое решение, поэтому для определения   

    составим уравнение 

0

,2,1,

,22,21,2

,12,11,1









nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa

.   (59) 

Уравнение (59) является характеристическим уравнением матрицы   

A    и в то же время характеристическим уравнением системы. Это - 

линейное алгебраическое уравнение степени   n    относительно    .   Оно 

будет иметь ровно   n    корней, которые являются характеристическими 

числами матрицы   A .   Корни этого уравнения могут быть простыми или 

кратными, а также действительными или комплексными. Каждому 
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характеристическому числу соответствует свои значения   nppp ,...,, 21 ,  

определяющие собственный вектор. Собственные векторы определяют 

фундаментальную систему решений для (58). Общее решение будет 

являться их линейной комбинацией.  

В зависимости от значений корней, получим разные случаи 

фундаментальной системы решений. Более подробно вопрос получения 

фундаментальной системы решений рассмотрим на примерах. 
 

П р и м е р ы .  

1 .  














.46

,37

21
2

21
1

yy
dx

dy

yy
dx

dy

 

Р е ш е н и е .  

Система имеет вид (58). Для получения общего решения системы 

составим характеристическое уравнение (59). 

0
46

37





,   или    010112  . 

Его корни    10,1 21   - характеристические числа матрицы 

системы. Корни характеристического уравнения действительные и 

различные. 

При   11  ,   получим систему уравнений для определения 

собственного вектора 

 

 

 

  

























.036

,036

.0146

,0317

.046

,037

21

21

21

21

211

211

pp

pp

pp

pp

pp

pp
 

Последняя система сводится к уравнению   02 21  pp ,   которое 

определяет вектор    2;1  . 

Решение системы, соответствующее корню   11  ,   будет иметь вид 





































x

x

x

x

e

e

ep

ep
Y

21

1

2

1
1 . 

При   102  ,   получим систему уравнений для определения 

собственного вектора 

 

 

 

  

























.066

,033

.01046

,03107

.046

,037

21

21

21

21

221

212

pp

pp

pp

pp

pp

pp
 

Последняя система сводится к уравнению   021  pp ,   которое 

определяет вектор    1;1 . 

Решение системы   


































x

x

x

x

e

e

ep

ep
Y

10

10

2

1
2

2

2

. 
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Общее решение будет иметь вид 

2211 YCYCY  ,    или   







































x

x

x

x

e

e
C

e

e
C

y

y

10

10

21
2

1

2
. 

Общее решение в координатной форме примет вид 











.2

,

10
212

10
211

xx

xx

eCeCy

eCeCy
■ 

 

2 .  














.43

,34

21
2

21
1

yy
dx

dy

yy
dx

dy

 

Р е ш е н и е .  

Система имеет вид (58). Для получения общего решения системы 

составим характеристическое уравнение (59). 

0
43

34





,   или      i34,94

2
 . 

Его корни    ii 34,34 21   - характеристические числа 

матрицы системы. Корни характеристического уравнения комплексно-

сопряженные. 

Определим решение, соответствующее одному из комплексно 

сопряженных корней. 

При    i341  ,   получим систему уравнений для определения 

собственного вектора 

 

 

 

  

























.033

,033

.03443

,03347

.043

,034

21

21

21

21

211

211

ipp

pip

pip

ppi

pp

pp
 

Таким образом,    12 ipp  .  Приняв   11 p ,   находим   ip 2 ,   

которое определяет вектор    i;1 . 

Частное решение системы 

 

  











































































xiexe

xiexe

xixe

xixe

ie

e

ep

ep
Y

xx

xx

x

x

xi

xi

x

x

3cos3sin

3sin3cos

3cos3sin

3sin3cos
44

44

4

4

)34(

)34(

2

1
1

1

1

 

Отделим действительную и мнимую части в этом решении. 

Получаем два линейно независимых частных решения: 


















xe

xe
Y

x

x

3sin

3cos
4

4

1 ,   















xe

xe
Y

x

x

3cos

3sin
4

4

2 . 

Общее решение  

2211 YCYCY  ,   или   

























xe

xe
C

y

y

x

x

3sin

3cos
4

4

1
2

1















xe

xe
C

x

x

3cos

3sin
4

4

2 . 
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Общее решение в координатной форме примет вид 

 

 









.3cos3sin

,3sin3cos

21
4

2

21
4

1

xCxCey

xCxCey

x

x

■ 

 

3 .  





















.22

,2

,2

321
3

31
2

321
1

yyy
dx

dy

yy
dx

dy

yyy
dx

dy

 

Р е ш е н и е .  

Система имеет вид (58). Для получения общего решения системы 

составим характеристическое уравнение (59). 

0

212

12

112









,   или    0254 23  . 

Его корни    1,2 321  . Корни характеристического 

уравнения действительные. Корень   1  - простой,   32 , - кратные.  

При   21  ,   получим систему уравнений для определения 

собственного вектора 

 

 

 

 

 

  











































.02

,022

,0

.0222

,022

,022

.022

,02

,02

21

321

32

321

321

321

3121

3211

3211

pp

ppp

pp

ppp

ppp

ppp

ppp

ppp

ppp

 

Из последней системы   3212 ppp     и  вектор    2;2;1   - 

собственный и   










































x

x

x

x

x

x

e

e

e

ep

ep

ep

Y
2

2

2

3

2

1

1

2

2

1

1

1

    частное решение системы. 

Для кратного корня   1    сначала определим число линейно 

независимых собственных векторов. При   1    матрица, 

соответствующая определителю характеристического уравнения, будет 

иметь вид 



















112

112

111

. 

Порядок этой матрицы   3n ,   ранг   2r .   Число линейно-

независимых собственных векторов  равно   1 rnm .   Корень    12     
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имеет кратность   2k .   Так как   mk  ,   то решение надо искать в виде 

произведения многочлена степени   1mk    на    xx
ee 

2 ,   то есть в 

виде 

 

 

  







































x

x

x

egfx

edcx

ebax

y

y

y

Y

3

2

1

2 ,    (60) 

где   gfdcba ,,,,, - постоянные, которые необходимо определить. Чтобы 

найти эти постоянные, подставим     xebxay 1 ;    xedxcy 2 ; 

  xegxfy 3    в исходную систему уравнений. 

        

      

        



















.22

,2

,2

xxxx

xxx

xxxx

egfxedcxebaxegfx
dx

d

egfxebaxedcx
dx

d

egfxedcxebaxebax
dx

d

 

Продифференцировав левую часть уравнений и, сократив на  xe , 

получим 

       

     

       













.22

,2

,2

gfxdcxbaxgfxf

gfxbaxdcxc

gfxdcxbaxbaxa

 

Приравняем коэффициенты при соответствующих степенях   x : 



























,22

,22

,2

2

,2

,2

fcaf

gdbgf

fac

gbdc

fcaa

gdbba

   или    



























,02

,2

,02

,2

,0

,

fca

gdbf

fca

gdbc

fca

gdba

 

Найдем общее решение этой системы. Из второго и четвертого 

уравнений имеем   0a    и    cf  .   Подставляя эти значения в первое и 

третье, получим   








,2

,0

gdbc

gdb
   (остальные уравнения будут 

следствиями этой системы).  Решаем эту систему, например, относительно   

b    и   g : 

cb  ,    dcg  . 

Таким образом,  все неизвестные выражены через   c    и   d .   

Положив  1Cc  ,   а   2Cd  , имеем 
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0a ;   1Cb  ;   1Cf  ;   21 CCg  . 

Подставив найденные значения постоянных   gfdcba ,,,,,    в  (60), 

получим 

 

  






















x

x

x

eCCxC

eCxC

eC

Y

211

21

1

2 . 

Учитывая частное решение, полученное для   21  ,  получим общее 

решение 

 

 
3

211

21

1

3

2

1

C

eCCxC

eCxC

eC

y

y

y

x

x

x



























































x

x

x

e

e

e

2

2

2

2

2 . 

Окончательно, общее решение исходной системы запишем в виде 

 

 














.2

,2

,

2
32113

2
3212

2
311

xx

xx

xx

eCeCCxCy

eCeCxCy

eCeCy

■ 

 

З а д а ч и  д л я  с а м о с т о я т е л ь н о г о  р е ш е н и я .  

1 .  














.

,8

21
2

12
1

yy
dx

dy

yy
dx

dy

. 

2.  














.125

,512

yx
dt

dy

yx
dt

dx

. 

3. 





















.2

,

,

21
3

321
2

321
1

xx
dt

dx

xxx
dt

dx

xxx
dt

dx

  

4. 














.

,4

yx
dt

dy

yx
dt

dx

. 
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5. 














.4

,3

yx
dt

dy

yx
dt

dx

 

О т в е т ы  и  у к а з а н и я .  

1. 














.

,42

3
2

3
12

3
2

3
11

xx

xx

eCeCy

eCeCy
 

2. 
 

 









.5cos5sin

,5sin5cos

21
12

21
12

tCtCey

tCtCex

t

t

 

3. 






















.5

,3

,

3
2

213

312

3
2

211

ttt

tt

ttt

eCeCeCx

eCeCx

eCeCeCx

. 

4. 
 

 









.2sin2cos

,2cos2sin2

21

21

tCtCey

tCtCex

t

t

. 

5. 
 

 









.22

,

121

21

tCCCey

CtCex

t

t

 

 
6. ЗАДАЧИ ЕСТЕСТВОЗНАНИЯ, ПРИВОДЯЩИЕСЯ К РЕШЕНИЮ 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

При решении задач естествознания, приводящихся к 

дифференциальным уравнениям, необходимо рационально выбрать 

независимую переменную  x    и искомую функцию   )(xy .   Затем, 

пользуясь соответствующими законами, выразить, насколько изменится 

неизвестная функция, при некотором изменении независимой переменной  

x ,   то есть выразить  разность    )()( xyxxy     через величины, о 

которых говорится в задаче.  Разделив эту разность на   x    и перейдя к 

пределу при   0x , получим дифференциальное уравнение, из которого 

можно найти искомую функцию. 
 

Задача 1. Скорость распада радия пропорциональна количеству 

нераспавшегося радия. Количество радия в начале процесса распада было 

равно   0x .   Известно, что за 1600 лет распадется половина 

первоначального количества. Через сколько лет количество 

нераспавшегося радия будет составлять 80% первоначального? 

Определить, какой процент радия сохранится через 300 лет? 
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Р е ш е н и е .  

Примем за независимую переменную время   t ,   а за неизвестную 

функцию   )(tx - количество радия в момент времени   t .   Скорость 

изменения величины   )(tx   есть производная   
dt

dx
.   Скорость изменения 

величины   )(tx    по отношению ко времени  t    пропорциональна 

наличному количеству величины   x    в рассматриваемый момент времени. 

Обозначим через   k    коэффициент пропорциональности. Тогда 

дифференциальное уравнение, описывающее этот процесс будет иметь вид 

kx
dt

dx
 .      (61) 

Это уравнение с разделяющимися переменными и интегрируется 

просто. 

.;ln;lnln; kteCxkt
C

x
Cktxkdt

x

dx
  

Общий вид решения 

.ktCex       (62) 

Определим  в  (62) произвольную постоянную   C .   Известно, что в 

начальный момент, то есть при   0t ,   количество радия равно   0x .   

Таким образом, начальное условие:   0)0( xx  .   Подставляя в (62)   0t ;   

0xx  ,   получим 

0
0

0 .; xCCex k  , 

а потому (62) перепишется так: 

.0
ktexx       (63) 

Задача содержит условие, позволяющее определить коэффициент 

пропорциональности   k :   когда   1600t ,   количество радия   x    равно 

половине начального, то есть   
2

0x
x  .   Подставляя  эти значения в  (63), 

получаем      .
2

1600
0

0 kex
x

    Отсюда     

1600

2ln
;16002ln1ln;1600

2

1
ln;

2

1 1600  kkke k . 

Теперь решение (63) перепишется в виде 

t

exx 1600

2ln

0



 , 

или     

t

e
x

x
1600

2ln

0



 .     (64) 
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Ответим на первый вопрос поставленной задачи.  По условию   

8,0
0


x

x
 (80%).   Подставляя это значение в (64), имеем 

t

e 1600

2ln

8,0


 . 

Для определения   t    прологарифмируем обе части равенства 

t
1600

2ln
8,0ln  , 

отсюда 

515
69315,0

)22314,0(1600

2ln

8,0ln1600



t лет.■ 

Чтобы ответить на второй вопрос, найдем из (64)   отношение   
0x

x
   

при   300t . 

8,87878,0; 13,0
300

1600

69315,0

0

300
1600

2ln

0

 


ee
x

x
e

x

x
%. 

Таким образом, через 300 лет сохранится 87,8% начального 

количества радия, а, следовательно, распадется за 300 лет 12,2 %.■ 
 

Задача 2.  Тело, имеющее в начальный момент температуру   0T ,   

поместили в среду, температура которой поддерживается неизменной и 

равна   1T .   Как будет изменяться с течением времени температура тела? 

Р е ш е н и е .  

Примем за независимую переменную время   t ,   а за неизвестную 

функцию   )(tT - температуру тела в момент времени   t .   Известно, что 

скорость изменения температуры тела пропорциональна разности 

температур тела и окружающей среды, то есть  

 1)( TtT
dt

dT
 ,     (65) 

где    -коэффициент теплопроводности среды. 

Разделяя переменные и интегрируя это уравнение, получаем 

 
 

CdtTTdt
TtT

dT
TtT

dt

dT
lnln;

)(
;)( 1

1
1 


 .   

Потенцируя последнее равенство и учитывая, что   1TT     является 

решением дифференциального уравнения, потерянным при делении на   

1TT  ,   получим общее решение уравнения (65) вида 
tCeTT  1 .     (66) 

Произвольную постоянную   C    найдем из начальных условий 

задачи:   в начальный момент, то есть при    0t ,   тело имело температуру   

0T .  Таким образом   0)0( TT  .   Подставляя начальные условия в (66), 
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найдем   10
0

10 ; TTCCeTT      и закон изменения температуры 

тела выглядит так 

  teTTTtT  101)( .■     (67) 
 

Задача 3.  Определить, за какое время тело, нагретое до температуры 
300 ,   помещенное в жидкость, температура которой   60 ,   охладится до  
150 ,   если считать количество жидкости настолько большим, что ее 

температура практически остается без изменения. При этом известно, что 

через 10 минут после начала процесса температура тела равна   200 . 

Р е ш е н и е .  

Примем за независимую переменную время   t ,   а за неизвестную 

функцию   )(tT - температуру тела в момент времени   t .   Воспользуемся 

полученным законом изменения температуры тела (67). В условиях задачи   

температура  в начальный момент времени   3000 T ,   температура 

жидкости   601 T   и  температура в момент времени   t    будет 

определяться формулой 

  tt etTetT   24060)(;6030060)( . 

Для определения коэффициента теплопроводности       используем 

дополнительное условие задачи: при   10t мин.   Температура тела равна   
200 .   Поэтому 

 .12ln7ln
10

1
;

12

7
;140240;24060200 101010   eee  

Отсюда следует, что  053,0    и окончательно решение задачи 

определяется формулой 
tetT 053,024060)(  . 

Чтобы ответить на вопрос задачи,   следует в это уравнение 

поставить   150T    и определить   t .   После выполнения необходимых 

вычислений получим   
8

3
ln

053,0

1
t .   Отсюда   5,18t  мин.■ 

 

Задача 4. В сосуд, содержащий  10 л воды, непрерывно поступает со 

скоростью 2 л в минуту раствор, в каждом литре которого содержится 

0,3 кг соли. Поступающий в сосуд раствор перемешивается с водой, и 

смесь вытекает из сосуда с той же скоростью. Сколько соли будет в сосуде 

через 5 минут? 

Р е ш е н и е .  

Примем за независимую переменную время   t ,   а за неизвестную 

функцию   )(ty - количество соли в момент времени   t .   Найдем, на 

сколько изменится количество соли за промежуток времени от момента   t    

до момента   tt  .  В одну минуту поступает   2 л   раствора, а в 
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t  минут- t2    литров.  В этих   t2    литрах содержится   

tt  6,023,0  кг   соли. 

С другой стороны, за время   t    из сосуда вытекает   t2    литров 

перемешанного раствора. Здесь мы предполагаем, что раствор равномерно  

перемешивается по всему объему сосуда. В момент времени   t    во всем 

сосуде (10л) содержится   )(ty  кг   соли. Следовательно, в   t2    литрах 

вытекающего раствора содержалось бы   )(2,0 tyt   кг   соли, если бы за 

время   t    содержание соли в сосуде не менялось. Но так как оно за это 

время меняется на величину  )( t ,   то t2    литрах вытекающего 

раствора содержится    ttyt  ()(2,0  кг   соли. Из законов физики 

следует, что количество соли непрерывно зависит от времени поступления 

раствора, следовательно,  0)(  t   при   0t . 

Итак, в растворе, вытекающем за промежуток времени   ),( ttt  ,   

содержится t6,0  кг   соли, а в вытекающем-  ttyt  ()(2,0  кг.   

Приращение количества соли за это время равно разности этих величин: 

 )()( tytty  t6,0  ttyt  ()(2,0 . 

Разделим на   t    и перейдем к пределу при   0t : 

)(2,06,0)(lim2,0)(2,06,0
)()(

lim
00

tytty
t

tytty

dt

dy

tt








. 

Имеем дифференциальное уравнение вида 

)(2,06,0 ty
dt

dy
 . 

Это уравнение с разделяющимися переменными. Решая его, получим 

.3)( 2,0 tCety       (68) 

Так как при   0t    соли в сосуде не было, то   .0)( ty    Полагая в 

(68)    0t ,   найдем   3;30;3)0(  CCCy .   Подставляя 

полученное значение   C    в (68) получим решение данной задачи 

.33)( 2,0 tety   

Учитывая последнюю формулу легко ответить на вопрос задачи. При   

5t    в сосуде будет 

9,1333)5( 152,0   eey кг   соли.■ 
 

Задача 5. Цилиндрический резервуар с высотой 6 м и диаметром 

основания 4 м поставлен вертикально и наполнен водой. За какое время 

вода, заполняющая резервуар, вытечет из него через круглое отверстие, 

сделанное в дне резервуара радиуса   
12

1
 м? 

Р е ш е н и е .  

Для решения поставленной задачи надо воспользоваться формулой 

Бернулли, определяющей скорость    )(
с

мv    истечения жидкости из 
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отверстия в резервуаре, находящегося на   h м   ниже свободного уровня 

жидкости: 

ghv 2 , 

где   28,9
с

мg  -ускорение силы тяжести,    -постоянный 

(безразмерный) коэффициент, зависящий от свойств жидкости (для воды   

6,0 ). 

Пусть через   t  с   после начала истечения воды уровень оставшейся 

в резервуаре воды был равен   h  м   и за время   dt  с   понизился на   dh  м  

)0( dh .   Подсчитаем объем воды, вытекший за этот бесконечно малый 

промежуток времени   dt ,   двумя способами. 

С одной стороны, этот объем   dw    равен объему цилиндрического 

слоя с высотой   dh    и радиусом, равным радиусу   R    основания 

резервуара  )2( мR  .   Таким образом, 

dhRdwdhRdw 22 ;  . 

С другой стороны, этот объем равен объему цилиндра, основанием 

которого служит отверстие в дне резервуара   r   )
12

1
( мr  ,   а высота 

равна   dtv .   Тогда 

dtghrdwvdtrdw 2; 22  . 

Приравнивая полученные выражения для одного и того же объема, 

приходим к уравнению 

 dhR2 dtghr 22 . 

Разделяя переменные и интегрируя, получаем 

h
gr

R
Ct

h

dh

gr

R
dt

2

2
;

2 2

2

2

2





 . 

При   0t    имеем   мhh 60  .   Отсюда находим 

02

2

2

2
h

gr

R
C


 . 

Таким образом, связь между   t    и   h    определяется уравнением 

 hh
gr

R
t 


 02

2

2

2
. 

Полное время истечения жидкости   T    найдем, полагая в этой 

формуле   0h : 

gr

hR
T

2

2
2

0
2


 . 
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Используя данные задачи,   мR 2 ,    мh 60  ,   6,0 ,   мr
12

1
 ,   

28,9
с

мg  ,   находим   минcT 7,171062  .■ 

 

З а д а ч и  д л я  с а м о с т о я т е л ь н о г о  р е ш е н и я .  

1. За 30 дней распалось 50% первоначального количества радиоактивного 

вещества. Через сколько времени останется 1% от первоначального 

количества? 

2. Согласно опытам, в течение года из каждого грамма радия распадается   

0,44 мг.  Через сколько лет распадется половина имеющегося количества? 

3. Тело охладилось за 10 мин. от 100  до 60 . Температура окружающего 

воздуха поддерживается равной  20 .  Когда тело остынет до 25 ? 

4. В сосуд, содержащий 1 кг  воды при температуре 20 , опущен 

алюминиевый предмет массой 0,5 кг, удельной теплоемкостью 0,2 и 

температурой 75 . Через минуту вода нагрелась на 2 .  Когда температура 

воды и предмета будут отличаться на  1 ?  Потерями тепла при нагревании 

сосуда и прочими пренебречь. 

5. В баке находится 100 л раствора, содержащего 10 кг соли. В бак 

непрерывно подается вода со скоростью 5 литров в минуту, которая 

перемешивается с имеющимся раствором. Смесь вытекает с той же 

скоростью. Сколько соли в баке останется через час? 

6. В воздухе комнаты объемом  3200 м  содержится 0,15% углекислого 

газа  )( 2CO . Вентиляция подает в минуту  320 м  воздуха, содержащего 

0,04%  2CO . Через какое время количество углекислого газа в воздухе 

комнаты уменьшится втрое? 

О т в е т ы  и  у к а з а н и я .  

1. 200
2lg

60
t  дней. 

2. 
 

1600
00044,01ln

5,0ln



t  лет. 

3. .40 минt   

4. .8
3ln5ln

55ln
минt 


  

5. Количество соли  5,110)60( 3  ey кг. 

6. .2411ln10 минt   СА
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Контрольные вопросы 

1. Какое уравнение называется дифференциальным уравнением? 

2. Какое уравнение называется обыкновенным дифференциальным 

уравнением   огоn     порядка? 

3. Что называется общим решением обыкновенного 

дифференциального уравнения   огоn     порядка? 

4. Что называется частным решением обыкновенного 

дифференциального уравнения   огоn     порядка? 

5. Что называется интегральной кривой дифференциального 

уравнения? 

6. Какая задача называется задачей Коши? 

7. Что называется особым решением обыкновенного 

дифференциального уравнения   огоn     порядка? 

8. Какой вид имеет уравнение с разделяющимися переменными? 

9. Какая функция называется однородной  степени    m ? 

10. Какое дифференциальное уравнение называется однородным? 

11. В каком случае уравнение приводится к однородному? 

12. Какое уравнение является уравнением в полных дифференциалах? 

13. Какой вид имеет линейное уравнение первого порядка? 

14. В чем заключается метод Лагранжа решения неоднородного 

линейного уравнения первого порядка? 

15. Какие уравнения интегрируются в параметрической форме? 

16. Какое уравнение называется линейным уравнением второго порядка? 

17. Что называется фундаментальной системой решений линейного 

однородного уравнения второго порядка? 

18. Как зависит фундаментальная система решений линейного 

однородного уравнения второго порядка с постоянными 

коэффициентами от корней характеристического уравнения? 

19. Какой вид имеет общее решение линейного неоднородного 

уравнения второго порядка? 

20. В каком случае можно применить метод неопределенных 

коэффициентов для отыскания частного решения линейного 

неоднородного уравнения второго порядка с постоянными 

коэффициентами? 

21. Какое уравнение называется уравнением Эйлера второго порядка? 

22. Какой метод решения уравнения Эйлера? 

23. Какая система дифференциальных уравнений называется 

нормальной? 

24. Какой вид имеет система линейных однородных дифференциальных 

уравнений с постоянными коэффициентами? 

25. Представить матричную форму записи системы линейных 

однородных дифференциальных уравнений с постоянными 

коэффициентами. 
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