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Введение

Пусть A интегральный оператор

Af =

1
∫

0

A(x, t)f(t) dt, x ∈ [0, 1], (0.1)

действующий для определенности в L2[0, 1]. Ядро A(x, t) есть комплекс-

нозначная функция, удовлетворяющая условию Гильберта –Шмидта

1
∫

0

1
∫

0

|A(x, t)|2 dx dt < ∞. (0.2)

В этом случае оператор A имеет дискретный спектр с единственной пре-

дельной точкой 0. Обозначим через Rλ(A) резольвенту Фредгольма опе-

ратора A, т. е. Rλ(A) = (E − λA)−1A, где E — единичный оператор и λ —

комплексный параметр. Пусть γ — простой замкнутый кусочно-гладкий

контур, не проходящий через характеристические числа оператора A. Ин-

теграл

− 1

2πi

∫

γ

Rλ(A) dλ

носит название проектора Рисса, играющего большую роль в вопросах

спектральной теории операторов. Он обладает тем замечательным свой-

ством, что − 1
2πi

∫

γ

Rλ(A)f dλ есть сумма членов ряда Фурье функции f(x)

по собственным и присоединенным функциям оператора A, соответствую-

щим характеристическим значениям λn, попавшим внутрь γ. В частности,

− 1

2πi

∫

|λ|=r

Rλ(A)f dλ = Sr(f, x), (0.3)

где Sr(f, x) — частичная сумма ряда Фурье функции f(x) по собствен-

ным и присоединенным функциям оператора A, для тех λn, для которых
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|λn| < r. Формула (0.3) дает нам нам широко распространенный метод

исследования сходимости Sr(f, x) при r → ∞, носящий название метода

расширяющихся контуров Коши–Пуанкаре. Успех применения данного

метода достигается за счет получаемой информации о Rλ при больших |λ|
(асимптотики или оценок Rλ), а также структуры Rλ из-за специфических

свойств оператора A.

Поскольку класс интегральных операторов (0.1) с условием (0.2) весь-

ма обширен, то задача изучения Sr(f, x) при больших r является очень

трудной. Мы свое внимание сосредотачиваем на получении результатов

типа теоремы равносходимости.

Теоремы равносходимости разложений по собственным функциям и с

обычным тригонометрическим рядом Фурье впервые были установлены

для оператора Штурма –Лиувилля в работах В. А. Стеклова [1] и А. Ха-

ара [2] и дали начало крупному направлению исследований в спектраль-

ной теории дифференциальных, интегро-дифференциальных и интеграль-

ных операторов, как самосопряженных, так и несамосопряженных, актив-

но развиваемому и в настоящее время. Большой вклад в это направление

внесен и отечественными математиками (Я. Д. Тамаркин, В. А. Марченко,

Б. М. Левитан, М. А. Наймарк, В. А. Ильин, Е. И. Моисеев, А. А. Шка-

ликов, А. П. Хромов и др.).

Основное внимание в настоящей работе уделяем случаю оператора:

Af = If + (f, v)g(x), (0.4)

где If =
x
∫

0

f(t) dt — оператор интегрирования, (f, v) =
1
∫

0

f(t)v(t) dt, v(t),

g(x) — произвольные комплекснозначные функции.

Этот оператор замечателен тем, что добавочное слагаемое к оператору

интегрирования является простейшим одномерным интегральным опера-
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тором и изучение его сильно упрощается. В то же время методы, при-

меняемые здесь, содержат существенные черты методов, применяемых во

многих других случаях.

Первая глава посвящена только оператору (0.4). Последующие главы

показывают перспективу применения методов главы 1 в наиболее общих

случаях и изложение в них носит обзорный характер.
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1. Одномерное возмущение оператора
интегрирования

1.1. Наводящие примеры

Пример 1. Рассмотрим оператор (0.1) для самого простого ядра

A(x, t) ≡ 1. В этом случае задача на собственные значения имеет вид

y(x) = λ

1
∫

0

y(t) dt. (1.1)

Исследуем (1.1). Дифференцируя (1.1), получим

y′(x) = 0. (1.2)

Значит, y(x) = c — константа. Подставляя (1.2) в (1.1) получим

c(1 − λ) = 0.

Отсюда следует, что ненулевое собственное значение только одно — λ = 1.

Соответствующая собственная функция y(x) ≡ 1. Таким образом, в этом

самом простом случае вопрос о разложении по собственным функциям не

встает.

Пример 2. Пусть

Af =

x
∫

0

f(t) dt. (1.3)

В этом случае y = λAy есть

y(x) = λ

x
∫

0

y(t) dt. (1.4)

Отсюда

y′(x) = λy(x), (1.5)
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y(0) = 0. (1.6)

Из (1.5) имеем y(x) = ceλx. В силу (1.6) получаем c = 0, т. е. оператор

A не имеет собственных значений.

Пример 3. Возьмем в качестве оператора A:

Af =

x
∫

0

f(t) dt −
1

∫

0

f(t) dt, (1.7)

т. е. разность операторов из примеров 1 и 2. Так как в этом случае Af =

= −
1
∫

x

f(t) dt, то вопрос, фактически, сводится к случаю примера 2, т. е.

нет собственных значений.

Пример 4. Пусть

Af =

x
∫

0

f(t) dt +

1
∫

0

f(t) dt, (1.8)

т. е. теперь оператор A есть сумма операторов из примеров 1 и 2.

Пусть y(x) = λAy(x), т. е.

y(x) = λ





x
∫

0

y(t) dt +

1
∫

0

y(t) dt



 . (1.9)

Дифференцируя (1.9), придем к

y′(x) = λy(x). (1.10)

Беря в (1.9) x = 0 и x = 1, получим

y(1) = 2y(0). (1.11)

Общее решение (1.10) есть y(x) = ceλx. Подставив это в (1.11), получим

ceλ = 2c. Отсюда уравнение для собственных значений есть eλ = 2. Таким
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образом, оператор A теперь имеет бесчисленное множество собственных

значений

λn = 2nπi + ln 2 (n = 0,±1,±2, . . .).

Соответствующие собственные функции есть

yn(x) = eλnx = e2nπix2x (n = 0,±1,±2, . . .).

Таким образом, получили бесчисленное множество собственных значе-

ний и собственных функций.

1.2. Задача обращения

Пример 4 как раз и приводит к изучению оператора (0.4). Но теперь

это уже не такое простое дело. То, что в примере 4 собственные функции

есть функции тригонометрической системы, умноженные не одну и ту же

функцию, наводит на мысль получить для оператора A теоремы равно-

сходимости по собственным и присоединенным функциям и по обычной

тригонометрической системе. Теперь, правда, трудно найти собственные

значения и собственные функции. Но для изучения сходимости разложе-

ний по собственным функциям, как показывает формула (0.3), их знать

и не обязательно. Главное, это изучить резольвенту Rλ(A) при больших

|λ|. В примерах § 1.1 есть и зачатки метода изучения Rλ(A), особенно в

примере 4. Чтобы решить вопрос о собственных значениях и собственных

функциях мы сделали переход от оператора A к оператору A−1, который

в примере 4 есть

A−1y = y′(x), y(1) = 2y(0).

В целях упрощения выкладок нам удобно взять

g(x) = −1 +

x
∫

0

ϕ(t) dt,

v(t) = γψ(t).
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Теорема 1.1. Если 1 + (ϕ, ψ) 6= 0, γ = − 1

1 + (ϕ, ψ)
, ψ(0) = 0, ψ(1) = 1,

ψ(t) ∈ C1[0, 1], ϕ(x) ∈ C[0, 1], то A−1 существует и

A−1y = y′(x) + ϕ(x)(y′, ψ), (1.12)

y(0) − y(1) + (y, ψ′) = 0. (1.13)

Доказательство. Пусть Af = 0. Тогда

x
∫

0

f(t) dt + g(x)(f, v) = 0. (1.14)

При x = 0 отсюда g(0)(f, v) = 0. Но g(0) = −1. Тогда (f, v) = 0. Поэто-

му (1.14) переходит в
x
∫

0

f(t) dt = 0. Отсюда f(x) ≡ 0, т. е. A−1 существует.

Найдем A−1. Если y = Af , то

y(x) =

x
∫

0

f(t) dt + g(x)(f, v). (1.15)

Отсюда

y(0) = −(f, v). (1.16)

Дифференцируем (1.15)

y′(x) = f(x) + ϕ(x)(f, v). (1.17)

Отсюда

(y′(x), v) = (f, v) + (ϕ, v)(f, v),

но 1 + (ϕ, v) = 1 + γ(ϕ, ψ) =
1

1 + (ϕ, ψ)
. Поэтому

f(x) = y′(x) − ϕ(x)(f, v) = y′(x) − ϕ(x)
(y′, v)

1 + (ϕ, v)
=

= y′(x) − ϕ(x)
γ(y′, ψ)

1 + (ϕ, v)
= y′(x) − ϕ(x)(1 + (ϕ, ψ)(y′, ψ) =

= y′(x) + ϕ(x)(y′, ψ).

9

Са
ра
то
вс
ки
й г
ос
уд
ар
ст
ве
нн
ый

 ун
ив
ер
си
те
т и
ме
ни

 Н
. Г

. Ч
ер
ны
ше
вс
ко
го



Значит,

A−1y = y′(x) + ϕ(x)(y′, ψ). (1.18)

Далее, из (1.16) получаем

y(0) = −(f, v) = −(y′ + ϕ(x)(y′, ψ), v) = −(y′, v) − (ϕ, v)(y′, ψ) =

= −(γ + (ϕ, v))(y′, ψ) = (y′, ψ).

Отсюда

y(0) − y(1) + (y, ψ′) = 0. (1.19)

Теорема доказана. ¤

В дальнейшем будем пользоваться лишь теоремой 1.1.

Дадим полное решение задачи об обращении оператора A.

Теорема 1.2. Оператор A−1 существует тогда и только тогда, когда

|g(0)| + |1 + (g, v)| > 0. (1.20)

Доказательство. Пусть A−1 не существует, т. е. существует y(x) 6= 0,

что Ay = 0, или
x

∫

0

y(t) dt + g(x)(y, v) = 0. (1.21)

Отсюда

g(0)(y, v) = 0. (1.22)

Если g(0) 6= 0, то (y, v) = 0, и поэтому из (1.21) получаем
x
∫

0

y(t) dt = 0.

Отсюда y ≡ 0. Значит, g(0) = 0. Далее, из (1.21) имеем

y(x) + g′(x)(y, v) = 0. (1.23)

Отсюда

(1 + (g′(x), v))(y, v) = 0. (1.24)
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Если 1 + (g′(x), v) 6= 0, то из (1.24) (y, v) = 0, а отсюда приведенными

выше рассмотрениями получаем y(x) ≡ 0, т. е. если A−1 не существует, то

|g(0)| + |1 + (g′, v)| = 0.

Обратно, пусть g(0) = 1 + (g′, v) = 0. Если Ay = 0, т. е.
x
∫

0

y(t) dt +

+ g(x)(y, v) = 0, то

y(x) + g′(x)(y, v) = 0. (1.25)

Функция g′(x) отлична от тождественного нуля, так как в противном слу-

чае g(0) = 1. Значит из (1.25) y(x) = cg′(x). Тогда

Ay = c Ag′(x) = c
[

x
∫

0

g′(t) dt + g(x)(g′, v)
]

= c[1 + (g′, v)]g(x) = 0,

т. е. A−1 не существует. Теорема доказана. ¤

1.3. Формула для резольвенты

В этом параграфе получим явную формулу для резольвенты Фредгольма

Rλ(A) = (E − λA)−1A оператора A, где A есть оператор (0.4). Исходя из

вида (1.12), (1.13) оператора A−1 введем следующие операторы:

L0 : L0y = y′(x), y(0) − y(1) = 0, (1.26)

L1 : L1y = y′(x), V (y) = y(0) − y(1) + (y, ψ′) = 0, (1.27)

L : Ly = y′(x) + ϕ(x)(y′, ψ), V (y) = 0. (1.28)

Таким образом, L = A−1, а операторы L1 и L0 более простые, чем L,

и мы покажем, как Rλ = Rλ(A) выражается через R0
λ = (L0 − λE)−1,

R1
λ = (L1 − λE)−1. Отметим, что очевидно Rλ = Rλ(A) = (L − λE)−1.

Лемма 1.1. Если ∆0(−λ) = 1 − eλ 6= 0, то R0
λ существует и имеет

вид

R0
λf =

1
∫

0

G0(x, t, λ)f(t) dt, (1.29)
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где функция Грина G0(x, t, λ) имеет вид

G0(x, t, λ) =







1
∆0(−λ)

eλ(x−t), t ≤ x,

1
∆0(−λ)

eλ(1+x−t), t > x.

Доказательство. Пусть y = R0
λf . Тогда

y′ − λy = f, (1.30)

U(y) = y(0) − y(1) = 0. (1.31)

Общее решение однородного уравнения есть y = ceλx. Частное решение

неоднородного уравнения есть

z(x) =

x
∫

0

eλ(x−t)f(t) dt

(проверить это дифференцированием). Поэтому

y = ceλx +

x
∫

0

eλ(x−t)f(t) dt. (1.32)

Из (1.31) находим c:

c =
1

∆0(−λ)

1
∫

0

eλ(1−t)f(t) dt.

Поэтому получаем

y = R0
λf =

eλx

∆0(−λ)

1
∫

0

eλ(1−t)f(t) dt +

x
∫

0

eλ(x−t)f(t) dt =

=
eλx

∆0(−λ)





x
∫

0

e−λtf(t) dt + eλ

1
∫

x

e−λtf(t) dt



 .

То, что правая часть (1.29) есть резольвента проверяется тривиально.

Лемма доказана. ¤

12

Са
ра
то
вс
ки
й г
ос
уд
ар
ст
ве
нн
ый

 ун
ив
ер
си
те
т и
ме
ни

 Н
. Г

. Ч
ер
ны
ше
вс
ко
го



Лемма 1.2. Если ∆0(−λ) 6= 0, V (eλx) 6= 0, то R1
λ существует и имеет

вид

R1
λ = R0

λ + Qλf, (1.33)

где Qλf = −(R0
λf, ψ′)

V (eλx)
eλx.

Доказательство. Пусть y = R1
λf . Тогда y − λy = f , V (y) = 0. Значит,

y = ceλx + R0
λf . Находим c из граничного условия V (y) = 0, т. е.

V (y) = 0 = cV (eλx) + V (R0
λf) = cV (eλx) + U(R0

λf) + (R0
λf, ψ′) =

= cV (eλx) + (R0
λf, ψ′).

Отсюда получаем утверждение леммы. ¤

Следствие 1.1. Имеет место формула

R1
λf =

1
∫

0

G1(x, t, λ)f(t) dt, (1.34)

где

G1(x, t, λ) = G0(x, t, λ) − eλx

V (eλx)

1
∫

0

G0(ξ, t, λ)ψ′(ξ) dξ.

Лемма 1.3. Если ∆0(−λ) 6= 0, V (eλx) 6= 0 и y = Rλf , то

y(x) = R1
λf − y(1)R1

λϕ(x) + (y, ψ′)R1
λϕ(x). (1.35)

Доказательство. Если y = Rλf = (L − λE)−1f , то Ly − λy = f , или

y′ + ϕ(x)(y′, ψ) − λy = f, (1.36)

V (y) = 0. (1.37)

Из (1.36), (1.37) получаем

y′ − λy = f − ϕ(x)(y′, ψ), (1.38)
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V (y) = 0. (1.39)

Из (1.38), (1.39) получаем

y = R1
λ(f − ϕ(x))(y′, ψ)) = R1

λf − (y′, ψ)R1
λϕ(x).

Но

(y′, ψ) =

1
∫

0

y′(x)ψ(x) dx = yψ|10 −
1

∫

0

y(x)ψ′(x) dx = y(1) − (y, ψ′).

Поэтому

y(x) = R1
λf − y(1)R1

λϕ(x) + (y, ψ′)R1
λϕ(x).

Лемма доказана. ¤

Теорема 1.3. Если ∆0(−λ) 6= 0, V (eλx) 6= 0, d0(λ) 6= 0, то Rλ суще-

ствует и имеет вид

Rλf = R1
λf + d(f)R1

λϕ(x), (1.40)

где d(f) = −d1

d0

+
d2

d0

, d0 = d0(λ) =

∣

∣

∣

∣

∣

α0
11 α0

12

α0
21 α0

22

∣

∣

∣

∣

∣

, d1 =

∣

∣

∣

∣

∣

α1
11 α0

12

α1
21 α0

22

∣

∣

∣

∣

∣

,

d2 =

∣

∣

∣

∣

∣

α0
11 α1

11

α0
21 α1

21

∣

∣

∣

∣

∣

, α0
11 = 1 + R1

λϕ|x=1, α0
12 = −R1

λϕ|x=1, α0
21 = (R1

λϕ, ψ′),

α0
22 = 1 − (R1

λϕ, ψ′), α1
11 = R1

λf |x=1, α1
21 = (R1

λf, ψ′).

Доказательство. Имеем

y(x) = R1
λf − y(1)R1

λϕ(x) + (y, ψ′)R1
λϕ(x). (1.41)

Отсюда при x = 1, получаем:

y(1) = R1
λf |x=1 − y(1)R1

λϕ(x)|x=1 + (y, ψ′)R1
λϕ(x)|x=1. (1.42)

Далее, из (1.41) имеем

(y, ψ′) = (R1
λf, ψ′) − y(1)(R1

λϕ, ψ′) + (y, ψ′)(R1
λϕ, ψ′). (1.43)
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На (1.42) и (1.43) смотрим как на систему уравнений относительно y(1) и

(y, ψ′). Эту систему можно записать так







α0
11y(1) + α0

12(y, ψ′) = α1
11,

α0
21y(1) + α0

22(y, ψ′) = α1
21.

Отсюда по формулам Крамера получаем

y(1) =
d1

d0

, (y, ψ′) =
d2

d0

. (1.44)

Подставляя (1.44) в (1.41) получим (1.40).

Теорема доказана. ¤

1.4. Поведение резольвенты Rλ при больших |λ|

Рассмотрим сначала R0
λ. Сделаем одно замечание о L0. Собственные зна-

чения и собственные функции оператора L0 определяются из краевой за-

дачи:

y′ = λy, y(0) = y(1). (1.45)

Отсюда видно, что собственные значения оператора L0 есть λ0
n = 2πni

(n = 0,±1,±2, . . .), а собственные функции — e2πnix, т. е. обычная тригоно-

метрическая система. Оператор L0 не обратим, а вот оператор L0−αE, где

α 6= λ0
n, обратим, и его обратным будет R0

α, т. е. интегральный оператор.

Назовем его A0, т. е. A0 = R0
α. Тогда

(E − λA0)
−1A0 = (A−1

0 − λE)−1 = (L0 − αE − λE)−1 = R0
λ+α,

т. е. A0 — интегральный оператор, характеристические числа которого есть

2nπi + α, а собственными функциями — тригонометрическая система, и

его резольвента Rλ(A0) есть R0
λ+α.

Положим λ = −ρ и будем считать в дальнейшем для определенности,

что Re ρ ≤ 0. Случай Re ρ ≥ 0 рассматривается аналогично. Переход от λ
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к ρ в нашем случае делается лишь для того, чтобы согласовать наши даль-

нейшие рассуждения с хорошо известными рассуждениями в теории диф-

ференциальных операторов. Так в случае оператора Штурма –Лиувилля

надо брать λ = −ρ2. Это уже более осмысленный переход от λ к ρ по

сравнению с нашим.

Теорема 1.4. Обозначим

Sδ =
{

ρ|Re ρ ≤ 0, ρ 6∈
⋃

k

(ρ| |ρ − 2kπi| ≤ δ)
}

, 0 < δ < 2π.

Тогда в Sδ справедлива оценка:

|∆0(ρ)| ≥ |1 − e−ρ| ≥ c|e−ρ|.

(Одним и тем же c обозначаем различные положительные постоян-

ные,встречающиеся в оценках.)

Доказательство. Имеем

|∆0(ρ)| = |1 − e−ρ| = |e−ρ||1 − eρ| ≥
≥ |e−ρ|(1 − |eρ|) ≥ |e−ρ|(1 − eRe ρ).

Если Re ρ ≤ −δ1, то отсюда

|∆0(ρ)| ≥ (1 − e−δ1)|e−ρ|.

Пусть теперь −δ1 ≤ Re ρ ≤ 0. Имеем

∆0(ρ) = 1 − e−ρ = 1 − e−ρ+2kπi = ∆0(ρ − 2kπi),

т. е. ∆0(ρ) — периодическая функция.

Отсюда inf |∆0(ρ)| = c2(δ) > 0 в полосе с удален-

ными кружками (рис. 1).

Лемма доказана. ¤

-4pi

-2pi

0

2pi

4pi

а

-d

-2pi

0

2pi

0

P
0

P
-1

б

Рис. 1
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Лемма 1.4. В области Sδ справедливы оценки:

|G0(x, t, λ)| ≤







c|eρ(t−x+1)|, t ≤ x,

c|eρ(t−x)|, t > x.

Доказательство следует из лемм 1.1 и 1.4.

Следствие 1.2. В области Sδ справедлива оценка:

G0(x, t, λ) = O(1),

равномерная по всем x, t из [0, 1].

Займемся теперь резольвентой R1
λ оператора L1. Докажем сначала сле-

дующую лемму общего характера.

Лемма 1.5. Если f(ξ, τ) непрерывна по ξ, τ из [0, 1], то

γ2
∫

γ1

ezξf(ξ, τ) dξ = o(ezγ1) + o(ezγ2)

при |z| → ∞ равномерно по τ . Здесь γ1, γ2 ∈ [0, 1].

Доказательство. Положим

f̃(ξ, τ) =



















f(γ1, τ), ξ < γ1,

f(ξ, τ), γ1 ≤ ξ ≤ γ2,

f(γ2, τ), ξ > γ2,

и введем в рассмотрение функцию Стеклова:

f̃h(ξ, τ) =
1

2h

ξ+h
∫

ξ−h

f̃(ξ1, τ) dξ1.

Тогда

γ2
∫

γ1

ezξf(ξ, τ) dξ =

γ2
∫

γ1

ezξf̃(ξ, τ) dξ =

γ2
∫

γ1

ezξ[f̃h(ξ, τ) + (f̃(ξ, τ) − f̃h(ξ, τ)] dξ =
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=

γ2
∫

γ1

ezξf̃h(ξ, τ) dξ +

γ2
∫

γ1

ezξ[f̃(ξ, τ) − f̃h(ξ, τ)] dξ = I1 + I2. (1.46)

Далее

I1 =

γ2
∫

γ1

ezξf̃h(ξ, τ) dξ =
ezξ

z
f̃h(ξ, τ)

∣

∣

∣

γ2

γ1

− 1

z

γ2
∫

γ1

ezξ(f̃h(ξ, τ))ξ dξ =

=
ezξ

z
f̃h(ξ, τ)

∣

∣

∣

γ2

γ1

− 1

2hz

γ2
∫

γ1

ezξ[f̃h(ξ + h, τ) − f̃h(ξ − h, τ)] dξ.

Отсюда

I1 = Oh

(

1

|z| |e
zγ1 | + |ezγ1 |

)

, (1.47)

где Oh — означает, что оценочная константа зависит от h.

Рассмотрим теперь I2. Имеем

f̃(ξ, τ)− f̃h(ξ, τ) = f̃(ξ, τ)− 1

2h

ξ+h
∫

ξ−h

f̃(ξ1, τ) dξ1 =
1

2h

ξ+h
∫

ξ−h

[f̃(ξ, τ)− f̃(ξ1, τ)] dξ1.

Задаем ε > 0. Тогда существует h(ε), что |f̃(ξ, τ) − f̃h(ξ, τ)| ≤ ε, если

|ξ − ξ1| ≤ h(ε). Поэтому при таком h(ε) получаем оценку:

|I2| ≤ ε(|ezγ1 | + |ezγ2|). (1.48)

В целом рассуждаем таким образом. Берем ε > 0 и выбираем h(ε) так,

чтобы выполнялось (1.48). Фиксируем теперь такое h(ε) и подбираем z0(ε)

так, чтобы

|I1| ≤ ε(|ezγ1 | + |ezγ2 |) при |z| > z0(ε). (1.49)

Это возможно из (1.47). В целом при |z| ≥ z0(ε)

∣

∣

∣

∣

∣

γ2
∫

γ1

ezξf(ξ, τ) dξ

∣

∣

∣

∣

∣

≤ ε(|ezγ1 | + |ezγ2 |) при |z| ≥ z0(ε).

Лемма доказана. ¤
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Лемма 1.6. В области Sδ при больших значениях |ρ| имеет место

оценка:

G1(x, t, λ) = O(1),

равномерная по x и t.

Доказательство. Из R1
λf = R0

λf − (R0
λf, ψ′)

V (eλx)
eλx имеем

G1(x, t, λ) = G0(x, t, λ) − eλx

V (eλx)

1
∫

0

G0(ξ, t, λ)ψ′(ξ) dξ. (1.50)

Поэтому по следствию леммы 1.4 получаем

G1(x, t, λ) = O(1) + O

(∣

∣

∣

∣

eλx

V (eλx)

∣

∣

∣

∣

)

.

Далее, имеем

V (eλx) = 1 − eλ +

1
∫

0

eλxψ′(x) dx = 1 − eλ + o(|eλ|) + o(1) = 1 − eλ + o(|eλ|)

(потому, что Re λ ≥ 0). Значит,

∣

∣V (eλx)
∣

∣ ≥ |eλ|(|1 − e−λ| − o(1)) ≥ c|eλ|.

Поэтому
eλx

V (eλx)
= O(1).

Лемма доказана. ¤

Лемма 1.7. Если ϕ(x) — функция ограниченной вариации на [0, 1], то

‖R1
λϕ‖∞ = O(1/λ)

в Sδ равномерно по x (‖ · ‖∞ — норма в L∞[0, 1]).
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Доказательство. Имеем

R1
λϕ(x) =

1
∫

0

G1(x, t, λ)ϕ(t) dt =

= ϕ(ξ)

ξ
∫

0

G1(x, t, λ) dt
∣

∣

∣

1

0
−

1
∫

0

ξ
∫

0

G1(x, t, λ) dt dϕ(ξ) =

= ϕ(1)

1
∫

0

G1(x, t, λ) dt −
1

∫

0

ξ
∫

0

G1(x, t, λ) dt dϕ(ξ).

Отсюда

‖R1
λϕ(x)‖∞ = O





∥

∥

∥

1
∫

0

G1(x, t, λ) dt
∥

∥

∥

∞



 + O





∥

∥

∥

1
∫

0

ξ
∫

0

G1(x, t, λ) dt dϕ(ξ)
∥

∥

∥

∞



 .

Имеем
1

∫

0

G0(x, t, λ) dt =
1

∆0(ρ)

x
∫

0

eρ(t−x) dt +
1

∆0(ρ)

1
∫

x

eρ(t−x−1) dt =

=
1

∆0(ρ)

1

ρ
eρ(t−x)

∣

∣

∣

x

0
+

1

∆0(ρ)

1

ρ
eρ(t−x−1)

∣

∣

∣

1

x
= O

(

1

ρ

)

(|∆0(ρ)| ≥ c|e−ρ|).
Аналогично,

ξ
∫

0

G0(x, t, λ) dt = O

(

1

ρ

)

,

ξ
∫

0

G0(x, t, λ) dx = O

(

1

ρ

)

Поэтому

ξ
∫

0

G1(x, t, λ) dt =

ξ
∫

0

G0(x, t, λ) dt− eλx

V (eλx)

1
∫

0

ψ′(ξ) dξ

ξ
∫

0

G0(ξ, t, λ) dt = O

(

1

ρ

)

И окончательно получаем

‖R1
λϕ‖∞ = O

(

1

λ

)

= O

(

1

ρ

)

.

Лемма доказана. ¤
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Лемма 1.8. Если f(x) ∈ Lp[0, 1] (1 < p ≤ ∞), то в Sδ при больших |ρ|

‖R1
λf‖∞ = O(κq(ρ)‖f‖p)

где κq(ρ) =
1

|Re ρ|1/q
(1 − |eqρ|)1/q,

1

q
+

1

p
= 1.

Доказательство. Имеем

|R1
λf | =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1
∫

0

G1(x, t, λ)f(t) dt

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤
1

∫

0

|G1(x, t, λ)||f(t)| dt ≤

≤





1
∫

0

|f(t)|p dt





1/p 



1
∫

0

|G1(x, t, λ)|q dt





1/q

= ‖f‖p





1
∫

0

|G1(x, t, λ)|q dt





1/q

.

Далее

|G1(x, t, λ)|q =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

G0(x, t, λ) − e−ρx

V (e−ρx)

1
∫

0

ψ′(τ)G0(τ, t, λ) dτ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

q

≤

≤ 2q



|Gq
0(x, t, λ)| + cq

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1
∫

0

ψ′(τ)G0(τ, t, λ) dτ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

q

 ≤

≤ 2q



|Gq
0(x, t, λ)| + cqcq

1

1
∫

0

|G0(τ, t, λ)|q dτ



 .

Отсюда получаем

1
∫

0

|Gq
1(τ, t, λ)| dτ = O





1
∫

0

|Gq
0(x, t, λ)| dt +

1
∫

0

1
∫

0

|Gq
0(τ, t, λ)| dτ dt



 . (1.51)

Далее,

1
∫

0

|G0(x, t, λ)|q dt =

x
∫

0

+

1
∫

x

=

x
∫

0

1

|∆0(ρ)|q |e
ρ(t−x)q| dt+

+
1

|∆0(ρ)|q

1
∫

x

1

|∆0(ρ)|q |e
ρq(t−x−1)| dt =
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=
1

|∆0(ρ)|q





x
∫

0

eq(t−x)Re ρ dt +

1
∫

x

eq(t−x−1)Re ρ dt



 =

=
1

|∆0(ρ)|q
(

1

qRe ρ
e−qxRe ρeqtRe ρ

∣

∣

∣

x

0
+

1

qRe ρ
e−q(x+1)Re ρeqtRe ρ

∣

∣

∣

1

x

)

=

=
1

|∆0(ρ)|q|qRe ρ|
(

1 − e−qxRe ρ + e−qxRe ρ − e−qRe ρ
)

=

=
1

|∆0(ρ)|qqRe ρ
(1 − e−qRe ρ) = O(κq

q(ρ)).

Аналогично оценивается и интеграл
1
∫

0

|Gq
0(τ, t, λ)| dτ :

1
∫

0

|Gq
0(τ, t, λ)| dτ = O

(

1

|∆0(ρ)|qqRe ρ

)

(1 − e−qRe ρ) = O(κq
q(ρ)).

Лемма доказана. ¤

Лемма 1.9. В области Sδ при больших |ρ| справедливы оценки:

α0
jj = 1 + o(1), αij = o(1), i 6= j, i, j = 1, 2, (1.52)

α0
jj = 1 + O(κ1(ρ)), αij = O(κ1(ρ)), i 6= j, i, j = 1, 2. (1.53)

Доказательство. Имеем

α0
11 = 1 + R1

λϕ|x=1.

Но

R1
λϕ|x=1 = R0

λϕ|x=1 −
(R0

λϕ, ψ′)

V (eλx)
eλ. (1.54)

Имеем

R0
λϕ|x=1 =

1

∆0(ρ)

1
∫

0

eρ(t−1)ϕ(t) dt.

Так как
1

∫

0

eρtϕ(t) dt = o(1) + o(eρ)
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для непрерывной ϕ(x), то

R0
λϕ|x=1 =

1

∆0(ρ)

1
∫

0

eρ(t−1)ϕ(t) dt = o(1) + o(eρ) = o(1), (1.55)

поскольку Re ρ ≤ 0. Далее,

R0
λϕ =

1

∆0(ρ)

x
∫

0

eρ(t−x)ϕ(t) dt +
1

∆0(ρ)

1
∫

x

eρ(t−x−1)ϕ(t) dt =

= O

(

1

|e−ρ| |e
−ρx|(o(1) + o(eρx))

)

+ O

(

1

|e−ρ| |e
−ρ(x+1)|(o(eρx) + o(1))

)

= o(1).

Так как
eλ

V (eλx)
= O(1), то R1

λϕ|x=1 = o(1). Значит, α0
11 = 1 + o(1). Теперь

имеем
∣

∣

∣

∣

∣

∣

x
∫

0

eρtϕ(t) dt

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤ C

x
∫

0

|eρt| dt = C
1

Re ρ
(|exρ| − 1),

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1
∫

x

eρtϕ(t) dt

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤ C
1

Re ρ
(|eρ| − |exρ|).

Поэтому

R1
λϕ(x) = O





1

|e−ρ| |e
−ρx|

x
∫

0

|eρt||ϕ(t)| dt



 +

+O





1

|e−ρ| |e
−ρ(x+1)|

1
∫

x

|eρt||ϕ(t)| dt



 =

= O

(

1

|e−ρ| |e
−ρx| 1

Re ρ
(|exρ| − 1)

)

+ O

(

1

|e−ρ| |e
−ρ(x+1)| 1

Re ρ
(|eρ| − |eρx|)

)

=

= O(κ1(ρ)).

Получим, таким образом, следующую оценку:

R1
λϕ(x)|x=1 = O(κ1(ρ)).
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Отсюда

α0
11 = 1 + o(κ1(ρ)).

Далее,

α0
12 = −R1

λϕ|x=1 = o(1), α0
12 = O(κ1(ρ)).

Точно так же получаем

α0
21 = (R1

λϕ, ψ′) =







o(1),

O(κ1(ρ)),

α0
22 = 1 − (R1

λϕ, ψ′) = 1 + o(1),

α0
22 = 1 + O(κ1(ρ)).

Лемма доказана. ¤

Лемма 1.10. В области Sδ при больших |ρ| справедлива асимптоти-

ческая формула:

R1
λf = R0

λf + O(κ̃1(ρ)‖f‖1),

равномерная по x ∈ [ε, 1 − ε], ε ∈ (0, 1/2). Здесь κ̃1(ρ) = κ1(ρ)|eρε|, ‖ · ‖1 —

норма в L1[0, 1].

Доказательство. Имеем

R1
λf = R0

λf − (R0
λf, ψ′)

V (eλx)
eλx.

Имеем при ϕ ∈ L∞[0, 1]

|R0
λϕ| ≤

1
∫

0

|G0(x, t, λ)|ϕ(t) dt ≤ ‖ϕ‖∞
1

∫

0

|G0(x, t, λ)| dt =

= O(κ1(ρ))‖ϕ‖∞ = O(κ1(ρ)).

Аналогично
1

∫

0

G0(x, t, λ)ϕ(x) dx = O(κ1(ρ)).
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Поэтому

(R0
λf, ψ′) =

1
∫

0

f(t) dt

1
∫

0

G0(x, t, λ)ψ′(x) dx = O(κ1(ρ)‖f‖1).

Далее, при x ∈ [ε, 1 − ε] имеем

eλx

V (eλx)
= O

(

e−ρx

e−ρ

)

= O(eρ(1−x)) = O(eρε).

Поэтому
(R0

λf, ψ′)eλx

V (eλx)
= O(κ1(ρ)eρε‖f‖1).

Лемма доказана. ¤

Наконец, получаем следующую асимптотику для Rλf .

Теорема 1.5. В области Sδ при больших |ρ| справедлива асимптоти-

ческая формула:

Rλf = R0
λf − R0

λf |x=1R
0
λϕ(x) + O((κ̃1(ρ) + κ

2
1(ρ))‖f‖1),

равномерная по x ∈ [ε, 1 − ε], ε ∈ (0, 1/2).

Доказательство. Имеем

Rλf = R1
λf + d(f)R1

λϕ(x),

где d(f) = −d1

d0

+
d2

d0

.

Далее,

d0 =

∣

∣

∣

∣

∣

1 + o(1) o(1)

o(1) 1 + o(1)

∣

∣

∣

∣

∣

= 1 + o(1).

Поэтому
1

d0

= 1 + o(1).

Имеем

d1 =

∣

∣

∣

∣

∣

α1
11 α0

12

α1
21 α0

22

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

R1
λf |x=1 −R1

λϕ|x=1

(R1
λf, ψ′) 1 − (R1

λϕ, ψ′)

∣

∣

∣

∣

∣

=
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= R1
λf |x=1(1 − (R1

λϕ, ψ′)) + R1
λϕ|x=1(R

1
λf, ψ′) =

= R1
λf |x=1 − R1

λf |x=1(R
1
λϕ, ψ′) + R1

λϕ|x=1(R
1
λf, ψ′) =

= R1
λf |x=1 − R1

λf |x=1(R
1
λϕ, ψ′) + O(κ2

1(ρ)‖f‖1).

Далее,

1

d0

=
1

∣

∣

∣

∣

∣

1 + O(κ1(ρ)) O(κ1(ρ))

O(κ1(ρ)) 1 + O(κ1(ρ))

∣

∣

∣

∣

∣

− 1 + 1 = 1 +
O(κ1(ρ))

1 + O(1)
= 1 + O(κ1(ρ)).

Поэтому

d1

d0

= (1 + O(κ1(ρ)))(R1
λf |x=1 − R1

λf |x=1(R
1
λϕ, ψ′) + O(κ2

1(ρ)‖f‖1)) =

= (1 + O(κ1(ρ)))(R1
λf |x=1 + R1

λf |x=1O(κ2
1(ρ)) + O(κ2

1(ρ)‖f‖1)) =

= R1
λf |x=1 + O(κ2

1(ρ))R1
λf |x=1 + O(κ2

1(ρ)‖f‖1)). (1.56)

Отсюда имеем еще более грубую оценку:

d2

d0

=
1

d0

∣

∣

∣

∣

∣

α0
11 α1

12

α0
21 α1

22

∣

∣

∣

∣

∣

=
1

d0

∣

∣

∣

∣

∣

1 + R1
λϕ|x=1 R1

λf |x=1

−R1
λϕ|x=1 (R1

λf, ψ′)

∣

∣

∣

∣

∣

=

=
1

d0

(R1
λf, ψ′) + R1

λϕ|x=1(R
1
λf, ψ′) + R1

λϕ|x=1R
1
λf |x=1. (1.57)

Далее,

(R1
λf, ψ′) = O(κ1(ρ)‖f‖1)), (1.58)

R1
λϕ|x=1 = R0

λϕ|x=1 −
(R0

λϕ, ψ′)

V (eλx)
eλ = O(κ1(ρ)) + O((R0

λϕ, ψ′)) = O(κ1(ρ)).

(1.59)

Поэтому
d2

d0

= O(κ1(ρ)‖f‖1). (1.60)

Значит,

Rλf = R1
λf+d(f)R1

λϕ(x) = R1
λf+(−R1

λf |x=1+O(κ1(ρ)‖f‖1))R
1
λϕ(x). (1.61)
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Имеем

R1
λf = R0

λf − (R0
λf, ψ′)

V (eλx)
eλx.

Поэтому из (1.61) получаем

Rλf = R0
λf − (R0

λf, ψ′)

V (eλx)
eλx+

+

(

−R0
λf |x=1 +

(R0
λf, ψ′)

V (eλx)
eλ + O(κ1(ρ)‖f‖1)

)

R1
λϕ(x) =

= R0
λf − R0

λf |x=1R
1
λϕ(x) − (R0

λf, ψ′)

V (eλx)
eλx+

+

(

−(R0
λf, ψ′)

V (eλx)
eλ + O(κ1(ρ)‖f‖1)

)

R1
λϕ(x). (1.62)

Но при x ∈ [ε, 1 − ε]

(R0
λf, ψ′)

V (eλx)
eλx = O(κ̃1(ρ)‖f‖1), (1.63)

где κ̃1(ρ) = eρε
κ1(ρ). Далее,

(

−(R0
λf, ψ′)

V (eλx)
eλ + O(κ1(ρ)‖f‖1)

)

R1
λϕ(x) = O(κ2

1(ρ)‖f‖1).

Поэтому из (1.62) получаем

Rλf = R0
λf − R0

λf |x=1R
1
λϕ(x) + O((κ̃1(ρ) + κ

2
1(ρ))‖f‖1)). (1.64)

Наконец, при x ∈ [ε, 1 − ε]

R1
λϕ(x) = R0

λf − (R0
λϕ, ψ′)

V (eλx)
eλx = R0

λϕ(x) + O(κ̃1(ρ)).

Поэтому из (1.64) получаем

Rλf = R0
λf − R0

λf |x=1R
0
λϕ(x) + O((κ̃1(ρ) + κ

2
1(ρ))‖f‖1)).

Теорема доказана. ¤
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1.5. Теорема равносходимости

В этом параграфе получим для произвольной f(x) ∈ L[0, 1] теорему рав-

носходимости разложений по собственным и присоединенным функциям

оператора (0.4) и в обычный тригонометрический ряд Фурье.

Лемма 1.11. Справедлива оценка:
∫

|ρ|=r

(κ̃1(ρ) + κ
2
1(ρ)) dρ = O(1).

Доказательство. Имеем
∫

|λ|=r

κ̃1(ρ)|dλ| =

∫

Re ρ≤0

+

∫

Re ρ≥0

.

Мы рассмотрим случай, когда Re ρ ≤ 0. В этом случае,
∫

Re ρ≤0

κ̃1(ρ)|dλ| =

∫

Re ρ≤0

|eρε|κ̃1(ρ) |dρ| =

(по дуге окружности, но ρ = reiϑ, ϑ ∈ [π/2, 3π/2], т. е. левая полуплоскость)

=

3π/2
∫

π/2

eεRe ρ 1

|Re ρ|(1 − eRe ρ)r dϑ =

=

3π/2
∫

π/2

eεr cos ϑ 1

r| cos ϑ|(1 − er cos ϑ)r dϑ =

π
∫

π/2

+

3π/2
∫

π

. (1.65)

Рассмотрим первый интеграл в (1.65) и выполним в нём замену: τ = ϑ −
π/2, т. е. ϑ = π/2 + τ . Тогда, cos ϑ = − sin τ и

π
∫

π/2

=

π/2
∫

0

e−rε sin τ 1

r sin τ
(1 − er sin τ )r dτ.

Так как 2τ/π ≤ sin τ ≤ τ , то

π
∫

π/2

≤
π/2
∫

0

e−2εrτ/π 1

2rτ/π
(1 − erτ )r dτ =

π

2

πr/2
∫

0

e−2εξ/π 1 − e−ξ

ξ
dξ =
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=
π

2

1
∫

0

+
π

2

πr/2
∫

1

= e +
π

2

πr/2
∫

1

.

Но
πr/2
∫

1

≤
πr/2
∫

1

e−2εξ/π dξ

ξ
≤

∞
∫

1

< ∞.

Второй интеграл в (1.65) рассматривается аналогично. Значит,

∫

|λ|=r

κ̃1(ρ)|dλ| = O(1).

Рассмотрим теперь
∫

|λ|=r

κ̃
2
1(ρ)|dλ|. Имеем

∫

Re ρ≤0
|ρ|=r

κ̃
2
1(ρ)|dρ| =

3π/2
∫

π/2

1

r2 cos2 ϑ
(1 − er cos ϑ)2r dϑ =

π
∫

π/2

+

3π/2
∫

π

.

Рассмотрим лишь интеграл
π
∫

π/2

. Имеем

π
∫

π/2

=

π/2
∫

0

1

r2 sin2 τ
(1 − er sin τ )2r dτ ≤

π/2
∫

0

1

r2(2/π)2τ 2
(1 − e−rτ )2r dτ =

=
π2

4

πr/2
∫

0

1

ξ2
(1 − e−ξ)2 dξ =

π2

4





1
∫

0

+

πr/2
∫

1



 ≤

≤ π2

4





1
∫

0

+

πr/2
∫

1

1

ξ2
dξ



 ≤ c < ∞.

Лемма доказана. ¤

Лемма 1.12. Множество ступенчатых функций всюду плотно

в L[0, 1].
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Доказательство. Пусть f(x) ∈ L[0, 1]. Введём в рассмотрение функ-

цию срезки

fN(x) =







N, |f(x)| ≥ N,

f(x), |f(x)| < 1.

тогда |fN(x)| ≤ N . Поэтому

‖f − fN‖1 =

1
∫

0

|f(t) − fN(t)| dt =

∫

|f(t)|≥N

|f(t) − fN(t)| dt ≤ 2

∫

|f(t)|≥N

|f(t)| dt.

Положим AN = {t| |f(t)| ≥ N}. Тогда mes AN → 0 при N → ∞. В

самом деле, имеем

1
∫

0

|f(t)| dt ≥
∫

AN

|f(t)| dt ≥ Nmes AN .

Отсюда mes AN → 0 при N → ∞. По свойству абсолютной непрерывности

для заданного ε > 0 существует такое N , что
∫

AN

|f(t)| dt < ε.

Фиксируем N и рассмотрим fN(t). По теореме Лузина существует

непрерывная функция ϕN(t) такая, что mes {t| ϕN(t) 6= fN(t)} < ε и

|ϕN(t)| ≤ N . По свойству равномерной непрерывности можно построить

такое разбиение 0 = t0 < t1 < . . . < tn = 1, что |ϕN(τ1) − ϕN(τ2)| < ε, если

τ1, τ2 из одного отрезка разбиения. Построим теперь следующую ступен-

чатую функцию g(t) = ϕN(tk), если t ∈ [tk, tk+1]. Тогда имеем оценку:

‖f − g‖1 ≤ ‖f − fN‖1 + ‖f − ϕN‖1 + ‖ϕN − g(t)‖1 ≤ 2ε + ε + ε = 4ε.

Лемма доказана. ¤

Лемма 1.13. Если ϕ(x) ∈ C[0, 1] ∩ V [0, 1], то для любой f(x) ∈ L[0, 1]

lim
r→∞

max
[ε,1−ε]

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∫

|λ|=r

R0
λϕ(x)R0

λf |x=1 dλ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0.
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Доказательство. Имеем

R0
λϕ(x) =

1
∫

0

G0(x, t, λ)g(t) dt =
e−ρx

∆0(ρ)

x
∫

0

eρtϕ(t) dt +
e−ρ(1+x)

∆0(ρ)

1
∫

x

eρtϕ(t) dt =

=
e−ρx

∆0(ρ)

[1

ρ
ϕ(t)

∣

∣

∣

x

0
− 1

ρ

x
∫

0

eρt dϕ(t)
]

+
e−ρ(1+x)

∆0(ρ)

[1

ρ
ϕ(t)

∣

∣

∣

1

x
− 1

ρ

1
∫

x

eρt dϕ(t)
]

.

Первая скобка имеет оценку

[1] =
1

ρ
ϕ(t)

∣

∣

∣

x

0
− 1

ρ

x
∫

0

eρt dϕ(t) = O

(

1

ρ

)

+ O

(

1

ρ
eρx

)

+ O

(

1

|ρ|
1

V
0

ϕ

)

+

+
1

|ρ| |e
ρx|O

(

1

V
0

ϕ

)

= O

(

1

ρ

)

.

Вторая скобка имеет оценку:

[2] =
1

ρ
ϕ(t)

∣

∣

∣

1

x
− 1

ρ

1
∫

x

eρt dϕ(t) = O

(

eρ

ρ

)

+ O

(

1

ρ
eρx

)

+ O

(

eρx

ρ

)

+

+
1

|ρ|O





1
∫

x

|eρt| |dϕ(t)|



 = O





|eρx|
|ρ| +

1

|ρ| |e
ρx|

1
∫

x

|dϕ(t)|



 = O

(

eρx

ρ

)

.

Отметим ещё оценку
1

∆0(ρ)
= O(e−ρ) в S. Тогда

R0
λϕ(x) =

e−ρx

∆0(ρ)
[1] +

e−ρ(1+x)

∆0(ρ)
[2] = O

(

e−ρxeρ

ρ

)

+ O

(

e−ρ(1+x)eρ

ρ
eρx

)

=

= O

(

1

ρ

)

+ O

(

1

ρ

)

= O

(

1

ρ

)

,

т. е.

R0
λϕ(x) = O

(

1

ρ

)

. (1.66)

Далее,

R0
λf |x=1 =

1
∫

0

G0(1, t, λ)f(t) dt =

1
∫

0

eρ(t−1)

∆0(ρ)
f(t) dt =

1
∫

0

O(eρ(t−1)eρ)f(t) dt =
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=

1
∫

0

O(eρt)f(t) dt =

1
∫

0

O(|f(t)|) dt = O(‖f‖1),

т. е.

R0
λf |x=1 = O(‖f‖1). (1.67)

Значит,

R0
λϕ(x)R0

λf |x=1 = O

(

1

ρ
‖f‖1

)

. (1.68)

Поэтому
∫

|λ|=r
Re ρ≤0

R0
λϕ(x)R0

λf(1) dλ =

∫

|ρ|=r
Re ρ≤0

O

(

1

ρ

)

‖f‖1 |dρ| = O(‖f‖1). (1.69)

Пусть теперь f(x) = χ(x), где χ(x) — характеристическая функция.

Имеем

R0
λχ(1) =

1
∫

0

G0(1, t, λ)χ(t) dt =

β
∫

α

G0(1, t, λ) dt =

β
∫

α

eρ(t−1)

∆0(ρ)
dt =

eρ(t−1)

ρ∆0(ρ)

∣

∣

∣

β

α
=

= O

(

1

ρ
eρ(β−1)eρ

)

+ O

(

1

ρ
eρ(α−1)eρ

)

= O

(

1

ρ

)

.

Поэтому

∫

|λ|=r
Re ρ≤0

R0
λϕ(x)R0

λχ(1) dλ =

∫

O

(

1

ρ2

)

|dρ| ≤ C
1

r2

3π/2
∫

π/2

r dϕ ≤ C

r
→ 0.

Таким образом,

lim
r→∞

∥

∥

∥

∫

|λ|=r
Re ρ≤0

R0
λϕ(x)R0

λχ(1) dλ
∥

∥

∥

C[0,1]
= 0. (1.70)

Если f(x) ступенчатая функция, т. е.

f(x) =
N

∑

k=1

ckχk(x),
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то для неё получим

lim
r→∞

∥

∥

∥

∫

|λ|=r
Re ρ≤0

R0
λϕ(x)R0

λf(1) dλ
∥

∥

∥

C[0,1]
= 0. (1.71)

Лемма доказана. ¤

Теперь докажем теорему равносходимости.

Теорема 1.6. Если ϕ(x) ∈ C[0, 1]∩ V [0, 1], то для любой f(x) ∈ L[0, 1]

имеет место

lim
r→∞

max
[ε,1−ε]

|Sr(f, x) − σr(f, x)| = 0, (1.72)

где Sr(f, x) — частная сумма ряда Фурье функции f(x) по собственным

и присоединенным функциям оператора L для тех собственных значе-

ний λk, для которых |λk| ≤ r; σr(f, x) — частичная сумма тригоно-

метрического ряда Фурье функции f(x) по тригонометрической системе

{e2kπix}+∞
k=−∞ для тех k, для которых |2kπ| < r.

Доказательство. В [3] было показано, что

Sr(f, x) = − 1

2πi

∫

|λ|=r

Rλf dλ.

Так как тригонометрическая система есть система собственных функ-

ций (присоединенных нет) оператора L0, то

σr(f, x) = − 1

2πi

∫

|λ|=r

R0
λf dλ.

Поэтому (1.72) есть

lim
r→∞

max
ε≤x≤1−ε

|Ωr(f, x)| = 0, (1.73)

где

Ωr(f, x) = − 1

2πi

∫

|λ|=r

[Rλf − R0
λf ] dλ.
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Так как ϕ(x) есть функция ограниченной вариации, то как и при до-

казательстве леммы 1.7 (даже проще)

∥

∥

∥

∫

|λ|=r

R0
λϕ(x) dλ

∥

∥

∥

∞
= O

(

1

λ

)

.

Поэтому в силу следствия леммы 1.5

‖R0
λf‖∞ ≤ max

x∈[0,1]

1
∫

0

|G0(x, t, λ)||f(t)| dt ≤ c‖f‖1.

Следовательно,

∥

∥

∥

∫

|λ|=r

R0
λϕ(x)R0

λf |x=1 dλ.
∥

∥

∥

∞
≤ c‖f‖1.

Поэтому по теореме 1.4 в силу леммы 1.11

‖Ωr(f, x)‖[ε,1−ε] = O(‖f‖1), (1.74)

где ‖·‖[ε,1−ε] — норма в C[ε, 1−ε]. Далее, если f(x) — ступенчатая функция,

то

‖Ωr(f, x)‖ = O(1/r). (1.75)

Поэтому для множества ступенчатых функций (1.72) имеет место. А тогда

в силу леммы 1.12 и (1.74) по теореме Банаха –Штейнгауза (1.72) имеет

место и для любой f(x) ∈ L[0, 1]. Теорема доказана. ¤

Остановимся на точности условий теоремы 1.6. Именно, покажем, что

если ϕ(x) ∈ C[0, 1], но ϕ(x) /∈ V [0, 1], то равносходимость, вообще говоря,

не имеет места.

Пусть равносходимость имеет место в точке x0 ∈ [ε, 1− ε]. Рассмотрим

линейные функционалы в L[0, 1]

Φr(f) =

∫

|λ|=r

R0
λϕ(x0)R

0
λf |x=1 dλ. (1.76)
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В силу оценки
∫

|λ|=r

R0
λϕ(x0)R

0
λf |x=1 dλ = O(1) по теореме Банаха –

Штейнгауза их нормы ограничены. по теореме Рисса функционал в L[0, 1]

имеет вид

F (f) =

1
∫

0

f(x)g(x) dx, (1.77)

где g(x) ∈ L∞[0, 1], ‖F‖ = ‖g‖∞. Представим (1.77) в виде (1.76):

Φr(f) =

1
∫

0

f(t)gr(t) dt,

где gr(t) =
∫

|λ|=r

R0
λϕ(x0)G0(1, t, λ) dλ. поэтому должно выполняться условие

‖gr(t)‖∞ = max
t∈[0,1]

|gr(t)| ≤ c (1.78)

независимо от r.

Далее, имеем

gr(t) =

∫

|λ|=r

eρ(t−1)

1 − e−ρ
R0

λϕ(x0) dλ.

Отсюда, в силу (1.78) при t = 0 и t = 1 получаем

∫

|λ|=r

e−ρ

1 − e−ρ
R0

λϕ(x0) dλ = O(1),

∫

|λ|=r

1

1 − e−ρ
R0

λϕ(x0) dλ = O(1). (1.79)

Из (1.79) получаем

∫

|λ|=r

R0
λϕ(x0) dλ = O(1). (1.80)

Интеграл слева в (1.80) есть частичная сумма обычного тригономет-

рического ряда Фурье функции ϕ(x). Если бы равносходимость имела ме-

сто для любой функции ϕ(x) ∈ C[0, 1], то из (1.80) получаем, что нор-

мы функционалов
∫

|λ|=r

R0
λϕ(x0) dλ ограничены по r (по теореме Банаха –
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Штейнгауза). В то же время если ϕ(x) ∈ C[0, 1], то
∫

|λ|=r

R0
λϕ(x0) dλ схо-

дится. А тогда опять по теореме Банаха –Штейнгауза
∫

|λ|=r

R0
λϕ(x0) dλ схо-

дится. Но известно, что для непрерывных функций ряд Фурье может рас-

ходиться в точке. Получили противоречие. Тем самым теорема 1.6 точна.

¤
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2. Анализ теоремы равносходимости
для произвольного интегрального оператора

Задача разложения по собственным функциям интегрального опера-

тора в действительности нечетко определена. Дело в том, что одну и ту-

же систему собственных и присоединенных функций имеют бесчислен-

ное множество интегральных операторов (функции операторов). Поэтому

следует взять из всего семейства таких операторов некоторый специаль-

ный в определенном смысле простой, или канонический, для которого уже

следует проводить исследование сходимости разложений по собственным

функциям. И что такое канонический оператор опять не ясно. А вот в слу-

чае теоремы равносходимости можно указать такого вида канонический

оператор [4]. Мы в этой главе покажем, что для теоремы равносходимости

каноническим оператором может служить интегральный оператор, ядро

A(x, t) которого обладает тем свойством, что
∂

∂x
A(x, t) имеет скачок на

линии t = x, равный 1. Более того, мы установим, что, если для некото-

рого интегрального оператора A имеет место теорема равносходимости с

тригонометрическим рядом Фурье, то существует интегральный оператор

Bf =
1
∫

0

B(x, t)f(t) dt, который имеет ту же систему собственных и присо-

единенных функций, что и оператор A, но теперь уже
∂

∂x
B(x, t) имеет на

линии t = x скачок, равный 1. К сожалению, переход от оператора A к

оператору B не носит конструктивного характера.

Итак, предположим, что для некоторого интегрального оператора

Af =
1
∫

0

A(x, t)f(t) dt имеет место теорема равносходимости, т. е. для любой

f(x) ∈ L[0, 1]

lim
r→∞

‖Sr(f, x) − σr(f, x)‖[ε,1−ε] = 0. (2.1)

Пусть Ωl(x, t) — ядро оператора Sr(f, x)−σr(f, x) причем здесь l равно

числу членов в σr(f, x). Тогда kl — число членов в Sr(f, x).
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Введем новые обозначения:

σl(f) = σr(f, x), Skl
(f) = Sr(f, x).

Теперь, если r → ∞, то l последовательно пробегает натуральный ряд,

а kl — некоторая подпоследовательность членов натурального ряда. Таким

образом, (2.1) переходит в

lim
r→∞

‖Skl
(f) − σl(f)‖[ε,1−ε] = 0. (2.2)

К сожалению, условие (2.2) в наших дальнейших рассуждениях сейчас

недостаточно. Мы будем ещё требовать, чтобы
∥

∥

∥

∥

1

l

∂

∂x
(Skl

(f) − σl(f))

∥

∥

∥

∥

[ε,1−ε]

= O(1). (2.3)

В конкретных случаях (в частности, в дифференциальных операторах)

условие (2.3) выполняется. Нам не известны случаи, когда оно не выпол-

няется.

Положим

Skl
(f) − Skl−1

(f) − σl(f) + σl−1(f) =

1
∫

0

γl(x, t)f(t) dt

(Sk
−1

(f) = σ−1(f) = 0). Тогда мы имеем

Skl
(f) − σl(f) =

1
∫

0

Ωl(x, t)f(t) dt,

где

Ωl(x, t) =
l

∑

k=0

γk(x, t).

Лемма 2.1. Имеют место оценки:

Ωl(x, t) = O(1),
∂

∂x
Ωl(x, t) = O(1), (2.4)

равномерные по x ∈ [ε, 1 − ε] и t ∈ [0, 1].
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Утверждение леммы следует из (2.2) и (2.3) по теореме Банаха–

Штейнгауза.

Образуем

ΣN =
N

∑

k=0

γk(x, t)

α − (2kπi)2
, α 6= (2kπi)2. (2.5)

Лемма 2.2. Имеет место формула:

ΣN =
ΩN

α − (2Nπi)2
+ 4π2

N−1
∑

k=0

(2k + 1)Ωk(x, t)

(α − (2kπi)2)(α − (2(k + 1)πi)2)
.

Доказательство. Используем преобразование Абеля суммы (2.5).

Имеем

ΣN =
N

∑

k=0

Ωk − Ωk−1

α − (2kπi)2
=

ΩN

α − (2Nπi)2
+

+4π2

N−1
∑

k=0

(2k + 1)Ωk(x, t)

(α − (2kπi)2)(α − (2(k + 1)πi)2)
.

Лемма доказана. ¤

Лемма 2.3. ΣN при n → ∞ стремится к непрерывно дифференциру-

емой по x функции равномерно по x ∈ [ε, 1 − ε] и t ∈ [0, 1].

Утверждение леммы следует из лемм 2.1 и 2.2.

Рассмотрим теперь оператор:

y′′, y(0) = y(1), y′(0) = y′(1). (2.6)

Отметим, что этот оператор есть L2
0.

Лемма 2.4. Собственные значения оператора (2.6) есть λk = −4k2π2

(k = 0, 1, 2, . . .).

Доказательство. Рассмотрим следующую краевую задачу:

y′′ + ρ2y = 0, (2.7)
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y(0) = y(1), y′(0) = y′(1). (2.8)

Общее решение уравнения (2.7) есть y = C1e
ρix + C2e

−ρix. Подчиним

его граничным условиям (2.8). Получим

c1 + c2 = c1e
ρi + c2e

−ρi,

(c1 − c2)ρi = (c1e
ρi + c2e

−ρi)ρi,
(2.9)

или

(1 − eρi)c1 + (1 − e−ρi)c2 = 0,

(1 − eρi)c1 − (1 − e−ρi)c2 = 0.

Отсюда c1 и c2 могут быть одновременно не равны нулю тогда и только

тогда, когда

∆(ρ) =

∣

∣

∣

∣

∣

1 − eρi 1 − e−ρi

1 − eρi −(1 − e−ρi)

∣

∣

∣

∣

∣

= −2(1 − eρi)(1 − e−ρi) = 0,

а именно когда 1 − eρi = 0 или 1 − e−ρi = 0, т. е. ρk = 2kπi, k = ±1,±2, . . .

Тем самым утверждение леммы получено при λ 6= 0. Пусть теперь

λ = 0. Тогда уравнение (2.7) есть y′′ = 0. Общее решение его есть y =

= c1 + c2x. Из краевых условий (2.8) следует, что c2 = 0, а y = c1 есть

собственная функция.

Лемма доказана. ¤

Лемма 2.5. Собственные функции оператор (2.6) есть для λ0 = 0,

ϕ0(x) = 1, для λk = −4k2π2 (k = 1, 2, . . .) ϕk,1(x) = e2kπix и ϕk,2(x) =

= e−2kπix.

Доказательство. Для λ0 = 0 это утверждение содержится в доказа-

тельстве леммы 2.4. Пусть теперь λk = −4π2k2. В этом случае собственная

функция имеет вид ϕ(x) = c1e
2kπix + c2e

−2kπix. Из граничных условий по-

лучаем

c1 + c2 = c1 + c2,

c1 − c2 = c1 − c2,
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т. е. граничные условия выполняются при любых c1 и c2. Значит, ϕ(x) =

= c1e
2kπix и ϕ(x) = c2e

−2kπix являются собственными функциями и по-

скольку это фундаментальная система решений уравнения (2.7), то других

собственных функций быть не может.

Лемма доказана. ¤

Лемма 2.6. Пусть Rλ резольвента оператора (2.6). Тогда

Rλ = R0
ρiR

0
−ρi,

где R0
λ — резольвента L0 и λ = −ρ2.

Доказательство. Пусть Rλf . Тогда y′′ + ρ2y = f , y(0) = y(1), y′(0) =

= y′(1). Имеем
(

d

dx
+ ρi

) (

d

dx
− ρi

)

y = f. (2.10)

Положим z = y′ + ρiy. Тогда

z′ + ρiz = f, z(0) = z(1).

Поэтому z = R0
−ρif . Отсюда имеем

y′ − ρiy = z = R0
−ρif, y(0) = y(1).

Отсюда

y = R0
ρiR

0
−ρif.

Лемма доказана. ¤

Лемма 2.7. Пусть Rλf =
1
∫

0

G(x, t, λ)f(t) dt. Тогда в Sδ имеет место

оценка:

G(x, t, λ) = O(κ(ρi)).

Доказательство. По лемме 2.6 имеем

G(x, t, λ) =

1
∫

0

G0(x, τ, ρi)G0(τ, t,−ρi) dτ.
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Отсюда

G(x, t, λ) = O





1
∫

0

|G0(x, τ, ρi)| dτ



 = O(χ(ρi)).

Лемма доказана. ¤

Лемма 2.8. Если f = Rαg, где g ∈ L[0, 1], то

lim
r→∞

‖f(x) − Sr(f, x)‖C[0,1] = 0,

где сейчас Sr(f, x) = − 1
2πi

∫

|λ|=r

Rλf dλ и Rλ — резольвента оператора (2.6).

Доказательство. Имеем по тождеству Гильберта

Rλ − Rα

λ − α
= RλRαρ.

Поэтому
Rλg

λ − α
− f

λ − α
= Rλf.

Отсюда

f − Sr(f, x) =
1

2πi

∫

|λ|=r

Rλg

λ − α
dλ.

Отсюда по лемме 2.7 получаем

1

2πi

∫

|λ|=r

Rλg

λ − α
dλ = O







1√
r

∫

|ρ|=√
r

χ(ρi)|dρ|‖g‖1






.

Но

∫

|ρ|=√
r

χ(ρi)|dρ| = O





π/2
∫

0

1√
rϕ

(1 − e
√

ρϕ)
√

r dϕ



 =

= O







π
√

r/2
∫

0

1

ξ
(1 − e−ξ) dξ






= O(ln r).

Лемма доказана. ¤
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Лемма 2.9. Если α > 0, то R∗
α = Rα (R∗

α — оператор, сопряженный

для Rα).

Доказательство. Имеем

Rα = R0√
αiR

0
−√

αi.

Отсюда

R∗
α = (R0√

αi)
∗(R0

−√
αi)

∗.

Но

(R0√
αi)

∗ = R0
−√

αi, (R0
−√

αi)
∗ = R0√

αi.

Поэтому R∗
α = Rα. Лемма доказана. ¤

Лемма 2.10. Имеет место формула:

G(x, t, λ) =
+∞
∑

−∞

e2kπi(x−t)

α + 4k2π2
, α > 0.

Доказательство. По лемме 2.8

1
∫

0

G(x, t, α)g(t) dt = lim
r→∞

Sr(Rαg, x).

Но

Sr(Rαg, x) =
N

∑

k=−N

(

Rαg, e2kπix
)

e2kπix =
N

∑

k=−N

(

g, Rα(e2kπix)
)

e2kπix.

Если ϕ собственная функция, то

ϕ′′ − αϕ = (λ − α)ϕ.

Отсюда ϕ = (λ − α)Rαϕ. Поэтому

(

g, Rα(e2kπix)
)

=

(

g,
1

λk − α
e2kπix

)

=
1

α + 4kπ2
(g, e2kπix).

Лемма доказана. ¤
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Лемма 2.11. G(x, t, α) непрерывна и первая производная по x имеет

на линии t = x скачок, равный 1.

Доказательство. Имеем

G(x, t, α) =

1
∫

0

G0(x, τ,
√

αi)G0(τ, t,−
√

αi) dτ =

=

x
∫

0

G0(x, τ,
√

αi)G0(τ, t,−
√

αi) dτ +

1
∫

x

G0(x, τ,
√

αi)G0(τ, t,−
√

αi) dτ.

Пусть t ≤ x. Тогда

x
∫

0

G0(x, τ,
√

αi)G0(τ, t,−
√

αi) dτ =

t
∫

0

+

x
∫

t

.

Пусть t ≥ x. Тогда

1
∫

x

G0(x, τ,
√

αi)G0(τ, t,−
√

αi) dτ =

t
∫

x

+

1
∫

t

.

Отсюда видно, что Gx существует при t ≤ x и t ≥ x, причем

Gx(x, t, α)|t≤x =

t
∫

0

G0x(x, τ,
√

αi)G0(τ, t,−
√

αi) dτ+

+

x
∫

t

G0x(x, τ,
√

αi)G0(τ, t,−
√

αi) dτ + G0(x, x − 0,
√

αi)G0(x − 0, t,−
√

αi)−

−G0(x, x + 0,
√

αi)G0(x + 0, t,−
√

αi) +

1
∫

x

G0x(x, τ,
√

αi)G0(τ, t,−
√

αi) dτ =

= G0(x, x − 0,
√

αi)G0(x − 0, t,−
√

αi) − G0(x, x + 0,
√

αi)×

×G0(x + 0, t,−
√

αi) +
√

αi

1
∫

0

G0x(x, τ,
√

αi)G0(τ, t,−
√

αi) dτ.
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Поскольку G′
0,x = +

√
αiG0(x, τ,

√
αi). Аналогично

Gx(x, t, α)|t≥x =

x
∫

0

G0x(x, τ,
√

αi)G0(τ, t,−
√

αi) dτ+

+

t
∫

x

G0x(x, τ,
√

αi)G0(τ, t,−
√

αi) dτ + G0(x, x − 0,
√

αi)G0(x − 0, t,−
√

αi)−

−G0(x, x + 0,
√

αi)G0(x + 0, t,−
√

αi) =

= G0(x, x − 0,
√

αi)G0(x − 0, t,−
√

αi) − G0(x, x + 0,
√

αi)×
×G0(x + 0, t,−

√
αi) +

√
αiG(x, t, α).

Поэтому

∂G

∂x

∣

∣

∣

t=x−0
− ∂G

∂x

∣

∣

∣

t=x+0
= G0(x, x − 0,

√
αi)G0(x − 0, x − 0,−

√
αi)−

−G0(x, x + 0,
√

αi)G0(x + 0, x − 0,−
√

αi)−
−G0(x, x + 0,

√
αi)G0(x − 0, x + 0,−

√
αi)+

+G0(x, x + 0,
√

αi)G0(x + 0, x + 0,−
√

αi). (2.11)

Но

G0(x, t,−ρ) =











1

∆0(ρ)
eρ(t−x), t ≤ x,

1

∆0(ρ)
eρ(t−x−1), t ≥ x,

∆0(ρ) = 1 − e−ρ.

Поэтому из (2.11) получаем

∂G

∂x

∣

∣

∣

t=x−0
− ∂G

∂x

∣

∣

∣

t=x+0
= G0(x, x − 0,

√
αi)

1

∆0(−
√

αi)
−

−G0(x, x + 0,
√

αi)
1

∆0(−
√

αi)
− G0(x, x + 0,

√
αi)

e
√

αi

∆0(−
√

αi)
+

+G0(x, x + 0,
√

αi)
e
√

αi

∆0(−
√

αi)
= G0(x, x − 0,

√
αi)−

−G0(x, x + 0,
√

αi) =
1

∆0(
√

αi)
− e−

√
αi

∆0(
√

αi)
= 1.

Лемма доказана. ¤

Теперь мы в состоянии установить основной результат.
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Теорема 2.1. Если для интегрального оператора A имеют место

(2.2) и (2.3), то от оператора A можно перейти к интегральному опера-

тору B с теми же собственными и присоединенными функциями, что и

у A, но ядро B(x, t) непрерывно, и
∂

∂x
B(x, t) имеет скачок на линии t = x,

равный 1.

Доказательство. Имеем

ΣN =
N

∑

l=0

Skl
(f) − Skl−1

(f)

α + 4l2π2
−

N
∑

l=0

σl(f) − σl−1(f)

α + 4l2π2
=

=
Ñ

∑

l=0

µl(f, ϕl)ϕl −
N

∑

l=0

(f, e2lπix)e2lπix + (f, e−2lπix)e−2lπix

α + 4l2π2
=

=
Ñ

∑

l=0

µl(f, ϕl)ϕl −
N

∑

l=−N

(f, e2lπix)e2lπix

α + 4l2π2
, (2.12)

где ϕk — собственные и присоединенные функции оператора A. Вторая

сумма в (2.12) справа стремится к G(x, t, α), первая — к B, а ΣN → B1,

где B1 непрерывно дифференцируема по x.

Теорема доказана. ¤
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3. Дифференциальные,
интегро-дифференциальные
и интегральные операторы

Рассмотрим вопрос о равносходимости разложений по собственным

функциям операторов, указанных в названии главы, и в тригономтери-

ческие ряды Фурье.

3.1. Дифференциальные операторы

В этом параграфе рассмотрим дифференциальный оператор L, порожден-

ный дифференциальным выражением

l[y] = y(n)(x) + pn−1(x)y(n−1)(x) + . . . + p0(x)y(x), x ∈ [0, 1], (3.1)

где pi(x) ∈ C[0, 1], и краевыми условиями

Uj(y) =
n−1
∑

k=0

[ajky
(k)(0) + bjky

(k)(1)] = 0, j = 1, . . . , n, (3.2)

где ajk, bjk — произвольные комплекснозначные числа. Линейные формы

Uj(y) предполагаются линейно независимыми. Оператор (3.1)–(3.2) пред-

ставляет собой классический случай дифференциальных операторов и во-

просы спектральной теории их достаточно хорошо исследованы и изло-

жены в многочисленных монографиях (см. например, М. А. Наймарк [5],

Э. А. Коддингтон, Н. Левинсон [6]).

Займемся сначала задачей обращения оператора L. С этой целью рас-

смотрим уравнения

l[y] = f(x), (3.3)

где f(x) ∈ L[0, 1].

Лемма 3.1. Общее решение уравнения (3.3) имеет вид:

y(x) = (y1(x), . . . , yn(x))c +

x
∫

0

g(x, t)f(t) dt, (3.4)
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где {yj(x)}n
1 — произвольная фундаментальная система решений одно-

родного уравнения, c = (c1, . . . , cn)T (T — знак транспонирования) — про-

извольный постоянный вектор, g(x, t) = (y1(x), . . . , yn(x))z(x), z(x) =

(z1(x), . . . , zn(x))T — последний столбец матрицы Y −1(x) — обратной

матрицы Вронского

Y (x) =









y1(x) . . . yn(x)
...

. . .
...

y
(n−1)
1 (x) . . . y

(n−1)
n (x)









.

Доказательство. Общее решение однородного уравнения l[y] = f есть

y(x) = (y1(x), . . . , yn(x))c, где c — произвольный постоянный вектор раз-

мерности n. Считая c = c(x), по методу вариации произвольных постоян-

ных получаем для c′(x) систему:

Y (x)c′(x) = F (x),

где F (x) = (0, . . . , 0, f(x))T . Отсюда

c(x) = c +

x
∫

0

Y −1(t)F (t) dt = c +

x
∫

0

z(t)f(t) dt.

Значит, общее решение уравнения (3.3) есть

y(x) = (y1(x), . . . , yn(x))c +

x
∫

0

n
∑

j=1

yj(x)zj(t)f(t) dt.

Лемма доказана. ¤

Теорема 3.1. Оператор L−1 существует тогда и только тогда, когда

det ∆ 6= 0, где ∆ = (Ui(yj))
n
1 . При этом

L−1f = −(y1(x), . . . , yn(x))∆−1

1
∫

0

Ux(g1(x, t))f(t) dt +

1
∫

0

g1(x, t)f(t) dt,

(3.5)
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где g1(x, t) = ε(x, t)g(x, t), ε(x, t) — функция Хевисайда: ε(x, t) при t ≤ x

и ε(x, t) = 0 при t > x, Ux означает, что условия U применяется по

переменной x, U = U(·) = (U1(·), . . . , Un(·))T .

Доказательство. Уравнение l[y] = 0 имеет общее решение y(x) =

(y1(x), . . . , yn(x))c. Из условия (3.2), т. е. U(y) = 0, получаем ∆c = 0 и,

значит, для того, чтобы уравнение Ly = 0 имело только нулевое решение

(или, что тоже L−1 существует), необходимо и достаточно, чтобы det ∆ 6=
0.

Если теперь Ly = f , то по лемме 3.1

y(x) = (y1(x), . . . , yn(x))c +

1
∫

0

g1(x, t)f(t) dt.

Из условия (3.2) U(y) = 0, получаем

∆c +

1
∫

0

Ux(g1(x, t))f(t) dt = 0.

Отсюда

c = −∆−1

1
∫

0

Ux(g1(x, t))f(t) dt

и теорема доказана. ¤

Следствие 3.1. L−1f =
1
∫

0

G(x, t)f(t) dt, где функция Грина G(x, t)

есть

G(x, t) = −(y1(x), . . . , yn(x))∆−1Ux(g1(x, t)) + g1(x, t). (3.6)

Следствие 3.2. Функция Грина G(x, t) n раз непрерывно дифферен-

цируема по x и t всюду кроме диагонали t = x; n − 2 раза непрерывно

дифференцируема при всех x и t и
∂n−1

∂xn−1
G(x, t) имеет на линии t = x

скачок, равный 1.
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В самом деле, первое слагаемое в (3.6) непрерывно дифференцируемо

по x и t, а

∂j

∂xj
g1(x, t)|t=x = δj,n−1 (j = 0, . . . , n − 1),

где δj,n−1 — символ Кронекера.

Рассмотрим теперь вопрос о разложениях по собственным и присоеди-

ненным функциям оператора L. Число λ будет собственным значением

оператора L тогда и только тогда, когда оператор L−λE (E — единичный

оператор) не обратим, т. е. когда имеем ситуацию, рассмотренную выше,

когда l[y] заменяется на l[y] − λy. Теперь мы для оператора (L − λE)−1

имеем представление

(L − λE)−1f =

1
∫

0

G(x, t, λ)f(t) dt,

где G(x, t, λ) имеет место формула (3.6), в которой теперь yj(x), ∆−1,

g1(x, t) зависят от λ, т. е. yj(x) = yj(x, λ), ∆−1 = ∆−1(λ), g1(x, t) = g1(x, t, λ).

Уравнения det ∆(λ) = 0 будет уравнением для собственных значений опе-

ратора L и G(x, t, λ) есть не что иное, как ядро резольвенты Rλ(L) =

(L−λE)−1 оператора L. И, если 0 не является собственным значением опе-

ратора L, то оператор L−1 есть интегральный и Rλ(L) = (E − λL−1)−1L−1

является его резольвентой Фредкольма. Если оператор L не обратим, то

следует (если это возможно) от L перейти к L1 = L − aE, где a не явля-

ется собственным значением и повторить всё вышеприведенное. В спек-

тральной теории дифференциальных операторов ([1], [5]–[11]) проведено

исследование G(x, t, λ) при больших значениях |λ|, на основе которого ме-

тодом Коши–Пуанкаре интегрирование резольвенты по расширяющимся

контурам в комплексной плоскости спектрального параметра получен сле-

дующий результат.

Теорема 3.2. Если краевые условия (3.2) регулярны по Биркгофу ([5,
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с. 120–121]), то для любой f(x) ∈ L[0, 1]

lim
r→∞

max
ε≤x≤1−ε

|Sr(f, x) − σr1/n(f, x)| = 0,

где Sr(f, x) = − 1

2πi

∫

|λ|=r

Rλ(L)f dλ, ε любое из (0,1/2].

Это и есть теорема равносходимости разложений произвольной функ-

ции из L[0, 1] в ряд Фурье по собственным и присоединенным функциям

оператора L и в тригонометрический ряд Фурье. Этот замечательный ре-

зультат для случая оператора Штурма –Лиувилля впервые был получен

В. А. Стекловым [1] и А. Хааром [2], а для случая произвольного диф-

ференциального оператора Я. Д. Тамаркиным [7], [8] и М. Стоуном [9],

на основе фундаментальных исследований Г. Д. Биркгофа [10], [11] по

дифференциальным системам при больших значениях спектрального па-

раметра.

Поскольку L−1 есть интегральный оператор, то теорема 3.2 есть теоре-

ма равносходимости и для интегральных операторов в том случае, когда

ядро оператора есть функция Грина.

Замечание. Результаты этого параграфа имеют место и для более

общих краевых условий вида

Uj(y) = U0
j (y) −

1
∫

0

ϕj(t)y(t) dt = 0 (j = 1, . . . , n), (3.7)

где U0
j (y) есть Uj(y) из (3.2), а ϕj(t) ∈ C[0, 1]. Нас в дальнейшем как раз

будут интересовать условия (3.7).

3.2. Интегро-дифференциальные операторы

В этом параграфе рассмотрим интегро-дифференциальные операторы ви-

да

l[y] = (E + N)(y(n) + αy), (3.8)
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Uj(y) = 0 (j = 1, . . . , n), (3.9)

где E — единичный оператор, N — интегральный оператор Nf =

=
1
∫

0

N(x, t)f(t) dt, α — комплексное число, Uj(y) — условия (3.7). Займемся

сначала выяснением степени общности этого оператора.

Теорема 3.3. Если оператор l0[y] = y(n) + αy с условиями (3.2) обра-

тим, то дифференциальный оператор (3.1), (3.2) есть частный случай

(3.8), (3.9).

Доказательство. Положим G0f =
1
∫

0

G0(x, t)f(t) dt, где G0(x, t) —

функция Грина оператора l0[y] с условиями (3.2). Пусть y(n) + αy = z

с условиями (3.2). Тогда y = G0z. Тогда l[y] = (E + N)z, где N — инте-

гральный оператор с ядром

N(x, t) =
n−1
∑

k=0

pk(x)
∂k

∂xk
G0(x, t) − αG0(x, t), (3.10)

т. е. для оператора (3.1), (3.2) получаем представление (3.8), (3.9), где

N(x, t) есть (3.10), а (3.9) есть (3.2). Теорема доказана. ¤

Теорема 3.4. Если оператор l0[y] = y(n) + αy с условиями (3.7)

обратим, то оператор l[y] = l1[y] + l2[y], где l1[y] есть (3.1), l2[y] =

=
n
∑

j=0

1
∫

0

Kj(x, t)y(j)(t) dt, Kj(x, t) непрерывны и ограничены при t < x и

t > x, с условиями (3.7) есть частный случай (3.8), (3.9).

Доказательство. Положим G0f =
1
∫

0

G0(x, t)f(t) dt, где G0(x, t) —

функция Грина оператора l0[y] = y(n) + αy с условиями (3.7). Обозна-

чим y(n) + αy = z. Тогда y = G0z. Поэтому в этом случае l[y] = (E + N)z,

где N — интегральный оператор с ядром

N(x, t) = −αG0(x, t) +
n−1
∑

j=0

pj(x)
∂j

∂xj
G0(x, t) + Kn(x, t)−
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−α

1
∫

0

Kn(x, τ)G0(τ, t) dτ +
n−1
∑

j=0

1
∫

0

Kj(x, τ)
∂j

∂τ j
G0(τ, t) dτ.

Теорема доказана. ¤

Развитием метода Коши–Пуанкаре интегрирования резольвенты по

расширяющимся контурам комплексной плоскости спектрального пара-

метра получается следующий результат.

Теорема 3.5 (теорема равносходимости [4]). Пусть выполняются

требования:

1) N(x, t) непрерывна в [0, 1] × [0, 1] (при n = 1 считаем, что N(x, t)

непрерывна при t ≤ x t ≥ x1 ), N ′
t(x, t) непрерывна при t ≤ x и t ≥ x;

2) линейные формы Uj(y) в условиях (3.9) регулярны по Биркгофу [5];

3) справедливо хотя бы одно из трех:

(a) в условиях (3.9) можно выразить y(n−1)(0), y(n−1)(1) через низ-

шие производные и (y, ϕj) =
1
∫

)

y(t)ϕj(t) dt;

(b) N(x, 0), N(x, 1) — непрерывные функции ограниченной вариа-

ции;

(c) cN(x, 1) + dN(x, 0) — непрерывная функция ограниченной вари-

ации, если среди условий (3.9) есть только одно, содержащее

y(n−1)(0) и y(n−1)(1) и оно имеет вид

cy(n−1)(0) + dy(n−1)(1) + . . . = 0.

Тогда для любой f(x) ∈ L[0, 1] справедливо

lim
r→∞

‖Sr(f, x) − σr1/n(f, x)‖C[ε,1−ε] = 0, (3.11)

где Sr(f, x) — частичная сумма ряда Фурье по с.п.ф. оператора (3.8),

(3.9) для тех собственных значений λk, для которых |λk| < r.

1Здесь под непрерывностью функции f(x, t) непрерывна по x и t при t < x в обычном

смысле, f(x, x−0) существует, и, если доопределить f(x, t) на линии t = x как f(x, x−0),

то f(x, t) становится непрерывной при t ≤ x. Аналогично понимается непрерывность

при t ≥ x.
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3.3. Интегральные операторы

Во второй главе показано, что каноническим интегральным оператором в

вопросе равносходимости является интегральный оператор с ядром, обла-

дающим тем свойством, что первая производная его по x имеет скачок,

равный 1 на линии t = x. В этой главе мы рассмотрим всевозможные

интегральные операторы вида

Af =

1
∫

0

A(x, t)f(t) dt (3.12)

с ядрами A(x, t), имеющими единичный скачок какой-нибудь производной

по x на линии t = x. Хотя они и не являются каноническими в смысле

главы II, но их можно изучить не приводя предварительно к каноническо-

му виду. Именно, обратный оператор в этом случае имеет вид оператора

(3.8), (3.9), к которому можно применить метод главы I, для получения

теоремы равносходимости. Займемся задачей обращения оператора (3.12).

Оператор (3.17) рассматриваем в L2[0, 1].

Теорема 3.6 ([4]). Пусть выполнены требования:

а) производные

Axstj =
∂s+j

∂xs∂tj
A(x, t) (s, j = 0, . . . , n)

непрерывны при t ≤ x и t ≥ x;

б) скачки psj(t) = ∆Axstj = Axstj(x, t)|x=t+0 − Axstj(x, t)|x=t−0 принадле-

жат Cn−1−j[0, 1] (j = 0, . . . , n − 1);

в) уравнение Af = 0 имеет только нулевое решение;

г)

∂j

∂xj
A(x, t)

∣

∣

∣

t=x−0
− ∂j

∂xj
A(x, t)

∣

∣

∣

t=x+0
= δj,n−1 (j = 0, . . . , n−1). (3.13)
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Тогда A−1 есть интегро-дифференциальный оператор:

A−1y = (E + N)(y(n) + a1y
(n−1) + . . . + any),

определенный на множестве всех функций, имеющих абсолютно непре-

рывные производные на [0, 1] до (n−1)-го порядка включительно, y(n)(x) ∈
∈ L2[0, 1], удовлетворяющих краевым условиям (3.9). Здесь E — единич-

ный оператор, N — интегральный оператор

Nf =

1
∫

0

N(x, t)f(t) dt

с ядром N(x, t), непрерывным при t ≤ x и t ≥ x, a1, . . . , an — непрерывные

комплексные числа.

Следствие 3.3. Если оператор l0[y] = y(n) + αy с условиями (3.9)

обратим, то (3.13) a1 = · · · = an−1 = 0, an = α.

Применяя теоремы 3.5 приводит к следующему результату.

Теорема 3.7 ([4]). Предположим, что

а) интегральный оператор (3.12) удовлетворяет условиям теоремы

3.6 и следствию из нее;

б) линейные формы Uj(y) (j = 1, . . . , n) регулярны по Биркгофу;

в)
1

V
0

ar
x

Axn(x, t) ограничена по t.

Тогда для любой f(x) ∈ L[0, 1] справедливо (3.17), где Sr(f, x) — частич-

ная сумма ряда Фурье по с.п.ф. оператора (3.12) для тех характеристи-

ческих чисел λk, для которых |λk| < r.

Замечание. Условие в) точно. Очень трудно проверяется условие б).

Поэтому укажем случай, когда условие б) не требуется.

Теорема 3.8 ([4], [12]). Если для оператора (3.12) выполняются усло-

вия а) и в) теоремы 3.7, а вместо б) теоремы 3.7 условие: б) ядро A(x, t)

симметрично, т. е. A(x, t) = A(t, x), то справедливо заключение теоре-

мы 3.7.
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Доказательство теоремы 3.8 весьма сложно. Оно существенно исполь-

зует глубокий факт (гипотеза Камке) о регулярности по Биркгофу само-

сопряженных краевых условий.

3.4. Интегральные операторы с инволюцией

В этом параграфе рассмотрим следующий интегральный оператор:

Af =

1−x
∫

0

A(1 − x, t)f(t) dt, x ∈ [0, 1]. (3.14)

Он имеет ту особенность, что вместо линии t = x здесь главная линия

t = 1 − x, т. е. побочная диагональ квадрата. Функция ϑ(x) = 1 − x есть

инволюция, т. е. ϑ(ϑ(x)) ≡ x. Таким образом, оператор (3.14) является опе-

ратором с инволюцией. Вообще, изучение дифференциальных, интегро-

дифференциальных и интегральных уравнений с инволюцией имеют дав-

нюю историю, и активно проводятся в настоящее время [13]–[20].

Если в (3.14) вместо 1 − x взять x, то получим оператор

Af =

x
∫

0

A(x, t)f(t) dt, (3.15)

который является вольтерровым и, таким образом, не имеет собственных

значений, отличных от нуля.

Но оператор (3.14) уже не вольтерров. Так самый простой из операто-

ров (3.14) оператор

A0f =

1−x
∫

0

f(t) dt (3.16)

имеет бесконечное множество собственных значений и собственных функ-

ций. Отметим еще, что более того, оператор A2
0 есть

A2
0f =

1
∫

0

G(x, t)f(t) dt,
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G(x, t) — функция Грина оператора y′′(x), y(1) = y′(0) = 0. Поскольку

A2
0 канонический оператор, то A0 есть корень квадратный из него. Это

небольшой намек на смысл оператора (3.14).

Для исследования разложений по с.п.ф. оператора (3.14) теперь вме-

сто дифференциальных уравнений используются дифференциальные си-

стемы в пространстве вектор-функций размерности 2, в частности, хорошо

известная система Дирака.

Теорема 3.9 ([4]). Пусть ядро A(x, t) удовлетворяет условиям:

а) A(x, t),
∂s+j

∂xs∂tj
A(x, t) (s, j = 1, 2) непрерывны по x и t при 0 ≤ t ≤

≤ x ≤ 1;

б) A(x, x) ≡ 1.

Тогда для любой f(x) ∈ L[0, 1]

lim
r→∞

max
0<ε≤x≤1−ε

|Sr(f, x) − σr(f, x)| = 0. (3.17)

Важно, что теперь в силу замечательного свойства Af |x=1 = 0 не надо

налагать трудно проверяемые условия типа условий регулярности Бирк-

гофа, хотя сам оператор может быть и несамосопряженным.
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