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Введение
Настоящая бакалаврская работа посвящена изучению распространения

изгибных волн в пластине на основе уточненной теории изгиба пластин с
уточненными граничными условиями.

Актуальность темы. Исследование волн, распространяющихся вдоль
края пластины (краевых волн), представляет интерес вследствие возможно-
сти применения таких волн в области неразрушающего контроля по анало-
гии с волнами Лэмба [1]. В низкочастотном диапазоне для описания краевых
волн можно использовать прикладные двумерные теории пластин. В этом
случае краевые волны с математической точки зрения представляют собой
нетривиальное решение задачи о распространении гармонической волны, удо-
влетворяющее однородным условиям на краю пластины и экспоненциально
затухающее при удалении от края. Впервые решение, описывающее такую
волну на основе теории изгиба пластин Кирхгофа, было получено Ю. К. Ко-
ненковым [2]. Сравнение решения, полученного в [2], с решением трехмерной
задачи показало, что оно имеет ограниченную область применимости по ча-
стоте . Это вызвало интерес к использованию уточненных теорий пластин для
описания изгибной краевой волны. В недавней работе [3] построены асимп-
тотически корректные граничные условия теории изгиба пластин, имеющие
тот же порядок точности, что и уравнение теории с приведенной инерцией.

Целью данной работы является исследование распространения изгиб-
ных волн в пластине при действии краевой нагрузки на основе уточненной
теории изгиба пластин с уточненными граничными условиями, полученны-
ми в работе [3]. В отличие от [3], в данной работе предложена матричная
форма записи граничных условий, облегчающая составление дисперсионного
уравнения и выполнение вычислений.

Задачи работы заключаются в следующем:
1. Сформулировать постановку задачи о действии изгибной краевой на-

грузки на торец полубесконечной пластины на основе уточненной теории из-
гиба пластин с уточненными граничными условиями.

2. Получить дисперсионное уравнение изгибной краевой волны, постро-
ить дисперсионную кривую и исследовать её поведение в зависимости от по-
рядка приближения.
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3. Получить решение в изображениях для задачи с краевой нагрузкой,
применяя интегральные преобразования Лапласа и Фурье.

4. Выполнить обращение полученного решения и выделить поле крае-
вой волны.

5. Выполнить численные расчеты поля краевой волны, сравнить полу-
ченные результаты с решением задачи по трехмерной теории упругости и
исследовать области применимости приближенных теорий.

6. Выполнить расчеты полного решения задачи о действии краевой на-
грузки, сравнить его с вкладом краевой волны и с экспериментальными дан-
ными.

Материалами исследования являются уточненная теория изгиба пла-
стин с уточненными граничными условиями и данные экспериментов о рас-
пространении краевых волн в пластине на торце.

Научная значимость работы состоит в демонстрации применимости
асимптотически корректных граничных условий при описании распростране-
ния изгибных волн в пластине на основе уточненной теории изгиба пластины.

Структура и объем работы. Бакалаврская работа состоит из введе-
ния, пяти разделов, заключения, списка используемых источников, включаю-
щего 20 наименований. Работа изложена на 47 листах машинописного текста,
содержит 21 рисунок.

Основное содержание работы
Во введении описывается актуальность проблемы исследования воз-

можности применения новых уточненных граничных условий при описании
изгибной краевой волны в пластине, формулируется цель исследования и ста-
вятся задачи.

В первом разделе ставится задача о динамическом изгибе тонкой пла-
стины толщины 2h, срединная плоскость которой занимает в декартовых ко-
ординатах (x1, x2) область −∞ < x1 ≤ 0, −∞ < x2 < ∞. Для описания из-
гибной деформации пластины применяется классическая теория изгиба пла-
стин Кирхгофа [4]. В соответствии с данной теорией, колебания пластины
описываются уравнением Софии Жермен

2Eh3

3(1− ν2)
∆2w + 2ρh

∂2w

∂t2
= 0. (1)

3



Вводятся безразмерные переменные:

x∗i =
xi
h
, t∗ =

c2
h
t, i = 1, 2, (2)

где c2 =
√

E
2(1+ν)ρ — скорость сдвиговой волны, и безразмерные величины

w∗ =
w

h
, M∗

ij =
Eh2

2(1 + ν)
Mij, Q∗

ij =
Eh

2(1 + ν)
Qij i, j = 1, 2. (3)

Уравнение (1) в безразмерных переменных принимает вид

∆2w + k2b
∂2w

∂t2
= 0, k2b =

3(1− ν)

2
. (4)

Граничные условия свободного края в перемещениях при x1 = 0 записыва-
ются в виде

∂2w

∂x21
+ ν

∂2w

∂x22
= 0,

∂3w

∂x31
+ (2− ν)

∂3w

∂x1∂x22
= 0.

(5)

Если на краю пластины приложена заданная нагрузка, то граничные условия
имеют вид

∂2w

∂x21
+ ν

∂2w

∂x22
= −k2b

2
M0(x2, t),

∂3w

∂x31
+ (2− ν)

∂3w

∂x1∂x22
= −k2b

2

(
Q0(x2, t) +

∂H0(x2, t)

∂x2

)
,

(6)

Теория изгиба пластин применима в случае, когда характерная дли-
на волны λ значительно больше толщины пластины 2h. Тогда выполнятся
неравенство

γ =
2πh

λ
≪ 1, (7)

где γ – малый параметр, который представляет собой волновое число, умно-
женное на полутолщину пластины h.

Асимптотический анализ, выполненный в работе [5], показывает, что
уравнения классической теории Кирхгофа имеют погрешность O

(
γ2
)
. Также

4



в работе [5] получено уточненное уравнение теории изгиба пластин

∆2w + k2b

(
∂2w

∂t2
+ a1

∂2

∂t2
(∆w) + a2

∂4w

∂t4
+ a3

∂4

∂t4
(∆w)

)
= 0. (8)

Здесь

a1 =
7ν − 17

15(1− ν)
j1, a2 =

422− 424ν − 33ν2

1050(1− ν)
j2, a3 =

32− 64ν + 197ν2

15750(1− ν)
j3, (9)

где ji = 1 если i ≤ n, ji = 0 если i > n (i = 0, 1, 2, 3), n = 0, 1, 2, 3 – порядок
приближения. Уравнение (8) имеет асимптотическую погрешность O

(
γ2(n+1)

)
[5]. Для изучения волн, распространяющихся вдоль края пластины, требуется
уточнить не только уравнения, но и граничные условия (5), (6).

Во втором разделе рассматривается постановка уточненных граничных
условий. Анализ показывает, что граничные условия в классической теории
Кирхгофа (5), (6) имеют погрешность O (γ). В работе [6] получены уточнен-
ные граничные условия свободного края, имеющие погрешность O

(
γ2
)
. В

безразмерных переменных (2), (3) эти условия имеют вид

(1− ν)
∂2w

∂x22
−∆w − cI0,0

∂3w

∂x1∂x22
= 0,

∂

∂x1

(
(1− ν)

∂2w

∂x22
+∆w

)
= 0,

(10)

где cI0,0 = 3(1−ν)DGK , DGK – постоянная Гольденвейзера–Колос, выражение
для которой может быть найдено в [3, 5, 6]. Очевидно, что использование
уточненных граничных условий (10) недостаточно для уточнения описания
изгибной краевой волны, поскольку они имеют такую же погрешность, как и
уравнение классической теории Кирхгофа.

В недавней работе [3] получены уточненные граничные условия свобод-
ного края для теории изгиба пластин, имеющие асимптотическую погреш-
ность O

(
γ2(n+1)

)
, где n = 0, 1, 2, 3 – порядок приближения. Заметим, что

погрешность этих условий соответствует асимптотической погрешности урав-
нения (8). В отличие от работы [3], в данной работе применяется матричная
форма записи уточненных граничных условий. Для записи граничных усло-
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вий в нулевом приближении вводятся операторные матрицы, имеющие раз-
мерность 1× 2:

R
(0)
bc =

(
∂2

∂x2
2

∆
)
, T

(0)
bc =

(
∆ ∂2

∂x2
2

∂2

∂t2

)
, (11)

и матрицы коэффициентов, имеющие размерность 2× 1:

BI
0 =

(
1− ν

−1

)
, BΠ

0 =

(
1− ν

1

)
, CI

0 =

(
cI0,0
0

)
, CII

0 =

(
0

0

)
. (12)

С использованием следа произведений полученных матриц, граничные усло-
вия (10) записываются в виде

Tr
(
BI

0R
(0)
bc

)
w − ∂

∂x1
(Tr
(
CI

0R
(0)
bc

)
w) = 0,

∂

∂x1
(Tr
(
BII

0 R
(0)
bc

)
w)− Tr

(
CII

0 T
(0)
bc

)
w = 0.

(13)

Здесь слагаемое Tr
(
CII

0 T
(0)
bc

)
w равно нулю.

Для того чтобы записать следующие приближения, вводятся матрицы

BI =


bI0,0 bI0,1 bI0,2 bI0,3
bI1,0 bI1,1 bI1,2 bI1,3
0 bI2,1 bI2,2 bI2,3
0 0 bI3,2 bI3,3
0 0 0 bI4,3

 , BII =


bII0,0 bII0,1 bII0,2 bII0,3
bII1,0 bII1,1 bII1,2 bII1,3
0 bII2,1 bII2,2 bII2,3
0 0 bII3,2 bII3,3
0 0 0 bII4,3

 , (14)

и

CI =


cI0,0 cI0,1 cI0,2 cI0,3
0 cI1,1 cI1,2 cI1,3
0 0 cI2,2 cI2,3
0 0 cI3,2 cI3,3
0 0 0 cI4,3

 , CII =


0 0 cII0,2 cII0,3
0 0 cII1,2 cII1,3
0 0 cII2,2 cII2,3
0 0 cII3,2 cII3,3
0 0 0 cII4,3

 . (15)

Элементы этих матриц, расположенные в угловой подматрице размерностью
2×1, соответствуют элементам матриц (12), остальные коэффициенты могут
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быть найдены в работе [3]. Кроме того, вводятся операторные матрицы

Rbc =


∂2

∂x2
2

∆ 0 0 0
∂4

∂x4
2

∂2

∂x2
2
∆ ∂2

∂t2 0 0
∂6

∂x6
2

∂4

∂x4
2
∆ ∂4

∂x2
2∂t

2
∂2

∂t2∆ 0
∂8

∂x8
2

∂6

∂x6
2
∆ ∂6

∂x4
2∂t

2
∂4

∂x2
2∂t

2∆
∂4

∂t4

 (16)

и

Tbc =


∂2

∂x2
2
∆ ∂2

∂t2 0 0 0
∂4

∂x4
2
∆ ∂4

∂x2
2∂t

2
∂2

∂t2∆ 0 0
∂6

∂x6
2
∆ ∂8

∂x4
2∂t

2
∂4

∂x2
2∂t

2∆
∂4

∂t4 0
∂8

∂x8
2
∆ ∂6

∂x6
2∂t

2
∂6

∂x4
2∂t

2∆
∂6

∂x2
2∂t

4
∂4

∂t4∆

 , (17)

а также оператор Sp,q(A), выделяющий из матрицы A подматрицу, состоящую
из элементов, расположенных в первых p строках и в первых q столбцах. С
учетом введенных обозначений, уточненные граничные условия для n-ого
приближения (n = 0, 1, 2, 3) записываются в виде

Tr
(
BI

nR
(n)
bc

)
w − ∂

∂x1

(
Tr
(
CI

nR
(n)
bc

)
w
)
= 0,

∂

∂x1

(
Tr
(
BII

n R
(n)
bc

)
w − Tr

(
CII

n T
(n)
bc

)
w
)
= 0.

(18)

Уточненные граничные условия загруженного края имеют вид

Tr
(
BI

nR
(n)
bc

)
w − ∂

∂x1

(
Tr
(
CI

nR
(n)
bc

)
w
)
= Mg(x2, t),

∂

∂x1

(
Tr
(
BII

n R
(n)
bc

)
w − Tr

(
CII

n T
(n)
bc

)
w
)
= Ng(x2, t),

(19)

где Mg(x2, t), Ng(x2, t) – уточненные выражения для нагрузок, которые в
случае, когда на краю пластины приложен скручивающий момент, имеют
вид

Mg = −k2b
2

(
κ0

∂H0

∂x2
+ j1(κ1,0 + νκ1,1)

∂3H0

∂x32

)
,

Ng = −k2b
2

(
∂H0

∂x2
+ j1

12− ν

15

∂3H0

∂x32

)
,

κ0 = 1.26049775, κ1,0 = 0.76648688, κ1,1 = −0.08732051.

(20)
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Раскрывая след произведения матриц в (18), нетрудно убедиться, что они
соответствуют уточненным граничным условиям, построенным в [3].

В третьем разделе выводится дисперсионное уравнение изгибной кра-
евой волны и исследуется погрешность его решения по сравнению с трехмер-
ной теорией. Прогиб пластины ищется виде гармонической волны [7], распро-
страняющейся в направлении оси x2 и затухающей при x1 → ∞. Строится
общее решение уравнения (8) в виде

w = (C1e
r1x1 + C2e

r2x1) ei(ωt−γx2). (21)

где C1, C2 — константы, ω — круговая частота, γ — волновое число.
В результате подстановки (21) в граничные условия (18) получено дис-

персионное уравнение[
Tr
(
BI

nR
(n)
1

)
− r1Tr

(
CI

nR
(n)
1

)] [
r2Tr

(
BII

n R
(n)
2

)
− Tr

(
CII

n T
(n)
2

)]
−

−
[
r1Tr

(
BII

n R
(n)
1

)
− Tr

(
CII

n T
(n)
1

)] [
Tr
(
BI

nR
(n)
2

)
− r2Tr

(
CI

nR
(n)
2

)]
= 0,

(22)
где матрицы R

(n)
j и T

(n)
j получаются из операторных матриц (16) и (17) в

процессе подстановки в них (21).

Рисунок 1 − Сравнение дисперсионных характеристик, полученных с
использованием классической теории изгиба пластин, уточненной теории

изгиба пластин с уточненными граничными условиями и трехмерной теории
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Уравнение (22) решается численно в программном пакете MathCad [8].
При этом матричная форма записи граничных условий значительно облег-
чает составление программы, поскольку позволяет использовать стандарт-
ные процедуры умножения матриц и вычисления следа матрицы. На ри-
сунке 1 приведено сравнение дисперсионной кривой, являющейся решени-
ем уравнения (22), с решением трехмерной задачи, полученным численно-
аналитическим методом, описанным в работах [9]. Классическая теория Кирх-
гофа (рисунки 1,а,б) описывает нулевой член асимптотического приближения
дисперсионной кривой при γ → 0, ω → 0. Первое приближение (рисунок
1,в), описывает следующий член, третье приближение (рисунок 1,г) позво-
ляет получить практически точное совпадение с трехмерным решением. В
работе представлены графики, показывающие, что применение уточненного
уравнения с классическими граничными условиями недостаточно для точно-
го описания изгибной краевой волны.

В четвертом разделе получено решение нестационарной задачи о воз-
буждении изгибных волн скручивающим моментом, приложенным на краю
x1 = 0 в момент времени t = 0. Для решения задачи применяются интеграль-
ные преобразования Лапласа по времени и Фурье по координате x2 [10]. Об-
ращение решения в изображениях выполняется для скорости поворота нор-
мального элемента на торце пластины θ(x2, t).

Рисунок 2 − Сравнение результатов для вклада краевой волны,
полученных по трехмерной теории и по различным приближениям теории

изгиба пластин для частоты 50 кГц
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При обращении преобразования Фурье применяется контурное интегрирова-
ние. В результате получено решение, состоящее из двух слагаемых: функция
θE(x2, t) определяет вклад изгибной краевой волны в волновое поле, которое
возникает при действии краевой нагрузки, а функция θΓ(x2, t), соответствую-
щая интегралам по берегам разрезов, определяет вклад изгибной волны Лэм-
ба и затухающих погранслоев в окрестности области приложения нагрузки.

В пятом разделе приведены численные результаты. При выполнении
численных расчетов были выбраны параметры задачи, соответствующие име-
ющимся данным экспериментального исследования краевых волн в алюмини-
евой пластине с размерами 600×400×4.97 мм3. Упругие волны возбуждались
с помощью пьезоупругого актуатора с размерами 30×5×0.25 мм3, приклеен-
ного к поверхности пластины вблизи края. В экспериментах был использован
оптический виброметр с лазерным источником излучения (Polytec PSV-500-
HV). Линии сканирования располагались на торце пластины. По данным, из-
меренным виброметром, определялись экспериментальные зависимости θ(t)

для каждой из трех линий.

Рисунок 3 − Сравнение полного решения и вклада краевой волны с
экспериментальными данными
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Действие актуатора моделировалось скручивающим моментом, прило-
женным на торце пластины. На рисунке 2 вклад краевой волны θE(x2, t) на
частоте 50 кГц, для которой имеются экспериментальные данные, сравнива-
ется с решением трехмерной задачи теории упругости для этой же величины,
полученным численно-аналитическим методом, описанным в [9]. Здесь и да-
лее на рисунках представлена величина θE(x2, t)·104. Как видно из рисунка 2,
на данной частоте классическая теория неприменима, однако третье прибли-
жение обеспечивает хорошее совпадение с трехмерной теорией. На рисунке 3
представлено сравнение полного решения и вклада краевой волны с экспери-
ментальными данными. В первых двух точках наблюдается хорошее соответ-
ствие между полным решением и экспериментом. Также можно видеть, что
в третьей точке полное решение в основном определяется вкладном краевой
волны. Увеличение экспериментальной амплитуды в третьей точке измере-
ния, по-видимому, связано с влиянием неактивного актуатора, изменяющего
упругие свойства в области, по которой идет волна.

Заключение
В данной работе предложена более удобная для проведения выкладок

матричная форма записи асимптотически корректных уточненных гранич-
ных условий и исследована возможность их применения при описании изгиб-
ных волн в пластинах. Получено решение нестационарной задачи о действии
скручивающего момента, приложенного на краю пластины. Сравнение с ре-
шением трехмерной задачи показало, что использование уточненного урав-
нения с уточненными граничными условиями в третьем приближении поз-
воляет использовать двумерную теорию в диапазоне частот приблизитель-
но в десять раз шире, чем область применения классической теории изгиба
пластин Кирхгофа. Построенные в данной работе графики для различных
частот позволяют выбрать порядок приближения, необходимый для получе-
ния решения с необходимой для практических целей точностью. В частности,
для описания изгибной краевой волны в пластине толщиной 5 мм на частоте
50 кГц следует использовать уточненною теорию изгиба пластин в третьем
приближении. Также в работе показано, что вблизи области приложения на-
грузки следует использовать полное решение нестационарной задачи, а на
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расстоянии более пяти длин волн можно ограничится рассмотрением вклада
краевой волны.

Автор выражает благодарность сотрудникам Института математики,
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