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Ââåäåíèå. Áóðíîå ðàçâèòèå òåîðèè ôðåéìîâ íà÷àëîñü â êîíöå 80-õ ãîäîâ âå-

êà â ñâÿçè ñ âîçíèêíîâåíèåì è ðàçâèòèåì òåîðèè âåéâëåòîâ. Èíòåðåñ ê ôðåé-

ìàì ñâÿçàí ñ òåì, ÷òî â îòëè÷èè îò êëàññè÷åñêîãî áàçèñà â îïðåäåëåíèè ôðåé-

ìà îòñóòñòâóåò òðåáîâàíèå ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè, ÷òî ïîçâîëÿåò ñòðîèòü

ôðåéìû ñêîëü óãîäíî áîëüøîãî îáúåìà. Òåì íå ìåíåå, îêàçàëîñü âåðíûì òî,

÷òî ëþáîé ýëåìåíò ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà ìîæíî ðàçëîæèòü ïî ôðåéìó,

ïðè÷åì íå åäèíñòâåííûì îáðàçîì. Òàêèå ïðåäñòàâëåíèÿ èìåþò îïðåäåëåííóþ

öåííîñòü äëÿ ìíîãèõ ïðèêëàäíûõ âîïðîñîâ, òàê êàê ñâîéñòâî èçáûòî÷íîñòè

ôðåéìà ïîçâîëÿåò âîññòàíîâèòü èñõîäíûé ñèãíàë, äàæå åñëè ïðè ïåðåäà÷è ïî

ñåòè íåêîòîðûå èç åãî êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ ïî ôðåéìó áûëè ïîòåðÿ-

íû. Êðîìå òîãî ôðåéìû íàõîäÿò øèðîêîå ïðèìåíåíèå â öèôðîâîé îáðàáîòêå

ñèãíàëîâ, ñæàòèè èíôîðìàöèè, óäàëåíèè ïîìåõ. Â êàæäîé èç ïåðå÷èñëåííûõ

îáëàñòåé óäåëÿåòñÿ îñîáîå âíèìàíèå ôðåéìà ñïåöèàëüíîãî âèäà, â òîì ÷èñëå

è ðàâíîìåðíûì ôðåéìàì. Èñïîëüçîâàíèå òàêèõ ôðåéìîâ óïðîùàåò ìíîãèå

âû÷èñëèòåëüíûå ïðîöåäóðû.

Çàìåòêà À. È. Ìàëüöåâà 1947 ã. îïåðåäèëà âðåìÿ íà äåñÿòèëåòèÿ, îíà îêà-

çàëàñü ïðîïóùåííîé ñïåöèàëèñòàìè ïî òåîðèè Ôðåéìîâ, è èìåííî Àíàòîëèÿ

Èâàíîâè÷à Ìàëüöåâà ñëåäóåò ñ÷èòàòü àâòîðîì ïåðâîé â ìèðå êîíñòðóêöèè

ðàâíîìåðíîãî æåñòêîãî ôðåéìà â ïðîñòðàíñòâå Rd. Óïîìÿíóòàÿ çàìåòêà ðàñ-

ñìîòðåíà ñ ïîçèöèè ñîâðåìåííîé òåîðèè ôðåéìîâ â êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàí-

ñòâàõ.

Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû. Ðàññìîòðèì âàæíûå îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1.3. Ñåìåéñòâî âåêòîðîâ {φj}nj=1 íàçûâàåòñÿ ôðåéìîì ïðî-

ñòðàíñòâà Rd, åñëè ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû 0 < a ≤ b <∞ òàêèå, ÷òî äëÿ âñåõ

x ∈ Rd

a∥x∥2 ≤
n∑

j=1

|⟨x, φj⟩|2 ≤ b∥x∥2 .

Îïðåäåëåíèå 1.4. ×èñëà a è b íàçûâàþòñÿ ôðåéìîâûìè ãðàíèöàìè, îíè

îïðåäåëåíû íåîäíîçíà÷íî, îáû÷íî èìåþò ââèäó îïòèìàëüíûå ãðàíèöû, ò.å

ìèíèìóì b è ìàêñèìóì a.

Îïðåäåëåíèå 1.6. Ôðåéì íàçûâàåòñÿ:

a) æåñòêèì, åñëè a = b;
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b) ôðåéìîì Ïàðñåâàëÿ, åñëè a = b = 1;

c) ðàâíîìåðíûì, åñëè ñóùåñòâóåò c > 0 òàêîå, ÷òî ∥φj∥2 = c, j = 1, . . . , n.

Æåñòêèé ôðåéì äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà èç Rd â

ôîðìå, ìàêñèìàëüíî ïîõîæåé íà ïðåäñòàâëåíèå â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå.

Íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü æ¼ñòêèå ôðåéìû â êîíå÷íîìåðíûõ åâêëèäîâûõ

ïðîñòðàíñòâàõ, äëÿ êîòîðûõ ìû îïðåäåëèì åù¼ îäíó õàðàêòåðèñòèêó.

Îïðåäåëåíèå 1.7. Êîëè÷åñòâî âåêòîðîâ, ñîñòàâëÿþùèõ ôðåéì íàçûâàåòñÿ

îáúåìîì ôðåéìà.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ðèñóíêîì 1.1 ïîêàæåì ïðèìåð æåñòêèõ ôðåéìîâ.

Ðèñóíîê 1.1 � Æåñòêèå ôðåéìû n = 4, 5, . . . , 11 âåêòîðîâ èç R2

Îïðåäåëåíèå 1.8. Îïåðàòîð ñèíòåçà êîíå÷íîãî íàáîðà âåêòîðîâ {φj}nj=1

èç Rd îïðåäåëÿåòñÿ êàê:

Φ : Rn → Rd,Φx :=
n∑

j=1

x(j)φj, (1.1)

ãäå x(j) îáîçíà÷àåò j-þ êîîðäèíàòó x ∈ Rn.

Îïðåäåëåíèå 1.9. Ñîïðÿæåííûì ê îïåðàòîðó ñèíòåçà ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîð

àíàëèçà Φ∗ : Rd → Rn, îïðåäåëÿåìûé êàê:

(Φ∗y)(j) = ⟨φj, y⟩, j = 1, . . . , n. (1.2)
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Ïðè ðàáîòå ñ æåñòêèìè ôðåéìàìè íàì ïîíàäîáèòñÿ èõ ýêâèâàëåíòíîå

îïðåäåëåíèå, êîòîðîå â ëèòåðàòóðå èíîãäà íàçûâàåòñÿ ñâîéñòâîì ðàçëîæè-

ìîñòè.

Îïðåäåëåíèå 1.10. Ïóñòü V - n-ìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî. Ñèñòåìà

íåíóëåâûõ âåêòîðîâ

Φ = {vj, j = 1, . . . , l}

èç V îáðàçóåò æåñòêèé ôðåéì ñ ãðàíèöåé λ ∈ R, λ > 0, åñëè äëÿ ëþáîãî

âåêòîðà v ∈ V âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî:

l∑
j=1

(v, vj)vj = λ · v. (1.3)

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî àíàëîãè÷íîå ñâîéñòâî ñïðàâåäëèâî è äëÿ ãèëüáåðòîâûõ

ïðîñòðàíñòâ. Ïîñêîëüêó ðàçëîæåíèå (1.3) ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîãî âåêòîðà

v ∈ V , òî ôðåéì êàê ñèñòåìà âåêòîðà èìååò ðàíã n, îòêóäà ñëåäóåò íåðàâåí-

ñòâî äëÿ îáúåìà l ≥ n. Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ðàâåíñòâî l = n âîçìîæíî

ëèøü â òîì ñëó÷àå, êîãäà ñèñòåìà Φ ñîñòîèò èç îðòîãîíàëüíûõ âåêòîðîâ îäè-

íàêîâîé äëèíû
√
λ, äëÿ ýòîãî â ðàâåíñòâå (1.3) äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü v = vj

è èñïîëüçîâàòü åäèíñòâåííîñòü ðàçëîæåíèÿ ïî áàçèñó. Òàêèì îáðàçîì, ðà-

âåíñòâî l = n îòâå÷àåò âåñüìà ÷àñòíîìó ñëó÷àþ ôðåéìà, à îáùèé ñëó÷àþ

ñîîòâåòñòâóåò íåðàâåíòñâó l > n.1

Ëåììà 1.1.ÏóñòüG = {gji , 1 ≤ i, j ≤ n} - ìàòðèöà Ãðàìà äëÿ áàçèñà {φj}nj=1,

gji = (φi, φj). Òîãäà ñèñòåìà

{φ1, . . . , φn, ψ1, . . . , ψm}

îáðàçóåò æåñòêèé ôðåéì ñ ãðàíèöåé λ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìàòðèöû

A è G óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ:

1Íîâèêîâ Ñ.ß. Ìàòðèöû îïåðàòîðîâ ñèíòåçà ðàâíîìåðíîãî æåñòêîãî ôðåéìà ñ ïîëíûì ñïàðêîì â Rd

/ C.ß. Íîâèêîâ, Ä.À. Ðîãà÷. - Ñàðàòîâ: Íàó÷íàÿ êíèãà, 2020. - 281 - 283 ñ.
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(A · AT + E) ·G = λ · E ⇔ A · AT = λ ·G−1 − E, (1.4)

ãäå AT - òðàíñïîíèðîâàííàÿ ìàòðèöà A.

Ïðèìåð 1.1. Ïóñòü E = {e1, . . . , en} - îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ïðîñòðàí-

ñòâà V , à ñèñòåìà {v1, . . . , vl}, l > n, îáðàçóåò æåñòêèé ôðåéì ñ ãðàíèöåé µ.

Òîãäà áàçèñ E ìîæíî äîïîëíèòü äî æåñòêîãî ôðåéìà ñ ãðàíèöåé λ = µ + 1

êàê ìèíèìóì äâóìÿ ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè:

1) {e1, . . . , en, v1, . . . , vl},
2) {e1, . . . , en,

√
µe1, . . . ,

√
µen}.

Îïðåäåëåíèå 1.11. Ñèñòåìà âåêòîðîâ {x1, . . . , xm} â Rn íàçûâàåòñÿ ôðåé-

ìîì Ïàðñåâàëÿ, åñëè:

m∑
k=1

[⟨x, xk⟩]2 = ∥x∥2 ∀x ∈ Rn. (1.6)

Ïðåäëîæåíèå 1.1. Ñèñòåìà {y1, . . . , ym} ÿâëÿåòñÿ ôðåéìîì Ïàðñåâàëÿ â

Rm−n, ïðè ýòîì âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ:

∥xk∥2 + ∥yk∥2 = 1, (1.10)

⟨xk, xs⟩+ ⟨yk, ys⟩ = 0; k ̸= s. (1.11)

Îïðåäåëåíèå 1.12.Ïîñòîåííûé ôðåéì {y1, ..., ym} íàçûâàåòñÿ äîïîëíèòåëü-
íûì ôðåéìîì Ïàðñåâàëÿ. Îí îáëàäàåò õàðàêòåðíûì ñâîéñòâîì:

⟨yk, ys⟩ = −⟨xk, xs⟩ = 0; k ̸= s. (1.12)
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Ïóñòü Hn - ýòî ëèáî âåùåñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî Rn, ëèáî êîìïëåêñíîå

ïðîñòðàíñòâî Cn.

Îïðåäåëåíèå 1.13. Ñèñòåìà âåêòîðîâ {φ1, . . . , φm} èç Hn íàçûâàåòñÿ ðàâ-

íîóãîëüíûì æåñòêèì ôðåéìîì, åñëè:

1)|φk∥ = 1, k ∈ 1 : m

2)|⟨φk, φs⟩| = c, k ̸= s.

3)
m∑
k=1

[⟨x, φk⟩]2 = A∥x∥2 ∀x ∈ Rn,

ãäå c è A - íåêîòîðûå êîíñòàíòû.

Íàñ èíòåðåñóåò ñëó÷àé m ≥ n. Ïðè m = n ëþáîé îðòîíîðìèðîâàííûé

áàçèñ â Hn îáðàçóåò ðàâíîóãîëüíóþ ñèñòåìó, ó êîòîðîé c = 0.

Â ñèëó íîðìèðîâàííîñòè âåêòîðîâ, âõîäÿùèõ â ðàâíîóãîëüíóþ ñèñòåìó,

äëÿ êîíñòàíòû c âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî c ≥ 1. Ïðè c < 1 êîëè÷åñòâî

ýëåìåíòîâ m ðàâíîóãîëüíîé ñèñòåìû íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà n(n + 1)/2 â âå-

ùåñòâåííîì ñëó÷àå (Hn = Rn) è ÷èñëà n2 â êîìïëåêñíîì ñëó÷àå (Hn = Cn).2

Îïðåäåëåíèå 1.14. Æåñòêèé ôðåéì, ñîñòîÿùèé èç åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ,

õàðàêòåðèçóåòñÿ ðàâåíñòâîì:

P (Φ) =
m2

n
. (1.13)

Òåîðåìà 1.2. Ðàâíîóãîëüíàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ æåñòêèì ôðåéìîì òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà

c =

√
m− n

n(m− 1)
. (1.14)

Ñëåäñòâèå 1.1. Ïðè m = n ðàâíîóãîëüíàÿ ñèñòåìà Φ = {φ1, . . . , φn} áóäåò

æåñòêèì ôðåéìîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà c = 0, ò.å êîãäà Φ - îðòîíîð-

ìèðîâàííûé áàçèñ â Hn.

2ÔàðêîâÞ.À. Ôðåéìû Ïàðñåâàëÿ è äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Óîëíà / Þ.À. Ôàðêîâ, Ì.Ã. Ðîáàêèäçå.
- Ì: Ìàòåìàòè÷åñêèå çàìåòêè, 2019. - 457 - 469 ñ.
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Ïðèìåð 1.3. Ïðè m = n+1 ïðèìåðîì ðàâíîóãîëüíîé ñèñòåìû ÿâëÿþùèéñÿ

æåñòêèì ôðåéìîì, ñëóæèò ñèñòåìà Ìåðñåäåñ-Áåíö {bn1 , . . . , bnn+1}, ó êîòîðîé

⟨bnk , bns ⟩ = −1

n
; k ̸= s.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè èç ñèñòåìû Ìåðñåäåñ-Áåíö óäàëèòü îäèí ýëåìåíò, òî îñòàâ-

øàÿñÿ ñèñòåìà, íå òåðÿÿ ñâîéñòâà ðàâíîóãîëüíîñòè è âåëè÷èíû c, óæå íå áóäåò

æåñòêèì ôðåéìîì.

Òåîðåìà 1.3. Ïóñòü {φ1, . . . , φm},m ≥ n - ðàâíîóãîëüíàÿ ñèñòåìà â Rn è

c ∈ [0, 1). Òîãäà:

m ≤ n(n+ 1)

2
. (1.18)

Òåîðåìà 1.4. Ïóñòü {φ1, . . . , φm}, m ≥ n - ðàâíîóãîëüíàÿ ñèñòåìà â Cn è

c ∈ [0, 1). Òîãäà:

m ≤ n2. (1.22)

Ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ äîïîëíèòåëüíîãî ôðåéìà ìîæíî êîíêðåòèçèðîâàòü

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1. Ââåäåì íîðìèðîâàííûå âåêòîðû-ñòðîêè:

si =

√
n

m
γi, i ∈ 1 : n, (∥si∥ = 1).

2. Äîïîëíèì ñèñòåìó {s1, . . . , sn} ñòðîêè sn+1, . . . , sm äî îðòîíîðìèðîâàííîãî

áàçèñà ïðîñòðàíñòâà Rm. Èç ñòðîê si = (si1, si2, . . . , sim), i ∈ 1 : m, ñîñòàâèì

ìàòðèöó S. Êðîìå òîãî, âûïîëíåíî ðàâåíñòâî STS = Im, êîòîðîå îçíà÷àåò,

÷òî ñòîëáöû ìàòðèöû S òàêæå îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó. Ñòîë-

áåö S ñ íîìåðîì k ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:
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[
xk

yk

]
, xk ∈ Rn, yk ∈ Rm−n.

Óñëîâèå îðòîíîðìèðîâàííîñòè çàïèñûâàåòñÿ òàê:

∥xk∥2 + ∥yk∥2 = 1, k ∈ 1 : m;

⟨xk, xj⟩+ ⟨yk, yj⟩ = 0, k ̸= j.

3. Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.1 ñèñòåìà {y1, ..., ym} ÿâëÿåòñÿ æåñòêèì ôðåéìîì â

Rm−n, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ äîïîëíèòåëüíûì ê ôðåéìó {x1, ..., xm}.
Ïî ïîñòðîåíèþ

xk =

√
n

m
φk, ∥xk∥ =

√
n

m
, k ∈ 1 : m.

Îòñþäà è èç óñëîâèÿ îðòîíîðìèðîâàííîñòè ñëåäóåò, ÷òî

∥yk∥ =
√

1− ∥xk∥2 =
√
m− n

m
, k ∈ 1 : m.

Íîðìèðîâàííûå âåêòîðû ψk =
√

m
m−nyk, k ∈ 1 : m, îáðàçóåò äîïîëíèòåëüíûé

ðàâíîóãîëüíûé æåñòêèé ôðåéì.

Ââåäåì ñèììåòðè÷íóþ ìàòðèöó ðàçìåðà m×m:

Q[i, k] =

0, i = k,

sign⟨φi, φk⟩, i ̸= k,

êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ êîíôåðåíö-ìàòðèöåé.3

Òåîðåìà 2.1. Â ïðîñòðàíñòâå Rd ñóùåñòâóåò ôðåéì Ïàðñåâàëÿ {φj}nj=1 ñ

îäèíàêîâûìè íîðìàìè äëÿ ëþáîãî n ≥ d.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ïóñòü Xn
d = {xj}dj=1 - íàáîð âåêòîðîâ èç Rd òàêîé, ÷òî

∥xj∥ = 1 äëÿ ëþáîãî j. Ìàêñèìàëüíóþ êîððåëÿöèþ â Rd îáîçíà÷èì d∞(Xn
d )

è îïðåäåëèì êàê

3Ìàêñèìåíêî Â.Â. Ïîñòðîåíèå ðàâíîóãîëüíûõ æåñòêèõ ôðåéìîâ / Â.Â. Ìàêñèìåíêî - Òåêñò: Ìîëîäîé
ó÷åíûé, 2010. - 15 - 19 ñ.
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d∞(Xn
d ) = max

j ̸=p
|<xj, xp>|.

Îïðåäåëåíèå 2.2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Φn
d = {φj}nj=1 èç Rd òàêóþ, ÷òî

∥xj∥ = 1 äëÿ ëþáîãî j íàçîâåì (n, d) - ôðåéìîì Ãðàññìàíà, åñëè îíà ÿâ-

ëÿåòñÿ ôðåéìîì è âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî:

d∞(Φn
d) = inf d∞(Xn

d ),

ãäå èíôèíèóì áåðåòñÿ ïî âñåì íàáîðàì èç d åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ.

Îïðåäåëåíèå 2.3.Íàáîð íîðìèðîâàííûõ âåêòîðîâXn
d = {xj}dj=1 íàçûâàåòñÿ

ðàâíîóãîëüíûì, åñëè ñóùåñòâóåò ÷èñëî α ∈ [0, 1] òàêîå, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ

ðàâåíñòâî |<xj, xp>| = α äëÿ j ̸= p.

Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü Xn
d = {xj}dj=1 - íàáîð íîðìèðîâàííûõ âåêòîðîâ ïðî-

ñòðàíñòâà Rd è ïóñòü d0 = dim(span(Xn
d )). Òîãäà ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

d∞(Xn
d ) ≥

√
n− d0
d0(n− 1)

,

ïðè÷åì ðàâåíñòâî â óêàçàííîì íåðàâåíñòâå èìååò ìåñòî òîãäà òîëüêî òîãäà,

êîãäà ñïðàâåäëèâû äâà ñëåäóþùèõ óñëîâèÿ:

1) íàáîð âåêòîðîâ (Xn
d ) - ðàâíîóãîëüíûé;

2) íàáîð âåêòîðîâ (Xn
d ) - æåñòêèé ôðåéì ñ ãðàíèöåé a = b = n

d0
.

Êðîìå òîãî, åñëè n > d(d+1)
2 , òî Xn

d íå ìîæåò áûòü ðàâíîóãîëüíûì è,

ñëåäîâàòåëüíî, ðàâåíñòâî â ðàññìàòðèâàåìîì íåðàâåíñòâå íåâîçìîæíî.

Ââåäåì ïîíÿòèå 2-ðàâíîìåðíîãî ôðåéìà, èñïîëüçóÿ ìíîæåñòâî ìàòðèö

Dm:

Îïðåäåëåíèå 2.5. Ìíîæåñòâî Dm - ýòî ìíîæåñòâî äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö,

êîòîðûå èìåþò m-äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ ðàâíûõ 1 è îñòàëüíûå m − N

ýëåìåíòîâ ðàâíû íóëþ.

Îïðåäåëåíèå 2.6. Ôðåéì Φn
d íàçûâàåòñÿ 2-ðàâíîìåðíûì, åñëè Φn

d - ôðåéì

Ïàðñåâàëÿ ñ îäèíàêîâûìè íîðìàìè è ∥ΦDΦ∗∥ ðàâíî êîíñòàíòå äëÿ ëþáîé

äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû D ∈ D2.

Òåîðåìà 2.3. Ôðåéì Ïàðñåâàëÿ Φn
d ÿâëÿåòñÿ 2-ðàâíîìåðíûì òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà |<φj, φp>| = Cn,d äëÿ ëþáîãî j è p, è

9



Cn,d =

√
d(n− d)

n2(n− 1)
.

Ðåçóëüòàò ðàáîòû Ì. À. Íàéìàðêà îêàçàëñÿ îñíîâîé äëÿ ÷èñëåííûõ êîí-

ñòðóêöèé ôðåéìîâ óïîìèíàåòñÿ â ðàçëè÷íûõ ñòàòüÿõ, ïîñâÿùåííûõ ôðåéìàì

è èõ ïðèëîæåíèÿì.

Òåîðåìà 2.4. Åñëè Φ = {φj}nj=1 - ôðåéì Ïàðñåâàëÿ â Rd, òî ñóùåñòâóåò

îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ {bj}nj=1 ïðîñòðàíñòâà Rn òàêîé, ÷òî φj = PRdbj

äëÿ âñåõ j, ãäå PRd îáîçíà÷àåò îðòîãîíàëüíûé ïðîåêòîð èç ïðîñòðàíñòâà Rn

íà Rd.

Òåîðåìà 2.5. Åñëè {bj}nj=1 - îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â Rn, òî

Φ = {PRdbj}nj=1 ÿâëÿåòñÿ ôðåéìîì Ïàðñåâàëÿ â Rd , çäåñü PRd - îðòîãîíàëü-

íûé ïðîåêòîð â Rn íà Rd.

Òåîðåìà 2.6. Ïóñòü {φj}nj=1 - ôðåéì â Rd. Òîãäà êîîðäèíàòû âåêòîðîâ φj

ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ïåðâûå d êîîðäèíàò âåêòîðîâ â Rn, êîòîðûå îá-

ðàçóþò â Rn. Åñëè {φj}nj=1 - æåñòêèé ôðåéì, òî êîîðäèíàòû âåêòîðîâ φj

ÿâëÿþòñÿ ïåðâûìè d êîîðäèíàòàìè íåêîòîðûõ âåêòîðîâ, êîòîðûå îáðàçóþò

îðòîãîíàëüíûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà Rn.4

Îïðåäåëåíèå 2.7. Ìàòðèöà, ñòðîêè êîòîðîé, êàê âåêòîðû åâêëèäîâà ïðî-

ñòðàíñòâà, îðòîãîíàëüíû è èìåþò åäèíè÷íóþ äëèíó, à ñòîáëöû ýòîé ìàòðèöû,

êàê âåêòîðû, èìåþò îäèíàêîâóþ äëèíó íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé Ìàëüöåâà.

Ëåììà 2.1. Ïóñòü {φj}nj=1 - a-æåñòêèé ôðåéì Rd, d < n. Òîãäà ìàòðèöåé îð-

òîãîíàëüíîãî ïðîåêòîðà íà d-ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî Rn ÿâëÿåòñÿ n-ìåðíàÿ

ìàòðèöà (1/a)Φ∗Φ.

Òåîðåìà 2.7. Êàæäûé a-æåñòêèé ôðåéì {φj}nj=1 â Rd èìååò äîïîëíèòåëüíûé

ïî Íàéìàðêó ôðåéì {ψj}nj=1 ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. {ψj}nj=1 ÿâëÿåòñÿ a-æåñòêèé ôðåéì äëÿ R(n−d) ;

2. ìàòðèöà Ãðàìà Ψ∗Ψ = aIRn − Φ∗Φ ;

3. ΦΨ∗ = 0.

Îïðåäåëåíèå 2.8. Ñïàðêîì (d× n)-ìàòðèöû Φ íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøåå êî-

ëè÷åñòâî ëèíåéíî çàâèñèìûõ ñòîëáöîâ Φ.

4Äðàáêîâà Å.Ñ. Îáúåì ôðåéìà Ïàðñåâàëÿ / Å.Ñ. Äðàáêîâà, C.ß. Íîâèêîâ. - Ñàìàðà: Åñòåñòâåííî íà-
ó÷íàÿ ñåðèÿ, 2007. - 91 - 106 ñ.
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Ïðåäëîæåíèå 2.1. Â ðàâíîìåðíîì æåñòêîì ôðåéìå Ìàëüöåâà ñ n ≥ 4 ñó-

ùåñòâóþò 4 ëèíåéíî çàâèñèìûõ âåêòîðà.

Ïðåäëîæåíèå 2.2. Æåñòêèé ôðåéì Ìàëüöåâà ìîæåò áûòü ôðåéìîì ñ ïîë-

íûì ñïàðêîì, òîëüêî ïðè óñëîâèè spark(Φ) = d+ 1 ≤ 4.5

Çàêëþ÷åíèå. Â äàííîé ðàáîòå áûëè èçëîæåíû îñíîâíûå ïîíÿòèÿ ñâÿçàííûå

ñ æåñòêèìè ôðåéìàìè, à òàêæå ñïîñîáû èõ ïîñòðîåíèÿ. Áûëè ðàññìîòðå-

íû ðàâíîóãîëüíûå ñèñòåìû âåêòîðîâ è ïîñòðîåíèå äîïîëíèòåëüíûõ æåñòêèõ

ôðåéìîâ.

Äîñòîèíñòâàìè æåñòêèõ ôðåéìîâ ÿâëÿåòñÿ èõ øèðîêîå ïðèìåíåíèå â öèô-

ðîâîé îáðàáîòêå ñèãíàëîâ, ñæàòèè èíôîðìàöèè, óäàëåíèè ïîìåõ. Òàêæå èñ-

ïîëüçîâàíèå æåñòêèõ ôðåéìîâ ïîìîãàåò ïðè ðåøåíèè ìíîãèå âû÷èñëèòåëü-

íûå çàäà÷.

Áûëè îïèñàíû Ôðåéìû Ãðàññìàíà è ðàâíîìåðíûå ôðåéìû Ïàðñåâàëÿ â

ïðîñòðàíñòâå Rd. Òàêæå áûëà óïîìÿíóòà è äîêàçàíà òåîðåìà Íàéìàðêà.

Â õîäå âûïîëíåíèÿ ðàáîòû áûëè ðàññìîòðåíû ðàâíîìåðíûå æåñòêèå

ôðåéìû Ìàëüöåâà, òàêæå áûëà îïèñàíà ìàòðèöà Ìàëüöåâà. Áûë ïðèâåäåí

ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ ìàòðèöû Àäàìàðà ïî àëãîðèòìó Ìàëüöåâà. Ïîêàçàí àë-

ãîðèò ïîñòðîåíèÿ ðàâíîìåðíûõ æåñòêèõ ôðåéìîâ Ìàëüöåâà.

5Íîâèêîâ Ñ.ß. Ðàâíîìåðíûå æåñòêèå ôðåéìû Ìàëüöåâà / C.ß. Íîâèêîâ, Â.Â. Ñåâîñòüÿíîâà. - Ì: ÐÀÍ,
2022. - 162 - 174 ñ.
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