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Ââåäåíèå. Òåìà ¾Ïðîñòðàíñòâà ìàòðèö è âûïóêëûå ìíîãîãðàííèêè¿ ÿâëÿ-

åòñÿ àêòóàëüíîé è âàæíîé â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ íàóêè è òåõíèêè, òàêèõ êàê

ìàòåìàòèêà, ôèçèêà, èíæåíåðèÿ è êîìïüþòåðíûå íàóêè.

Â ìàòåìàòèêå è ôèçèêå ïåðìóòîýäðû èñïîëüçóþòñÿ äëÿ èçó÷åíèÿ ñèììåò-

ðèé è ãðóïï Ëè, à òàêæå äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ êâàíòîâûõ ñèñòåì è ñïåêòðîâ

îïåðàòîðîâ. Ïðîñòðàíñòâà ìàòðèö ÿâëÿþòñÿ îñíîâîé äëÿ èçó÷åíèÿ ëèíåéíûõ

ïðåîáðàçîâàíèé, îïòèìèçàöèè è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Îíè òàêæå

èñïîëüçóþòñÿ â òåîðèè ãðàôîâ, òåîðèè êîäèðîâàíèÿ è êðèïòîãðàôèè.

Â êîìïüþòåðíûõ íàóêàõ ïåðìóòîýäðû è àíàëèç òðåõäèàãîíàëüíûõ ìàò-

ðèö èñïîëüçóþòñÿ â ðàçðàáîòêå àëãîðèòìîâ è ìåòîäîâ îáðàáîòêè äàííûõ,

à òàêæå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ, âêëþ÷àÿ êëàññèôèêàöèþ,

êëàñòåðèçàöèþ, ðåãðåññèþ, ðàñïîçíàâàíèå îáðàçîâ è îáðàáîòêó èçîáðàæåíèé.

Öåëü äàííîé ðàáîòû - èçó÷èòü ïðîñòðàíñòâà ïåðìóòîýäðîâ è òð¼õäèàãî-

íàëüíûõ ìàòðèö, èññëåäîâàòü ñâÿçü ìåæäó ïðîñòðàíñòâàìè ìàòðèö è âûïóê-

ëûìè ìíîãîãðàííèêàìè, à òàêæå ðàññìîòðåòü ñâîéñòâà ýòèõ îáúåêòîâ è èõ

ïðèìåíåíèå â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ ìàòåìàòèêè è ïðèëîæåíèé. Â ðàáîòå áó-

äóò ðàññìîòðåíû îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è îïðåäåëåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ ýòèìè îáú-

åêòàìè, à òàêæå ïðåäñòàâëåíû îñíîâíûå ìåòîäû è àëãîðèòìû äëÿ ðàáîòû ñ

íèìè.

Ñòðóêòóðà ðàáîòû âêëþ÷àåò â ñåáÿ ñëåäóþùèå îñíîâíûå ýëåìåíòû: ââå-

äåíèå, îñíîâíàÿ ÷àñòü èç 4-õ ðàçäåëîâ, çàêëþ÷åíèå, ñïèñîê èñïîëüçîâàííûõ

èñòî÷íèêîâ, ïðèëîæåíèå.

Â ïåðâîì ðàçäåëå ðàáîòû ðàññìîòðåíî îïðåäåëåíèå ïåðìóòîýäðà è ïðî-

ñòðàíñòâî êâàäðàòíûõ ìàòðèö. Ïðèâåäåíû òåîðåìà Áèðêãîôà è âàæíàÿ òåî-

ðåìà Õîðíà-Øóðà, â êîòîðîé äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìíîæåñòâî äèàãîíàëåé ýðìè-

òîâûõ ìàòðèö ñîâïàäàåò ñ ïåðìóòîýäðîì ñîîòâåòñòâóþùåé ðàçìåðíîñòè.

Âî âòîðîì ðàçäåëå íà÷èíàåòñÿ èçó÷åíèå òðåõäèàãîíàëüíûõ ìàòðèö. Ðàñ-

ñìàòðèâàþòñÿ îñíîâíûå òåîðåòè÷åñêèå äàííûå î QR-ðàçëîæåíèè, êîòîðîå èñ-

ïîëüçóåòñÿ äëÿ àëãîðèòìîâ íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Äîêàçûâàåòñÿ

òåîðåìà Ìîçåðà, êîòîðàÿ ãëàñèò, ÷òî ïðîñòðàíñòâî òðåõäèàãîíàëüíûõ ìàòðèö

ãîìåîìîðôíî ïðîñòðàíñòâó äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë íà 1 ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè

è òåîðåìà Òîìåè, ÷òî ïðîñòðàíñòâî òðåõäèàãîíàëüíûõ ìàòðèö ãîìåîìîðôíî

è êîìáèíàòîðíî ýêâèâàëåíòíî ïåðìóòîýäðó íà 1 ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè. À òàê-
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æå ïðèâîäÿòñÿ äðóãèå âñïîìîãàòåëüíûå îïðåäåëåíèÿ, ëåììû è òåîðåìû.

Â òðåòüåì ðàçäåëå ðàáîòû ðàññìàòðèâàþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèå òðåõäèàãî-

íàëüíûå ìàòðèöû è èõ ñâÿçü ñ ïðîñòðàíñòâîì ïåðìóòîýäðîâ. Ââîäÿòñÿ ïîíÿ-

òèÿ ïðàâèëüíîãî ïåðìóòîýäðà, ñèìïëèöèàëüíîé ðåøåòêè, ðàçáèåíèÿ Âîðîíî-

ãî è äð. Ïðèâîäèòñÿ òåîðåìà Âàí-Ì¼ðáåêå, êîòîðàÿ óòâåðæäàåò, ÷òî íåêîòî-

ðîå îòîáðàæåíèå ðàññëàèâàåò ïðîñòðàíñòâî ïåðìóòîýäðîâ íà ñåìåéñòâî òîðîâ

íà 1 ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè.

Â çàêëþ÷èòåëüíîì ðàçäåëå ïðîèñõîäèò îçíàêîìëåíèå ñ äðóãèìè ïðîñòðàí-

ñòâàìè ìàòðèö.

Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû. Â ïåðâîì ðàçäåëå ðàáîòû, êîòîðûé íàçû-

âàåòñÿ ¾Òåîðåìà Õîðíà-Øóðà¿, ðàññìîòðåíû ñëåäóþùèå âàæíûå ñîñòàâëÿþ-

ùèå.

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ïóñòü b = (b1, . . . , bn) ∈ Rn � íàáîð ïîïàðíî ðàçëè÷-

íûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îíè óïîðÿäî÷åíû ïî âîçðàñòà-

íèþ: b1 < b2 < · · · < bn . Ðàññìîòðèì â Rn âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê

Peb = conv

{(
bσ(1), . . . , bσ(n)

)
| σ ∈

∑
n

}
.

Îí íàçûâàåòñÿ ïåðåñòàíîâî÷íûì ìíîãîãðàííèêîì èëè ïåðìóòîýäðîì.

Çàìå÷àíèå 1.2. Ïóñòü x1 ≤ · · · ≤ xn Òîãäà (x1, . . . , xn) ∈ Peb â òîì è

òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà âûïîëíåíà ñèñòåìà íåðàâåíñòâ

xn ≤ bn;

xn−1 + xn ≤ bn−1 + bn;

xn−2 + xn−1 + xn ≤ bn−2 + bn−1 + bn;

· · ·

x1 + x2 + · · ·+ xn = b1 + b2 + · · ·+ bn;

Ýòî ïîçâîëÿåò çàäàòü Peb ïðè ïîìîùè ñèñòåìû íåðàâåíñòâ.

Âèäíî, ÷òî dimPeb = n− 1, ïîñêîëüêó ïåðìóòîýäð ëåæèò â ãèïåðïëîñêî-

ñòè
∑

xi =
∑

bi = const. Êîìáèíàòîðíàÿ ñòðóêòóðà ýòîãî ìíîãîãðàííèêà íå

çàâèñèò îò âûáîðà b, ïîýòîìó ïåðìóòîýäð áóäåì îáîçíà÷àòü Pen−1.
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Ïðèìåð 1.2. Ðàññìîòðèì ïåðìóòîýäð Peb ïðè b = (1, 2, 3, 4), èçîáðàæåí-

íûé íà ðèñóíêå 2. Îí ñîñòîèò èç øåñòèóãîëüíèêîâ è ÷åòûð¼õóãîëüíèêîâ.

Ðèñóíîê 2 � Ïåðìóòîýäð Peb ïðè b = (1, 2, 3, 4)

Îïðåäåëåíèå 1.3. Âåùåñòâåííàÿ ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ äâàæäû ñòîõàñòè-

÷åñêîé, åñëè âñå å¼ ýëåìåíòû íåîòðèöàòåëüíû è ñóììû ýëåìåíòîâ â êàæäîé

ñòðîêå è â êàæäîì ñòîëáöå ðàâíû 1.

Òåîðåìà 1.1. (Áèðêãîôà) 1 Ìíîæåñòâî äâàæäû ñòîõàñòè÷åñêèõ ìàò-

ðèö ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé îáîëî÷êîé ïåðåñòàíîâî÷íûõ ìàòðèö, ïðè÷åì íè îäíà

èç ïåðåñòàíîâî÷íûõ ìàòðèö íå ëåæèò â âûïóêëîé îáîëî÷êå îñòàëüíûõ. Èíû-

ìè ñëîâàìè, ìíîæåñòâî DSn äâàæäû ñòîõàñòè÷åñêèõ ìàòðèö åñòü âûïóêëûé

ìíîãîãðàííèê ñ âåðøèíàìè Aσ äëÿ âñåâîçìîæíûõ ïåðåñòàíîâîê σ ∈
∑

n .

Îïðåäåëåíèå 1.5.Ìíîãîãðàííèê DSn âñåõ äâàæäû ñòîõàñòè÷åñêèõ ìàò-

ðèö íàçûâàåòñÿ ìíîãîãðàííèêîì Áèðêãîôà. Åãî ðàçìåðíîñòü dimDSn = (n−
1)2.

Òåîðåìà 1.2. (Õîðíà-Øóðà) Ìíîæåñòâî µ (Mλ(C)) äèàãîíàëåé ýðìè-

òîâûõ ìàòðèö ñî ñïåêòðîì λ, ñîâïàäàåò ñ ïåðìóòîýäðîì Peλ.

Âòîðîé ðàçäåë ðàáîòû ïîñâÿùåí èçó÷åíèþ òðåõäèàãîíàëüíûõ ìàòðèö.

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü A � ìàòðèöà ðàçìåðà m×n, ïðè÷åì m ≥ n. Ïðåäïî-

ëîæèì, ÷òî A èìååò ïîëíûé ñòîëáöåâîé ðàíã. Òîãäà ñóùåñòâóþò è åäèíñòâåí-

íû m× n-ìàòðèöà Q ñ îðòîíîðìèðîâàííûìè ñòîëáöàìè (òî åñòü QTQ = En)

è âåðõíåòðåóãîëüíàÿ n × n-ìàòðèöà R ñ ïîëîæèòåëüíûìè äèàãîíàëüíûìè

ýëåìàíòàìè rii, òàêèå, ÷òî A = QR.

1Â.Â.Ïðàñîëîâ, Çàäà÷è è òåîðåìû ëèíåéíîé àëãåáðû, Ìîñêâà 2008.
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Îïðåäåëåíèå 2.2. Âåùåñòâåííûå ìàòðèöû âèäà

A(a, b) =


a1 b1 0 · · · 0

b1 a2 b2 0
...

0 b2 a3
. . . 0

... 0 . . . . . . bn−1

0 · · · 0 bn−1 an−1


íàçûâàþòñÿ òðåõäèàãîíàëüíûìè (ñèììåòðè÷íûìè) ìàòðèöàìè.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ïîäìíîæåñòâà

TD>
n,λ = {A(a, b) ∈ TDn,λ | bi > 0 ∀ i = 1, . . . , n− 1}

TD≥
n,λ = {A(a, b) ∈ TDn,λ | bi ≥ 0 ∀ i = 1, . . . , n− 1} = TD>

n,λ.

Òåîðåìà 2.2. (Ìîçåðà) Ïðîñòðàíñòâî TD≥
n,λ ãîìåîìîðôíî Rn−1.

Ðàññìîòðèì êîìáèíàòîðíîå îïèñàíèå ïåðìóòîýäðà: Peb çàäàåòñÿ ðàâåí-

ñòâîì

x1 + · · ·+ xn = b1 + · · ·+ bn (2.1)

è íàáîðîì íåðàâåíñòâ:

xi ≤ bn;

xi + xj ≤ bn−1 + bn;

xi + xj + xk ≤ bn−2 + bn−1 + bn;

· · ·

x1 + · · ·+ x̂i + · · ·+ xn ≤ b2 + b3 + · · ·+ bn,

ãäå b1 < b2 < · · · < bn.

Ïåðâàÿ ñòðî÷êà íåðàâåíñòâ âûñåêàåò íà ãèïåðïëîñêîñòè (2.1) ñèìïëåêñ.

Ïîñëåäíÿÿ ñòðî÷êà îçíà÷àåò, ÷òî ó ñèìïëåêñà ñðåçàþòñÿ âåðøèíû. Ïðåäïî-

ñëåäíÿÿ ñòðî÷êà: ñðåç ð¼áåð, êîòîðûå áûëè ð¼áðàìè èñõîäíîãî ñèìïëåêñà, è

ò.ä. Îòñþäà ñëåäóåò

Ëåììà 2.2. Ìíîãîãðàííèê Pen−1 ïîëó÷àåòñÿ èç ñèìïëåêñà ∆n−1 ïîñëå-

äîâàòåëüíîé ñðåçêîé åãî ãðàíåé.
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Ïðåäëîæåíèå 2.1. Íàáîð ãèïåðãðàíåé FS1
, . . . , FSk

èìååò íåïóñòîå ïå-

ðåñå÷åíèå â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà ïîäìíîæåñòâà S1, . . . , Sk ⊂ [n]

ìîæíî ïåðåóïîðÿäî÷èòü òàê, ÷òîáû îíè îáðàçîâûâàëè öåïü

S1, . . . , Sk ⊂ [n]. (2.2)

Ïåðåñå÷åíèå FS1
∩ · · · ∩ FSk

ÿâëÿåòñÿ ãðàíüþ Pen−1 ðàçìåðíîñòè n− 1− k

Îïðåäåëåíèå 2.3. k-ìåðíûé ìíîãîãðàííèê íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì, åñëè

êàæäàÿ åãî âåðøèíà ñîäåðæèòñÿ ðîâíî â k ãèïåðãðàíÿõ (èëè, ÷òî ýêâèâà-

ëåíòíî, èç êàæäîé âåðøèíû âûõîäèò ðîâíî k ð¼áåð).

Çàìå÷àíèå 2.3. Ïåðìóòîýäð - ïðîñòîé ìíîãîãðàííèê.

Òåîðåìà 2.4. (Òîìåè) Ïðîñòðàíñòâî TD⩾
n,λ ãîìåîìîðôíî è êîìáèíàòîð-

íî ýêâèâàëåíòíî ïåðìóòîýäðó Pen−1.

Íà ðèñóíêå 4 ðàçîáðàíà ñòðóêòóðà ìíîãîîáðàçèÿ Òîìåè TDn,λ. ïðè n = 3,

êîòîðîå ñêëååíî èç 4-õ øåñòèóãîëüíèêîâ.

Ðèñóíîê 4 � Ñòðóêòóðà ìíîãîîáðàçèÿ Òîìåè
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Â òðåòüåì ðàçäåëå ðàáîòû, èññëåäóþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèå òðåõäèàãîíàëüíûå

ìàòðèöû è èõ ñâÿçü ñ ïðîñòðàíñòâîì ïåðìóòîýäðîâ.

Îïðåäåëåíèå 3.1. Ïåðìóòîýäð Peb, b = (b1, . . . , bn) íàçûâàåòñÿ ïðàâèëü-

íûì, åñëè ÷èñëà b1 < b2 < · · · < bn îáðàçóþò àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ.

Îïðåäåëåíèå 3.2. Ïóñòü M ⊂ Rk äèñêðåòíîå ìíîæåñòâî òî÷åê â åâêëè-

äîâîì ïðîñòðàíñòâå. Äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ M îïðåäåëèì ìíîæåñòâî

Cx = {y ∈ R | dist(y, x) ≤ dist(y, x′) ∀x′ ∈ M, x′ ̸= x} ,

íàçûâàåìîå êëåòêîé Âîðîíîãî. Âñå ïðîñòðàíñòâî îêàçûâàåòñÿ çàìîùåíî êëåò-

êàìè Âîðîíîãî

Rk =
⋃
x∈M

Cx

Òàêîå ðàçáèåíèå íàçûâàåòñÿ ðàçáèåíèåì Âîðîíîãî.

Îïðåäåëåíèå 3.3. Ðåøåòêîé â Rk íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî âèäà

M = {α1v1 + · · ·+ αsvs | αi ∈ Z} ,

ãäå v1, . . . , vs ∈ Rk ôèêñèðîâàííûé íàáîð ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ â

åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå, íàçûâàåìûé ïîðîæäàþùèìè ðåøåòêè. Åñëè s = k,

òî ðåøåòêà íàçûâàåòñÿ êîêîìïàêòíîé.

Îïðåäåëåíèå 3.5. Ïðàâèëüíîé ñèìïëèöèàëüíîé ðåøåòêîé N ⊂ Rn−1 áó-

äåì íàçûâàòü êîêîìïàêòíóþ ðåøåòêó, ïîðîæäåííóþ âåêòîðàìè v1, . . . , vn−1,

òàêèìè ÷òî

v1, . . . , vn−1, vn = −
n−1∑
i=1

vi

� ïðàâèëüíûé íàáîð.

Ïðè n = 3 (òî åñòü íà ïëîñêîñòè) ïîëó÷àåòñÿ ïðàâèëüíàÿ òðåóãîëüíàÿ

ðåøåòêà, èçîáðàæåííàÿ íà ðèñóíêå 5.
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Ðèñóíîê 5 � Ïðàâèëüíàÿ òðåóãîëüíàÿ ðåøåòêà è åå ðàçáèåíèå Âîðîíîãî

Ïðåäëîæåíèå 3.2. Êëåòêà Âîðîíîãî ïðàâèëüíîé ñèìïëèöèàëüíîé ðå-

øåòêè â Rn−1 � ýòî ïðàâèëüíûé ïåðìóòîýäð Pen−1.

Ïðèìåð 3.2. Ïóñòü v1, . . . , vn−1, vn = −
n−1∑
i=1

vi � ïðàâèëüíûé íàáîð âåêòî-

ðîâ, ïîðîæäàþùèé ïðàâèëüíóþ ñèìïëèöèàëüíóþ ðåøåòêó N ⊂ Rn−1. Ðàñ-

ñìîòðèì íàáîð

N̂ = {ωi = vi − vi+1 | i = 1, 2, . . . , n− 1} .

Òîãäà ïîëó÷èì, ÷òî òîð Rn−1/N̂ ðàçáèò íà n ïåðìóòîýäðîâ Pen−1. Ýòî

ðàçáèåíèå áóäåò íàçûâàòüñÿ çàìå÷àòåëüíûì ðàçáèåíèåì òîðà è îáîçíà÷àòüñÿ

WTn−1. Ðàññìîòðèì ïðèìåðû, ïðèâåäåííûå íà ðèñóíêàõ 7, 8.

Ðèñóíîê 7 � Çàìå÷àòåëüíîå è äâîéñòâåííîå ê íåìó ðàçáèåíèå WT2, n = 3
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Ðèñóíîê 8 � Çàìå÷àòåëüíîå ðàçáèåíèå WT3, n = 4

Òàêîå ðàçáèåíèå WTn−1 ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì è ìèíèìàëüíûì ïî ÷èñëó

ìàêñèìàëüíûõ êëåòîê.

Ó ðàçáèåíèÿ WT ∗
n−1 äâîéñòâåííîãî ê WTn−1 âñå êëåòêè ÿâëÿþòñÿ ñèì-

ïëåêñàìè. ÐàçáèåíèåWT ∗
n−1 ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì ïî ÷èñëó âåðøèí ñèìïëèöèàëüíî-

êëåòî÷íûì ðàçáèåíèåì òîðà.

Îïðåäåëåíèå 3.6.Ïåðèîäè÷åñêîé òðåõäèàãîíàëüíîé (ñèììåòðè÷íîé) ìàò-

ðèöåé íàçîâåì ìàòðèöó âèäà

L = L(a, b) =


a1 b1 bn

b1 a2 b2

b2 a3
. . .

. . . . . . bn−1

bn bn−1 an

 (3.1)

Áóäåì îáîçíà÷àòü bn+1 = bi, an+i = ai.

Ïðîñòðàíñòâî âñåõ ìàòðèö âèäà (3.1) èìåþùèõ ôèêñèðîâàííûé ñïåêòð

λ = (λ1 < · · · < λn),

áóäåì îáîçíà÷àòü PTDn,λ. Ðàññìîòðèì òîïîëîãèþ ýòîãî ïðîñòðàíñòâà. Äëÿ

ýòîãî ðàçîáüåì PTDn,λ íà çàìêíóòûå êóñêè, â çàâèñèìîñòè îò çíàêîâ âíåäèà-

ãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ bi. Ïóñòü ε = (ε1, . . . , εn) ∈ Zn
2 , εi = ±1, âåêòîð çíàêîâ.
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Ðàññìîòðèì ïîäìíîæåñòâî

PTDε
n,λ = {L(a, b) ∈ PTDn,λ | sgn(bi) ∈ εi, 0}

(òî åñòü äîïóñêàþòñÿ íåñòðîãèå íåðàâåíñòâà íà ýëåìåíòû bi).

Òåîðåìà 3.1. (Âàí Ì¼ðáåêå) 2 Îáðàç îòîáðàæåíèÿ p+ : PTD+
n,λ → R⩾0

ÿâëÿåòñÿ îòðåçêîì
[
0,

m

4

]
. Äëÿ ëþáîãî t ∈

(
0,

m

4

)
ìíîæåñòâî p−1

+ (t) åñòü

(n− 1)-ìåðíûé òîð, à p−1
+

(m
4

)
åñòü òîð ðàçìåðíîñòè n− 1− n−.

Àíàëîãè÷íî, îáðàçîì îòîáðàæåíèÿ p− : PTD+
n,λ → R≤ ÿâëÿåòñÿ îòðåçîê[

−M

4
, 0

]
. Äëÿ ëþáîãî t ∈

(
−M

4
, 0

)
ìíîæåñòâî p−1

− (t) åñòü (n − 1)-ìåðíûé

òîð, à p−1
−

(
−M

4

)
åñòü òîð ðàçìåðíîñòè n− 1− n+.

Òåîðåìà Âàí Ì¼ðáåêå ãëàñèò, ÷òî îòîáðàæåíèå p+ ðàññëàèâàåò PTD+
n,λ íà

ñåìåéñòâî òîðîâ T n−1, ïðè÷åì íàä êðàéíåé ïðàâîé òî÷êîé ó òîðà ñòÿãèâàåòñÿ

â òî÷êó n− êîîðäèíàòíûõ îêðóæíîñòåé. Ðàññìîòðèì êðàéíþþ ëåâóþ òî÷êó

îòðåçêà. Âñïîìíèì, ÷òî p+ ñîïîñòàâëÿåò ïåðèîäè÷åñêîé òðåõäèàãîíàëüíîé

ìàòðèöå ïðîèçâåäåíèå å¼ âíåäèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ. Çíà÷èò

p−1
+ (0) =

{
L(a, b) ∈ PTD+

n,λ |
n∏

i=1

bi = 0

}
.

Çàêëþ÷åíèå. Â çàêëþ÷åíèå õîòåëîñü áû ïîä÷åðêíóòü, ÷òî èçó÷åíèå ïðî-

ñòðàíñòâ ìàòðèö è ïåðìóòîýäðîâ ÿâëÿåòñÿ âàæíûì è àêòóàëüíûì íàïðàâ-

ëåíèåì èññëåäîâàíèé. Ðåçóëüòàòû äàííîé ðàáîòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû

â äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèÿõ â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ íàóêè è òåõíèêè, â òîì

÷èñëå â ìàòåìàòèêå, ôèçèêå, êîìïüþòåðíûõ íàóêàõ è ìíîãèõ äðóãèõ îáëà-

ñòÿõ.

2P. van Moerbeke, The Spectrum of Jacobi Matrices, Inventiones math. 37 (1976), 45-81.
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