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Ââåäåíèå

Íàñòîÿùàÿ áàêàëàâðñêàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ðåøåíèÿ ïðîñòåé-

øåé îáîáùåííîé íà÷àëüíî-ãðàíè÷íîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèé ãèïåðáîëè÷åñêî-

ãî òèïà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Ëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè ïðåä-

ñòàâëÿþò ñîáîé îäíó èç ñàìûõ îáøèðíûõ âåòâåé àíàëèçà. Èì ïîñâÿùåíî

áîëüøîå ÷èñëî ìîíîãðàôèé è ó÷åáíèêîâ è ïî÷òè íå ïîääàþùååñÿ ó÷åòó êî-

ëè÷åñòâî æóðíàëüíûõ ñòàòåé.

Àêòóàëüíîñòü òåìû çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îáîáùåííàÿ íà÷àëüíî-

ãðàíè÷íàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç íàèáîëåå ñèëüíûõ îáùåíèé êëàññè÷å-

ñêîé íà÷àëüíî ãðàíè÷íîé çàäà÷è. Âíåøíèé âèä å¼ òàêîé æå, êàê è ó êëàññè-

÷åñêîé çàäà÷è, íî ñìûñë óæå ñîâñåì äðóãîé. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ìíîãî ðàáîò

ïîñâÿùåííîå èçó÷åíèþ äàííîé çàäà÷è.

Êðóã âîïðîñîâ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè òåñíî ñâÿçàí ñ èçó÷åíèåì ðàçëè÷-

íûõ ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. Ñþäà îòíîñÿòñÿ ÿâëåíèÿ, èçó÷àåìûå â ãèäðîäè-

íàìèêå, òåîðèè óïðóãîñòè, ýëåêòðîäèíàìèêå è ò. ä. Âîçíèêàþùèå ïðè ýòîì

ìàòåìàòè÷åñêèå çàäà÷è ñîäåðæàò ìíîãî îáùèõ ýëåìåíòîâ è ñîñòàâëÿþò ïðåä-

ìåò ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè.

Öåëü áàêàëàâðñêîé ðàáîòû, äîêàçàòü åäèíñòâåííîñòü êëàññè÷åñêîãî ðåøå-

íèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è è âûâåñòè ôîðìóëó äëÿ îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ.

Áàêàëàâðñêàÿ ðàáîòà ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ïÿòè ðàçäåëîâ, çàêëþ÷åíèÿ è

ñïèñêà èñïîëüçóåìûõ èñòî÷íèêîâ.

Â ïåðâîì ðàçäåëå äà¼òñÿ ïîñòàíîâêà ðàññìàòðèâàåìîé íà÷àëüíî-

ãðàíè÷íîé çàäà÷è.

Âî âòîðîì ðàçäåëå ïðèâîäèòñÿ êðàòêàÿ èñòîðèÿ âîïðîñà è ðàññìàòðèâàå-

ìîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ çàäà÷è.

Â òðåòüåì ðàçäåëå äîêàçûâàþòñÿ òåîðåìà î ðàçëîæåíèè è òåîðåìà î åäèí-

ñòâåííîñòè êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ íà÷àëüíî-ãðàíè÷íîé çàäà÷è â âèäå ðÿäà.

Â ÷åòâåðòîì ðàçäåëå äà¼òñÿ îïðåäåëåíèå îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ íà÷àëüíî-

ãðàíè÷íîé çàäà÷è è âûâîäèòñÿ êîíå÷íàÿ ôîðìóëà äëÿ îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ.

Â ïÿòîì ðàçäåëå ïðèâåäåíà âèçóàëèçàöèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.

Â çàêëþ÷åíèè ñôîðìóëèðîâàíû îáùèå âûâîäû ïî áàêàëàâðñêîé ðàáîòå,

îòðàæåíû íàèáîëåå çíà÷èìûå ðåçóëüòàòû ïðîâåäåííîãî èññëåäîâàíèÿ.
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1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì îáîáùåííóþ íà÷àëüíî-ãðàíè÷íóþ çàäà÷ó:

∂2u

∂x2
+ p1

∂2u

∂x∂t
+ p2

∂2u

∂t2
= f(x, t), (1.1)

u(0, t) = 0 ux(1, t) = 0, (1.2)

u(x, 0) = φ(x),
∂u(x, 0)

∂t
= ψ(x), (1.3)

ãäå (x, t) ∈ Q, ãäå Q = [0, 1] × [0,+∞); p1, p2 ∈ R, ôóíêöèè φ, ψ, f êîì-

ïëåêñíîçíà÷íûå, φ, ψ ∈ L1[0, 1], f ∈ L1(QT ) äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî

T > 0, QT = [0, 1]× [0, T ] ïðè T > 0.

Çàäà÷à ñîñòîèò â íàõîæäåíèè êîíå÷íîé ôîðìóëû äëÿ îáîáùåííîãî ðåøå-

íèÿ çàäà÷è (1.1)-(1.3).

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî óðàâíåíèå (1.1) ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà, òî åñòü âû-

ïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå óñëîâèå:

p21 − 4p2 > 0, (1.4)

òî åñòü êîðíè ω1, ω2 õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

ω2 + p1ω + p2 = 0, (1.5)

ÿâëÿþòñÿ âåùåñòâåííûìè è ðàçëè÷íûìè.

Âîçìîæíû òîëüêî äâå ïðèíöèïèàëüíî ðàçíûå ñèòóàöèè

ω1 < 0 < ω2, (1.6)

0 < ω1 < ω2. (1.7)

Â ñëó÷àå (1.6) ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿð-

íîé ïî Áèðãõîôó, à â ñëó÷àå (1.7) íåðåãóëÿðíîé. Áûë ðàññìîòðåí òîëüêî

ñëó÷àé (1.6). Äàëåå èñïîëüçóåì îïðåäåëåíèÿ è ôàêòû èç [1] íå îãîâàðèâàÿ

îñîáî.
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2. Êðàòêàÿ èñòîðèÿ âîïðîñà

Âîññòàíîâèòü ïîëíóþ èñòîðèþ èññëåäîâàíèÿ íà÷àëüíî-ãðàíè÷íîé çàäà÷è

(1.1)-(1.3) äîâîëüíî òðóäíî, òàê êàê î÷åíü ìíîãî ìàòåìàòèêîâ ðàññìàòðèâàëè

òàêóþ çàäà÷ó íà ïðîòÿæåíèè äîëãîãî âðåìåíè ïîä ðàçíûìè óãëàìè çðåíèÿ è

èñïîëüçîâàëè ðàçíûå ìåòîäû.

Òåì íå ìåíåå, äëÿ ïîëíîòû êàðòèíû ïðèâåä¼ì íåêîòîðûå èñòîðè÷åñèå

ôàêòû, êîòîðûå â êàêîé-òî ìåðå áëèçêè ê îáñóæäàåìûì ïðîáëåìàì.

Óðàâíåíèå (1.1) ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé ïðîäîëüíî

äâèæóùåéñÿ êîíå÷íîé ñòðóíû. Òàêæå óðàâíåíèå àêòóàëüíû äëÿ ïðîèçâîä-

ñòâåííûõ ïðîöåññîâ, ñâÿçàííûõ ñ ïðîäîëüíûì äâèæåíèåì ìàòåðèàëîâ (íà-

ïðèìåð, áóìàæíîãî ïîëîòíà).

Èññëåäîâàíèÿ òàêèõ êîëåáàíèé íà÷àëîñü îêîëî 60 ëåò íàçàä â ðàáîòàõ

[2]-[4].

À.Ï. Õðîìîâ äîïîëíèë ðåçîëüâåíòíûé ìåòîä ïîäõîäîì, ñâÿçàííûì ñ ðàñ-

õîäÿùèìèñÿ ðÿäàìè ôîðìàëüíûõ ðåøåíèé. Ðàñõîäÿùèåñÿ ðÿäû ðàññìàòðè-

âàþòñÿ â ïîíèìàíèè Ë. Ýéëåðà [5]-[6], êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ îñíîâîïîëîæíèêîì

ñóììèðîâàíèÿ ðàñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ. Òàêîé ïîäõîä áûë ïåðâîíà÷àëüíî ðàñ-

ñìîòðåí â [7], à çàòåì ïîëó÷èë ðàçâèòèå â ðàáîòàõ [8]-[9]. Èíîãäà òàêîé ïîäõîä

íàçûâàþò àêñèîìàòè÷åñêèì.

Âàæíî òî, ÷òî ðåçîëüâåíòíûé ïîäõîä ïîçâîëèë ïðèâëå÷ü ðÿäû Ôóðüå ïî

òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìå âìåñòî ðÿäîâ ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì.

Äàëüíåéøåå íàïðàâëåíèå ðàçâèòèÿ ìåòîäà ñâÿçàíî ñ ðàñõîäÿùèìèñÿ

ðÿäàìè ôîðìàëüíûõ ðåøåíèé. Òàêîé ñëó÷àé ìîæåò èìåòü ìåñòî â ñèëó

èçâåñòíîãî ïðèìåðà À. Í. Êîëìîãîðîâà ðàñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà Ôóðüå ïî

òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìå äëÿ ôóíêöèé èç L1 [0, 1].

3. Åäèíñòâåííîñòü êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ íà÷àëüíî-ãðàíè÷íîé

çàäà÷è è ôîðìóëà äëÿ ðåøåíèÿ â âèäå ðÿäà

Ñ çàäà÷åé (1.1)-(1.3) òåñíî ñâÿçàíà îïåðàòîð-ôóíêöèÿ

L(λ) : l(y, λ) := y′′ + λp1y
′ + λ2p2y, (3.1)
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y(0) = y′(1) = 0. (3.2)

Äàëåå áûëà ðàññìîòðåíà ñëåäóþùàÿ çàäà÷ó

L(λ)y = 0. (3.3)

Áûëà ëèíåàðèçîâàííà çàäà÷à (3.1)-(3.2), òàêæå êàê ýòî ñäåëàíî â [2]. Ïóñòü

z1 = y; z2 = λz1, òîãäà áûëà ïîëó÷åíà çàäà÷à óæå äëÿ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà L̂,

íî â ïðîñòðàíñòâå âåêòîð-ôóíêöèé äëÿ z = (z0, z1)
T : L̂(z) = λz, ãäå ôîðìóëà

L̂(z) :=

(
0 1

− 1
p2

d2

dx2 −p1
p2

d
dx

)
z. (3.25)

Íàéä¼ì ðåçîëüâåíòó Rλ = (R − λϵ)−1 è ïóñòü RλF = (z1, z2)
T , ãäå F =

(f1, f2)
T . Òàêèì îáðàçîì ïåðâàÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà RλF ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì

ñëåäóþùåé êðàåâîé çàäà÷è:z′′1 + λp1z
′
1 − λ2p2z1 = fλ,

z(0) = z′(1) = 0,
(3.4)

ãäå fλ := −p2f2 − p1f
′
1 − λp2f1.

Óòâåðæäåíèå 1. Çàäà÷å (3.3) ñîîòâåòñòâóþò ñëåäóþùèå ñîáñòâåííûå

çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè

λk =
1

ω2 − ω1
ln

|ω1|
ω2

+
(2k + 1)πi

ω2 − ω1
, k ∈ Z, (3.30)

yk(x, λk) =

(
|ω1|
ω2

) xω1
ω2−ω1

e
(2k+1)πixω1

ω2−ω1 −
(
|ω1|
ω2

) xω2
ω2−ω1

e
(2k+1)πixω2

ω2−ω1 . (3.31)

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 2. Ôîðìóëà

G(x, ξ, λ) =
1

(ω2 − ω1)∆

(
ω2e

λ(ω1x+ω2(1−ξ)) − ω1e
λω1(x+1−ξ)+

+ω1e
λ(ω2x+ω1(1−ξ)) − ω1e

λ(ω1+ω2(x−ξ))
)
+M+(x, ξ, λ),
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ãäå

M+(x, ξ, λ) =

− 1
λ(ω2−ω1)

eλω1(x−ξ), x ≥ ξ;

− 1
λ(ω2−ω1)

eλω2(x−ξ), x ≤ ξ.

ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ãðèíà çàäà÷è (3.3).

Îáîçíà÷èì

In(x) =
1

2πi

∫
Γn

∫ 1

0

G(x, ξ, λ)fλ(ξ)dξdλ, (3.67)

ãäå Γn, n ∈ N , åñòü êóñî÷íî êðóãîâûå êîíòóðû, îòñòîÿùèå îò ÷èñëà λk íà

ðàññòîÿíèå íå ìåíüøåå íåêîòîðîãî äîñòàòî÷íî ìàëîãî ôèêñèðîâàííîãî ÷èñëà

δ > 0 ìåæäó ñîñåäíèìè êîíòóðàìè ëåæèò ðîâíî îäíî ÷èñëî è èìåþò ìåñòî

îöåíêè:

c1n < Γn < c2n (0 < c1 < c2 < +∞); (3.68)

Γ+
n ,Γ

−
n , åñòü ÷àñòè Γn, ëåæàùèå â ïðàâîé è ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè ñîîòâåòñòâåí-

íî.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì óòâåðæäåíèÿ ìåòîäîì êîíòóðíîãî èíòåãðàëà áûëà äî-

êàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Åñëè f1 ∈ W 1
p [0, 1], (p > 1), f2 ∈ Lp[0, 1], f1(0) = f ′1(1) = 0, òî

In(x) = f1(x) + on(1), (3.80)

ãäå on(1) −→
n→∞

0, ðàâíîìåðíî ïî x ∈ [0, 1].

Òåîðåìà 1 ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåòñÿ ïðè ïîëó÷åíèè ôîðìóëû äëÿ êëàñ-

ñè÷åñêîãî ðåøåíèÿ â âèäå ðÿäà èç êîíòóðíûõ èíòåãðàëîâ.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïîä êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì áóäåì ïîíèìàòü ôóíêöèþ

u(x, t) ïåðåìåííûõ (x, t) ∈ Q, êîòîðàÿ:

à) íåïðåðûâíà âìåñòå ñ ux(x, t) è ut(x, t), ïðè ýòîì ux(x, t) è ut(x, t) àáñî-

ëþòíî íåïðåðûâíû è ïî x è ïî t, è ïî÷òè âñþäó â Q âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

uxt = utx; (3.117)

á) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (1.2)-(1.3) íà ãðàíèöå ìíîæåñòâà Q è óðàâíå-

íèþ (1.1) ïî÷òè âñþäó â Q.
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Òåîðåìà 2. Åñëè u(x, t) åñòü êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (1)-(2), f ∈
L1(QT ) è äîïîëíèòåëüíî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå utt ∈ L1(QT ) ïðè ëþáîì T >

0, òî ýòî ðåøåíèå åäèíñòâåííî è íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå

u(x, t) =

=
1

2πi

∑
k

∫
γk

(∫ t

0

eλ(t−τ)Rλf(·, τ)dτ − p1e
λtR1λφ+ p2e

λtλRλφ+ p2e
λtRλψ

)
dλ,

(3.118)

â êîòîðîé ðÿä ñïðàâà ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ïî x ∈ [0, 1) ïðè ëþáîì ôèêñè-

ðîâàííîì t > 0.

4. Îáîáùåííîå ðåøåíèå è êîíå÷íàÿ ôîðìóëà äëÿ îáîáùåííî-

ãî ðåøåíèÿ

Òåîðåìà 2 ãîâîðèò î òîì, ÷òî ôîðìàëüíûé ðÿä (3.118) è íà÷àëüíî-

ãðàíè÷íàÿ çàäà÷à (1.1)-(1.3) òåñíî ñâÿçàíû, à èìåííî, åñëè ýòà çàäà÷à èìååò

êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå, òî äëÿ íåãî ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà (3.118).

Ðÿä (3.118) èìååò ñìûñë äëÿ ëþáîé ôóíêöèè φ(x) ∈ L1[0, 1]. Áóäåì ñ÷è-

òàòü, ÷òî ýòîò ðÿä ÿâëÿåòñÿ ôîðìàëüíûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1.1)-(1.3), êîãäà

φ(x) ∈ L1[0, 1].

Çàäà÷ó (1.1)-(1.3) â ñëó÷àå φ(x) ∈ L1[0, 1] ìû íàçâàëè ðàíåå îáîáùåííîé

íà÷àëüíî-ãðàíè÷íîé çàäà÷åé. Íàçîâ¼ì ðÿä ñïðàâà â (3.118) îáîáùåííûì ðå-

øåíèåì ýòîé çàäà÷è [12].

Áóäåì òðàêòîâàòü ðÿä ñïðàâà â (3.118) èçíà÷àëüíî êàê ðàñõîäÿùèéñÿ (äà-

æå åñëè îí è ñõîäèòñÿ) è ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì îïðåäåëèòü (èëè íàçíà-

÷èòü) ¾ñóììó¿ ýòîãî ðÿäà (¾ñóììó¿ â êàâû÷êàõ îçíà÷àåò, ÷òî ýòî ñóììà èìåí-

íî ðàñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà).

Äàëåå ïîêàæåì, ÷òî ðÿä ñïðàâà â (3.118) ñâîäèòñÿ ê ñóììå êîíå÷íîãî ÷èñëà

ðÿäîâ âèäà ∑
k

ake
2kπix, ãäå ak =

∫ 1

0

f(ξ)e−2kπiξdξ, (4.1)
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à ôóíêöèè f(x) ∈ L1[0, 1] âûðàæàþòñÿ ïðîñòûìè ôîðìóëàìè ÷åðåç ôóíêöèþ

φ(x) è ñóììèðóåìû â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ñóììèðóåìà ôóíêöèÿ

φ(x) [12].

Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû íàéòè ôîðìóëó äëÿ îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ, íåîáõî-

äèìî îïðåäåëèòü ¾ñóììó¿ ðÿäà (4.1)

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì íàñòîÿùåé áàêàëàâðñêîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñëåäó-

þùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü φ ∈ L1[0, 1] è âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (1.6). Òîãäà ôóíê-

öèÿ u(x, t) îïðåäåëåííàÿ äëÿ ïî÷òè âñåõ (x, t) ∈ Q ôîðìóëîé

u(x, t) =
1

ω2 − ω1

(
φ̂
({ t+ ω2x

ω2 − ω1

})
− φ̂

({ t+ ω1x

ω2 − ω1

}))
, (4.2)

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì îáîáùåííîé çàäà÷è (1.1)-(1.3). Çäåñü

φ̂(ξ) =

ω2φ
(

ξ
a

)
, ξ ∈ [0, a);

−ω2
1

ω2
φ
(

ξ−1
a−1

)
, ξ ∈ [a, 1];

(4.3)

a = ω2

ω2−ω1
è {x} îáîçíà÷àåò äðîáíóþ ÷àñòü ÷èñëà x ∈ R.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3 áûëè äîêàçàíû ñëåäóþùèå ëåììû.

Ëåììà 2. Åñëè (4.1) åñòü ðÿä Ôóðüå ôóíêöèè f(x) ∈ L1[0, 1], òî ¾ñóì-

ìà¿ ðÿäà (4.1) åñòü ôóíêöèÿ f(x).

Ëåììà 3. Ñïðàâåäëèâû ôîðìóëû

rk(x, ξ) = resλ=λk
G(x, ξ, λ) =

1

(ω2 − ω1)
(
ln |ω1|

ω2
+ (2k + 1)πi

) (eλkω2x − eλkω1x
)
×

×
(
e−λkω1ξ − e−λkω2ξ

)
, (4.7)

r1k(x, ξ) = resλk
Gξ(x, ξ, λ) =

1

(ω2 − ω1)2
(
eλkω2x − eλkω1x

) (
ω1e

−λkω1ξ − ω2e
−λkω2ξ

)
.

(4.8)

Ëåììà 4. Åñëè f(x) ∈ L1[0, 1], òî∫ 1

0

e−λkω1ξf(ξ)dξ = −ω2 − ω1

ω1

∫ 1

0

(
|ω1|
ω2

)1−ξ1

e−πiξ1e−2kπiξ1f ∗(ξ1)dξ1, (4.21)
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ãäå

f ∗(ξ1) =


0, ξ1 ∈ [0, ω2

ω2−ω1
),

f( (ω2−ω1)(ξ1−1)
ω1

), ξ1 ∈ [ ω2

ω2−ω1
, 1];

(4.22)

∫ 1

0

e−λkω2ξf(ξ)dξ =
ω2 − ω1

ω2

∫ 1

0

(
|ω1|
ω2

)−ξ2

e−πiξ2e−2kπiξ2f∗(ξ2)dξ2, (4.23)

ãäå

f∗(ξ2) =


f( (ω2−ω1)

ω2
ξ2), ξ2 ∈ [0, ω2

ω2−ω1
],

0, ξ2 ∈ ( ω2

ω2−ω1
, 1].;

(4.24)

5. Âèçóàëèçàöèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ

Áûëà íàïèñàíà ïðîãðàììà íà ÿçûêå Python 3.9 äëÿ ñðàâíåíèÿ ðåøåíèé,

ïîëó÷åííûõ ôîðìóëàìè

u(x, t) =
ω2Φ(x+

t
ω2
)− ω1Φ(x+

t
ω1
)

ω2 − ω1
, (5.1)

Φ(x) = −τΦ(−1

τ
x), x ∈ (−∞, 0), (5.2)

Φ(x) = −1

τ
Φ((1 + τ)− τx), x ∈ (1,+∞). (5.3)

u(x, t) =
1

ω2 − ω1

(
φ̂
({ t+ ω2x

ω2 − ω1

})
− φ̂

({ t+ ω1x

ω2 − ω1

}))
, (5.4)

φ̂ =

ω2φ
(

ξ
a

)
, ξ ∈ [0, a);

ω1φ
(

1−ξ
1−a

)
, ξ ∈ [a, 1].

(5.5)

Ôîðìóëû (5.1)-(5.5) áûëè âûâåäåíû â [11] è [13], ôîðìóëû â (5.4)-(5.5) àíà-

ëîãè÷íû ôîðìóëàì (22)-(23), à ôîðìóëû (5.1)-(5.3), ÿâëÿþòñÿ äðóãèì ïðåä-

ñòàâëåíèå ôîðìóë (22)-(23).

Ïîëüçîâàòåëü íà âõîä çàäà¼ò çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòîâ p1 è p2. Ïðîãðàììà

ðàçáèâàåò êîîðäèíàòíóþ ïëîñêîñòü íà ñåòêó ðàçìåðîì 600 íà 600, ñ÷èòàåò
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çíà÷åíèÿ ïî çàäàííûì ôîðìóëàì â óçëàõ ñåòêè, âíîñèò ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ

â ìàññèâ è ïî äàííûì çíà÷åíèÿì ñòðîèò ãðàôèê. Ïîñëå ïðîõîäèòñÿ ïî ìàññèâó

è âûáèðàåò ìàêñèìàëüíûé, ñ÷èòàåò ïîãðåøíîñòü ïóò¼ì âû÷èòàíèÿ ìîäóëåé

ìàêñèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ, ïîëó÷åííûõ ïî ôîðìóëàì (5.1)-(5.3) è (5.4)-(5.5).

Òàêèì îáðàçîì íà âûõîäå ìû ïîëó÷àåì òð¼õìåðíûå ãðàôèêè è ïîãðåøíîñòü

ðåøåíèé.

Ïðîâåä¼ì íåñêîëüêî ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ, âçÿâ ðàçíûå íà÷àëüíûå

äàííûå. Äëÿ áîëåå íàãëÿäíîãî ðåçóëüòàòà áûëà çàäàíà åäèíàÿ íà÷àëüíàÿ

ôóíêöèÿ φ(x) = sin(πx).

1. Â êà÷åñòâå âõîäíûõ äàííûõ áûëè âûáðàíû ñëåäóþùèå ïàðàìåòðû p1 =

−1, p2 = −2. Â ðåçóëüòàòå áûëè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå òð¼õ-ìåðíûå ãðàôèêè:

Ðèñóíîê 1 � Ðåçóëüòàòû âèçóàëèçàöèè ðåøåíèé

2. Â êà÷åñòâå âõîäíûõ äàííûõ áûëè âûáðàíû ñëåäóþùèå ïàðàìåòðû p1 =

−4, p2 = −5. Â ðåçóëüòàòå áûëè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå òð¼õ-ìåðíûå ãðàôèêè:
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Ðèñóíîê 2 � Ðåçóëüòàòû âèçóàëèçàöèè ðåøåíèé

Ðàññìîòðèì ïîãðåøíîñòè âû÷èñëåíèé â ïåðâîì è âî âòîðîì ñëó÷àÿõ.

Ðèñóíîê 3 � Ïîãðåøíîñòü â ïåðâîì è âî âòîðîì ñëó÷àÿõ

Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëû (5.1)-(5.5) ïîëó÷åííûå â ñòàòüÿõ [11] è [13],

âûäàþò ïðàêòè÷åñêè èäåíòè÷íûå ðåçóëüòàòû.

Çàêëþ÷åíèå

Â áàêàëàâðñêîé ðàáîòå áûëà ðàññìîòðåíà íà÷àëüíî-ãðàíè÷íàÿ çàäà÷à ãè-

ïåðáîëè÷åñêîãî òèïà.

Äîêàçàíà åäèíñòâåííîñòü êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è è âûâåäå-

íà ôîðìóëà äëÿ êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ, òàêæå â áàêàëàâðñêîé ðàáîòå äà¼òñÿ

11



îïðåäåëåíèå îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé íà÷àëüíî-ãðàíè÷íîé çà-

äà÷è è äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà î ôîðìóëå äëÿ îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ.

Áûëà íàïèñàíà ïðîãðàììà íà ÿçûêå Python äëÿ âèçóàëèçàöèè àíàëîãè÷-

íûõ ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ â [11] è [13].

Ðåçóëüòàòû ïîëó÷åííûå â áàêàëàâðñêîé ðàáîòå äîêëàäûâàëèñü íà Âîðî-

íåæñêîé âåñåííåé ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëå è íà ñòóäåí÷åñêîé êîíôåðåíöèè

ÑÃÓ è îïóáëèêîâàíû â [15] è [16].
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