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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Àëãåáðà Êëèôôîðäà èãðàåò âàæíóþ ðîëü â ìà-

òåìàòèêå. Îíà ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ìíîãî âàæíûõ ïðèìåðîâ àëãåáð, êîòîðûå

÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ â ðàçëè÷íûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ êîíñòðóêöèÿõ. Â íàñòîÿùåå

âðåìÿ àëãåáðû Êëèôôîðäà àêòèâíî èñïîëüçóþòñÿ âî ìíîãèõ ðàçäåëàõ ìà-

òåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Â íàóêå ðàçðàáîòàí ðÿä ìàòåìàòè÷åñêèõ ïîíÿòèé è

ìîäåëåé, êîòîðûå øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ â ãåîìåòðèè è ôèçèêå: êîìïëåêñíûå

÷èñëà, êâàòåðíèîíû, âåêòîðíàÿ àëãåáðà, ìàòðè÷íàÿ àëãåáðà, òåíçîðíàÿ àë-

ãåáðà, àëãåáðà äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì.

Öåëü ðàáîòû. Â äàííîé ðàáîòå èññëåäóþòñÿ íåêîòîðûå âîïðîñû òåî-

ðèè àëãåáð Êëèôôîðäà, âîçíèêàþùèå â ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå, â ÷àñòíî-

ñòè, â òåîðèè ïîëÿ. Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ óñòàíîâëåíèå ñâÿçè ìåæäó äâóìÿ

íàáîðàìè ýëåìåíòîâ àëãåáðû Êëèôôîðäà, óäîâëåòâîðÿþùèõ îïðåäåëÿþùèì

àíòèêîììóòàöèîííûì ñîîòíîøåíèÿì àëãåáðû Êëèôôîðäà, è íàéòè àëãîðèòì

äëÿ âû÷èñëåíèÿ ÿâíîãî âèäà ýëåìåíòà, îñóùåñòâëÿþùåãî ýòó ñâÿçü. Åùå îäíà

öåëü - ïðèìåíåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ èçó÷åíèÿ ñâÿçè ñïèíîðíûõ è

îðòîãîíàëüíûõ ãðóïï, à èìåííî, ïîëó÷èòü ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ

ýëåìåíòîâ ñïèíîðíûõ ãðóïï ïî çàäàííûì ýëåìåíòàì îðòîãîíàëüíûõ ãðóïï.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ íîâûìè. Îíè çà-

êëþ÷àþòñÿ â ñëåäóþùåì: ïðåäëîæåí ìåòîä âû÷èñëåíèÿ ýëåìåíòîâ ñïèíîð-

íûõ ãðóïï ïî çàäàííûì ýëåìåíòàì ñîîòâåòñòâóþùèõ îðòîãîíàëüíûõ ãðóïï

ïðè äâóëèñòíîì íàêðûòèè; ðàçâèò ìåòîä óñðåäíåíèÿ èç òåîðèè ïðåäñòàâëå-

íèé êîíå÷íûõ ãðóïï äëÿ àëãåáð Êëèôôîðäà (ñâåðòîê, ïîñòðîåííûõ ïî äâóì

íàáîðàì àíòèêîììó-òèðóþùèõ ýëåìåíòîâ).

Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû. Ðàáîòà ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òð¼õ îñ-

íîâíûõ ðàçäåëîâ, çàêëþ÷åíèÿ, ñïèñêà èñïîëüçîâàííûõ èñòî÷íèêîâ, è ïðèëî-

æåíèÿ À, ãäå óêàçàí ïðîãðàììíûé êîä äëÿ ïîëó÷åíèÿ êâàòåðíèîíà èç âåêòîðà

è âåëè÷èíû óãëà ðàçâîðîòà.
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1 Íåêîòîðûå ñâîéñòâà àëãåáð Êëèôôîðäà

1.1 Ïîíÿòèå àëãåáðû Êëèôôîðäà

Îïðåäåëåíèå 1. Êîëüöîì íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî À ñ äâóìÿ àëãåáðàè÷å-

ñêèìè îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùèì

ñâîéñòâàì:

1. Àññîöèàòèâíîñòü: (a+ b) + c = a+ (b+ c) = (a+ c) + b

2. (∃0), (∀a), òàêîå, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ a+ 0 = a

3. (∀a), (∃ − a),òàêîå, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ a+ (−a) = 0

4. Êîììóòàòèâíîñòü: a+ b = b+ a

5. (ab)c = a(bc) = (ac)b

6. a0 = 0

7. Äèñòðèáóòèâíîñòü: (a+ b)c = ac+ bc

8. Åñëè (∃1), (∀a), òàêîå, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ a · 1 = 1 · a = a, òî ãîâîðÿò,

÷òî ìíîæåñòâî À - êîëüöî ñ åäèíèöåé.

Îïðåäåëåíèå 2. Êîëüöî íàçûâàåòñÿ êîììóòàòèâíûì, åñëè ∀x, y ∈ K âû-

ïîëíÿåòñÿ x · y = y · x.

Îïðåäåëåíèå 3. Êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé íàçûâàåòñÿ ïîëåì,

åñëè â í¼ì:

1. Ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå äâà ýëåìåíòà.

2. (∀a ∈ A), (a ̸= 0),
(
∃a−1 ∈ A

)
òàêîå, ÷òî a−1 · a = 1.

Îïðåäåëåíèå 4. (a ̸= 0) íàçûâàåòñÿ îáðàòèìûì, åñëè ∃a−1, òàêîå, ÷òî

âûïîëíÿåòñÿ a · a−1 = 1.

Ïðèìåðû àëãåáð

1.Ïîëå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.

Ïóñòü (C,+, ·), ëþáîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî ïðåäñòàâëåíî êàê z = x + iy,

ãäå z ∈ C, x, y ∈ R, i - ìíèìàÿ åäèíèöà. Ïîëå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ðàñøèðåíèå

ïîëÿ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.

2.Âíåøíÿÿ àëãåáðà ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà.

Ïóñòü V -äåéñòâèòåëüíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, dimV = n, (ei)−áàçèñ
V.

ΛpV - äåéñòâèòåëüíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, åãî ðàçìåðíîñòüCp
n,Λ

0V =

R, ñ áàçèñîì ei1 ∧ . . . ∧ ei1, ãäå i1 < . . . < ip.
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Îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ îáîçíà÷àåòñÿ çíàêîì Λ è îáëàäàåò ñëåäóþùèìè

ñâîéñòâàìè:

1. Ñëåäîâàòåëüíî, P ∧ 1 = P , ãäå 1 ∈ Λ0V = R.

2. P ∈ ΛpV,Q ∈ ΛqV,R ∈ ΛqV, (P ∧Q) ∧R = P ∧ (Q ∧R)

3. P ∈ ΛpV,Q ∈ ΛqV,Q ∧ P = (−1)pqP ∧Q

Âíåøíÿÿ àëãåáðà ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà íå çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñà.

3.Àëãåáðà êâàòåðíèîíîâ.

Îäíàæäû Ãàìèëüòîí ãóëÿë âäîëü êàíàëà ó ñåáÿ â Äóáëèíå, êîãäà åãî

îñåíèëî. ¾Ýâðèêà!¿ - âîçìîæíî, âîñêëèêíóë îí, ïîñëå ÷åãî ñîâåðøèë àêò âàí-

äàëèçìà è íàöàðàïàë íà ïåðèëàõ ìîñòà íàäïèñü:

i2 = j2 = k2 = ijk = −1

Ýòà íàäïèñü è îïðåäåëÿåò, ÷òî òàêîå êâàòåðíèîí. Êàê îêàçàëîñü, äâóõ ìíè-

ìûõ åäèíèö ñëèøêîì ìàëî äëÿ ñ÷àñòüÿ, èõ íóæíî òðè, i, j, k, è âîò òîãäà

ïîëó÷èâøååñÿ ÷åòûð¼õêîìïîíåíòíîå ÷èñëî - êâàòåðíèîí - áóäåò çàìå÷àòåëü-

íî îïèñûâàòü ïîâîðîò â ïðîñòðàíñòâå!

Êâàòåðíèîí ìîæíî îïðåäåëèòü êàê ôîðìàëüíóþ ñóììó a+ bi+ cj + dk

ãäå a, b, c, d - âåøåñòâåííûå ÷èñëà, a, i, j, κ - ìíèìûå åäèíèöû ñî ñëåäóþùèì

ñâîéñòâîì: i2 = i2 = κ2 = ijk = −1. Òàêèì îáðàçîì, òàáëèöà óìíîæåíèÿ

áàçèñíûõ êâàòåðíèîíîâ −1, i, j, κ - âûãëÿäèò òàê:

1 i j k

1 1 i j k

i i −1 k −j

j j −k −1 i

k k j −i −1

1.2 Îïðåäåëåíèå àëãåáðû Êëèôôîðäà è îñíîâíàÿ òåîðåìà

Îïðåäåëåíèå 5. Ïóñòü L - ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåìK ñ ñèììåò-

ðè÷åñêîé áèëèíåéíîé ôîðìîé g, C(L) - àëãåáðà íàä ïîëåì K, îòîáðàæåíèå

ρ : L → C(L) - ëèíåéíîå. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. ρ(x)2 = g(x, x)1, ãäå g(x, x) ∈ K, 1 ∈ K

2. Ëþáîé ýëåìåíò èç C(L) ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâèì â âèäå ëèíåéíîé êîì-

áèíàöèè îäíî÷ëåíîâ îò ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà ρ(X), ò.å. ýëåìåíòîâ
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âèäà ρ (x1) . . . ρ (xp), x1, . . . , xp ∈ L, p = 1, . . . , n Àëãåáðó C(L) áóäåì

íàçûâàòü àëãåáðîé Êëèôôîðäà [1]

Òåîðåìà 1. 1. Äëÿ âñÿêîãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà L ñ çàäàííîé ñèì-

ìåòðè÷åñêîé áèëèíåéíîé ôîðìîé â (õ,ó) àëãåáðà Êëèôôîðäà C(L) ñó-

ùåñòâóåò è èìååò ðàçìåðíîñòü 2n íàä ïîëåì K, ãäå n = dimL

2. Ïóñòü σ : L → D ëþáîå K- ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå Lâ K- àëãåáðó D,

äëÿ êîòîðîãî σ(x)2 = g(x, x)1 äëÿ âñåõ 1 ∈ L. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèí-

ñòâåííûé ãîìîìîðôèçì K- àëãåáð τ : C(L) → D, òàêîé, ÷òî σ = τ · p.
Â ÷àñòíîñòè, C(L) - îïðåäåëåíà îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîð-

ôèçìà.

Äîêîçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Äîêàæåì ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî C(L) ñóùåñòâóåò, òîãäà âûáåðåì â L îðòîãîíàëü-

íûé áàçèñ {e1, . . . , en} , ò.å g (ei, ej) = 0 ïðè i ̸= j Ïîêàæåì, ÷òî â C(L)

âûïîëíÿòñÿ ñîîòíîøåíèÿ:

1. ρ (ei)
2 = ai, ãäå ai ∈ K, ai = g (ei, ei)

2. ρ (ei) ρ (ej) = −ρ (ej) ρ (ei) ïðè i ̸= j

Ïåðâîå ñîîòíîøåíèå ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ àëãåáðû Êëèôôîðäà.

ρ (ei + ej)
2 = (ρ (ei + ej))

2

Ïî îïðåäåëåíèþ ρ (ei + ej)
2 = g (ei + ej, ei + ej) =

= (g (ei, ei) + g (ei, ej) + g (ej, ei) + g (ej, ej) =

= ai + g (ei, ej) + g (ei, ej) + aj = ai + aj + 2g (ei, ej) = aiaj

Ñ äðóãîé ñòîðîíû

(p (ei,+ej))
2 = p (ei,+ej) ρ (ei,+ej) = (ρ (ei) + ρ (ej)) (ρ (ei) + ρ (ej)) =

ρ (ei)
2 + p (ej)

2 + ρ (ei) p (ej) + ρ (ej) p (ei) = ai + aj + ρ (ei) ρ (ej) + ρ (ej) ρ (ei) .

Èç ýòèõ ðàâåíñòâ ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî

ai + aj = ai + aj + ρ (ei) ρ (ej) + ρ (ej) ρ (ei)

Ñëåäîâàòåëüíî, ρ (ei) ρ (ej) + ρ (ej) ρ (ei) = 0.
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Åñëè àëãåáðà Êëèôôîðäà C(L) ñóùåñòâóåò, òî ëþáîé ýëåìåíò èç àë-

ãåáðû Êëèôôîðäà C(L) ðàçëàãàåòñÿ ïî áàçèñó:

{1, ρ (ei1) , ρ (ei1) · ρ (ei2) , ρ (ei1) · ρ (ei2) · ρ (ei3) , . . . , ρ (ei1) ρ (ei2) · · · . . . · (ei2)} ,

ãäå i1<...<in.

1.3 Îïåðàöèè ñîïðÿæåíèÿ è âçÿòèÿ ñëåäà îò ýëåìåíòà àëãåáðû

Êëèôôîðäà

Êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå. Åñëè ýëåìåíò U ∈ C(p, q) çàäàí â âèäå

ðàçëîæåíèÿ (4), òî îïåðàöèþ êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ îò ýëåìåíòà àëãåáðû

Êëèôôîðäà çàäàäèì ôîðìóëîé

Ū = ūe+ ūae
a +

∑
a1<a2

ūa1a2e
a1a2 +

∑
a1<a2<a3

ūa1a2a3e
a1a2a3 + . . . (1)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòîé ôîðìóëîé ýëåìåíòû áàçèñà àëãåáðû Êëèôôîðäà ðàñ-

ñìàòðèâàþòñÿ êàê âåùåñòâåííûå âåëè÷èíû, ò.å. eē
a1...ak = ea1...ak .

Åñëè ýëåìåíò U ∈ C(p, q) çàïèñàí â âèäå ñóììû ýëåìåíòîâ ðàíãîâ îò 0

äî n

U =
n∑

k=0

k

U

òî äëÿ íåãî èìååì

Ū =
n∑

k=0

k

Ū (2)

Âåðíî (ïðåäëàãàåòñÿ óäîñòîâåðèòüñÿ â ýòîì â óïðàæíåíèè)

Ū = U, (UV ) = Ū V̄ , (U + V ) = Ū + V̄ , (λU) = λ̄Ū (3)

äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ýëåìåíòîâ U, V ∈ C(p, q), ÷èñåë λ ∈ C.

Ðåâåðñ. Äëÿ ýëåìåíòà U ∈ C(p, q), çàäàííîãî â âèäå (2), îïðåäåëèì

îïåðàöèþ ñîïðÿæåíèÿ íàçûâàåìóþ ðåâåðñîì

U∼ =

(
n∑

k=0

k

U

)∼

=
n∑

k=0

(−1)
k(k−1)

2

k

U (4)
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1.4 Èçîìåòðèÿ îðòîãîíàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà

Îïðåäåëåíèå 6. Ïóñòü V - âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî êîíå÷íîé ðàçìåðíî-

ñòè ï íàä ïîëåì K

Ïóñòü g(X, Y ) - ñèììåòðè÷åñêàÿ áèëèíåéíàÿ ôîðìà íà V ñî çíà÷åíè-

ÿìè â ïîëå K.

Áóäåì îáîçíà÷àòü g(X, Y ) ÷åðåç (X, Y ).

(X, Y ) íàçîâ¼ì ñïàðèâàíèåì.

ßäðî ñïàðèâàíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Kerg = {X(∀Y ), (X, Y ) = 0)}.

Îðòîãîíàëüíûì ïðîñòðàíñòâîì íàçûâàåòñÿ âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî V ñ

çàäàííûì ñïàðèâàíèåì (Õ, Ó).

Äîêàæåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 2. Îðòîãîíàëüíîå ïðîñòðàíñòâî íåâûðîæäåííûì òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà

G = det |gµν| ≠ 0

Äîêîçàòåëüñòâî òåîðåìû 2. Ïóñòü V - íåâûðîæäåííîå îðòîãîíàëüíîå

ïðîñòðàíñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî îïðåäåëèòåëü G = det |gµν| ≠ 0.

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â êîîðäèíàòàõ èìååò âèä: XY = gµνX
µY ν.

Çàïèøåì íåâûðîæäåííîñòü âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V â êîîðäèíàòàõ:

{(∀Y ν) , (gµνX
µY ν = 0 → Xµ = 0)}

Ýòî ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþøåìó óñëîâèþ:

{(∀ν), (gµνXµ = 0 → Xµ = 0)}

Ýòî ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî G = det |gµν| ≠ 0.
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2 Òåõíèêà ñâåðòîê â àëãåáðàõ Êëèôôîðäà

2.1 Ñâåðòêè ïî ýëåìåíòàì áàçèñà ôèêñèðîâàííîãî êâàòåðíè-

îííîãî òèïà

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà βA, êðîìå β1...n â ñëó÷àå íå÷åòíîãî n

è êðîìå e â ñëó÷àå ëþáîãî n, íàéäåòñÿ òàêîé βa, ÷òî βA àíòèêîììóòèðóåò βA.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè A - ÷åòíî, òî â êà÷åñòâå a ìîæíî âçÿòü ëþáîé a ∈ A. Åñ-

ëè A - íå÷åòíî, òî â êà÷åñòâå à ìîæíî âçÿòü ëþáîé a /∈ A. Âûáåðåì ñðåäè ëþ-

áîé βD è ëþáîé βd, àíòèêîììóòèðóþùèé ñ βD. Òåïåðü äîìíîæèì âûðàæåíèå

ñëåâà íà βd, à ñïðàâà íà
(
βd
)−1 · Èñïîëüçóÿ êîììóòèðóåìîñòü èëè àíòèêîììó-

òèðóåìîñòü ýëåìåíòà βd, ñ ýëåìåíòàìè βA, ïîëó÷èì âûðàæåíèå òîãî æå âèäà,

íî ãäå ïåðåä ýëåìåíòîì uDβ
D ñòîèò çíàê ìèíóñ, à ïåðåä íåêîòîðûìè äðóãèìè

âûðàæåíèÿìè, âîçìîæíî òîæå ïîìåíÿëñÿ çíàê. Ñëîæèì ïîëó÷èâøååñÿ âûðà-

æåíèå è ïîëó÷èì âûðàæåíèå âèäà, íî áåç ñëàãàåìîãî uDβ
D (è âîçìîæíî áåç

íåêîòîðûõ äðóãèõ ñëàãàåìûõ) è ñ äðóãèìè êîíñòàíòàìè. Äàëåå ïðîäîëæèì

òîò æå ïðîöåññ - âûáèðàåì ñðåäè îñòàâøèõñÿ â ýëåìåíòîâ βA,îäèí, âûáèðàåì

àíòèêîììóòèðóþùèé ñ íèì ýëåìåíò βa è ïðîäîëæàåì îïèñàííóþ ïðîöåäóðó.

Â ñëó÷àå ÷åòíîãî n ïðîöåññ çàêîí÷èòñÿ òåì, ÷òî ïðè ñëîæåíèè íà êàêîì-

òî ýòàïå äâóõ óðàâíåíèé, ïîëó÷èì e = 0, ò.å. ïðîòèâîðå÷èå.

2.2 Ìåòîä óñðåäíåíèÿ â òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé êîíå÷íûõ ãðóïï

Òåîðèÿ ïðåäñòàâëåíèé - ïîëåçíûé ìåòîä, ïîñêîëüêó îíà ñâîäèò ïðîáëå-

ìû àáñòðàêòíîé àëãåáðû ê ïðîáëåìàì ëèíåéíîé àëãåáðû, ïðåäìåòà, êîòîðûé

õîðîøî èçó÷åí. Êðîìå òîãî, âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, íà êîòîðîì ïðåäñòàâëå-

íà ãðóïïà (íàïðèìåð), ìîæåò áûòü áåñêîíå÷íîìåðíûì, è, äîïóñêàÿ, ÷òî îíî

ìîæåò áûòü, íàïðèìåð, ãèëüáåðòîâûì ïðîñòðàíñòâîì, ìåòîäû àíàëèçà ìîãóò

áûòü ïðèìåíåíû ê òåîðèè ãðóïï. Òåîðèÿ ïðåäñòàâëåíèé òàêæå âàæíà â ôèçè-

êå, ïîòîìó ÷òî, íàïðèìåð, îíà îïèñûâàåò, êàê ãðóïïà ñèììåòðèè ôèçè÷åñêîé

ñèñòåìû âëèÿåò íà ðåøåíèÿ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ ýòó ñèñòåìó.

Òåîðèÿ ïðåäñòàâëåíèé øèðîêî ðàñïðîñòðàíåíà âî âñåõ îáëàñòÿõ ìàòå-

ìàòèêè ïî äâóì ïðè÷èíàì. Âî-ïåðâûõ, ïðèëîæåíèÿ òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé

ðàçíîîáðàçíû: ïîìèìî åå âëèÿíèÿ íà àëãåáðó, òåîðèÿ ïðåäñòàâëåíèé:

� îñâåùàåò è îáîáùàåò àíàëèç Ôóðüå ñ ïîìîùüþ ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà,

� ñâÿçàí ñ ãåîìåòðèåé ÷åðåç òåîðèþ èíâàðèàíòîâ è ïðîãðàììó Ýðëàíãåíà,

� îêàçûâàåò âëèÿíèå íà òåîðèþ ÷èñåë ÷åðåç àâòîìîðôíûå ôîðìû è ïðî-
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ãðàììó Ëåíãëåíäñà.

Èñïîëüçóÿ àëãåáðó ñâåðòêè, ìû ìîæåì ðåàëèçîâàòü Ïðåîáðàçîâàíèå

Ôóðüå â ãðóïïå ÃÐÀÌÌ. Â ðàéîíå ãàðìîíè÷åñêèé àíàëèç ïîêàçàíî, ÷òî ñëå-

äóþùåå îïðåäåëåíèå ñîãëàñóåòñÿ ñ îïðåäåëåíèåì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå íà

R.
f̂(ρ) =

∑
s∈G

f(s)ρ(s).

f̂ ∗ g(ρ) = f̂(ρ) · ĝ(ρ).

Êàðòû ìåæäó ïðåäñòàâëåíèÿìè

Vρ
T−→ Vτ

↓ρ(s) ↓τ(s)
Vρ

T−→ Vτ
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3 Ïðèìåð. Ïîëó÷åíèå êâàòåðíèîíà èç âåêòîðà è âåëè÷èíû

óãëà ðàçâîðîòà.

Åù¼ ðàç - ÷òî òàêîå êâàòåðíèîí? Äëÿ ðàçðàáîò÷èêà - ýòî ïðåæäå âñåãî

èíñòðóìåíò, îïèñûâàþùèé äåéñòâèå - ïîâîðîò âîêðóã îñè íà çàäàííûé óãîë:

(w, vx, vy, vz),

ãäå v- îñü âûðàæåííàÿ âåêòîðîì; w - êîìïîíåíòà, îïèñûâàþùàÿ ïîâîðîò (êî-

ñèíóñ ïîëîâííû óãëà).

Ïîëîæèòåëüíîå çíà÷åíèå óãëà ðàçâîðîòà îçíà÷àåò ïîâîðîò âäîëü âåê-

òîðà ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, åñëè ñìîòðåòü ñ êîíöà âåêòîðà â åãî íà÷àëî.

Íàïðèìåð, êâàòåðíèîí ïîâîðîòà âäîëü îñè X íà 90 ãðàäóñîâ èìååò ñëå-

äóþùèå çíà÷åíèÿ ñâîèõ êîìïîíåíò: w = 0, 7071; x = 0, 7071; y = 0; z = 0.

Ëåâàÿ èëè ïðàâàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò, ðàçíèöû íåò - ãëàâíîå, ÷òîáû âñå îïå-

ðàöèè âûïîëíÿëèñü â îäèíàêîâûõ ñèñòåìàõ êîîðäèíàò, èëè âñå â ëåâûõ èëè

âñå â ïðàâûõ.

Ðèñóíîê 1

Ñ ïîìîøüþ ñëåäóþøåãî êîäà, óêàçàííîãî â ïðèëîæåíèè À, êîòîðûé

áûë íàïèñàí íà Visual Basic, ìû ìîæåì ïîëó÷èòü êâàòåðíèîí èç âåêòîðà è

óãëà ðàçâîðîòà âîêðóã íåãî.

Îáðàòíûé êâàòåðíèîí

Äëÿ òîãî, ÷òîáû óìíîæèòü êâàòåðíèîí íà 3D âåêòîð, íóæíî âåêòîð

ïðåîáðàçîâàòü â êâàòåðíèîí ïðèñâîèâ êîìïîíåíòå W = 0 è óìíîæèòü êâà-

òåðíèîí íà êâàòåðíèîí. Èëè ïîäñòàâèòü íîëü è âûðàçèòü ýòî â âèäå ôóíêöèè.

10



Ðèñóíîê 2

Ðèñóíîê 3
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ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â äàííîé ðàáîòå áûëè èññëåäîâàíû íåêîòîðûå âîïðîñû òåîðèè àëãåáð

Êëèôôîðäà, âîçíèêàþùèå â ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå, â ÷àñòíîñòè, â òåîðèè

ïîëÿ. Áûëà óñòàíîâëåíà ñâÿçü ìåæäó äâóìÿ íàáîðàìè ýëåìåíòîâ àëãåáðû

Êëèôôîðäà, óäîâëåòâîðÿþùèõ îïðåäåëÿþùèì àíòèêîììóòàöèîííûì ñîîò-

íîøåíèÿì àëãåáðû Êëèôôîðäà, è íàéäåí àëãîðèòì äëÿ âû÷èñëåíèÿ ÿâíîãî

âèäà ýëåìåíòà, îñóùåñòâëÿþùåãî ýòó ñâÿçü. Òàê æå ïðèìåíèëè ïîëó÷åííûå

ðåçóëüòàòû äëÿ èçó÷åíèÿ ñâÿçè ñïèíîðíûõ è îðòîãîíàëüíûõ ãðóïï, à èìåí-

íî, ïîëó÷èëè ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýëåìåíòîâ ñïèíîðíûõ ãðóïï

ïî çàäàííûì ýëåìåíòàì îðòîãîíàëüíûõ ãðóïï. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ÿâëÿ-

þòñÿ íîâûìè. Îíè çàêëþ÷àþòñÿ â ñëåäóþùåì: ïðåäëîæåí ìåòîä âû÷èñëåíèÿ

ýëåìåíòîâ ñïèíîðíûõ ãðóïï ïî çàäàííûì ýëåìåíòàì ñîîòâåòñòâóþùèõ îð-

òîãîíàëüíûõ ãðóïï ïðè äâóëèñòíîì íàêðûòèè; ðàçâèò ìåòîä óñðåäíåíèÿ èç

òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé êîíå÷íûõ ãðóïï äëÿ àëãåáð Êëèôôîðäà (ñâåðòîê, ïî-

ñòðîåííûõ ïî äâóì íàáîðàì àíòèêîììóòèðóþùèõ ýëåìåíòîâ). Òàê æå áûë

íàïèñàí êîä íà Visual Basic, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ìû ìîæåì ïîëó÷èòü êâà-

òåðíèîí èç âåêòîðà è óãëà ðàçâîðîòà âîêðóã íåãî.
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