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Ââåäåíèå. Ìíîæåñòâî áèíàðíûõ îòíîøåíèé, çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî ñîâî-

êóïíîñòè Ω îïåðàöèè íàä íèìè, íàçûâàåòñÿ àëãåáðîé îòíîøåíèé. Îäíèì èç

âàæíåéøèõ ìàòåìàòèêîâ, âíåñøèõ âêëàä â ðàçâèòèå àëãåáð îòíîøåíèé, ÿâ-

ëÿåòñÿ Àëüôðåä Òàðñêèé. Îí èçëîæèë ôîðìàëüíóþ ëîãèêó, îñíîâàííóþ íà

ðàçðåøåíèè êîëè÷åñòâåííîãî îïðåäåëåíèÿ êàê ýëåìåíòîâ, òàê è îòíîøåíèé, à

çàòåì îí îáðàòèëñÿ ê áîëåå ïîäðîáíîìó èçó÷åíèþ ôîðìóë ýòîé ñèñòåìû, íå

ñîäåðæàùèõ êâàíòîðîâ, êîòîðûå âêëþ÷àëè òîëüêî ïåðåìåííûå îòíîøåíèÿ.

Ïîñëå ïðåäñòàâëåíèÿ ñïèñêà àêñèîì, êîòîðûå ñîäåðæàëèñü â àëãåáðå îòíî-

øåíèé, îí äîêàçàë, ÷òî ýòè àêñèîìû ïîçâîëÿþò ñâåñòè ôîðìóëû óðàâíåíèé

áåç êâàíòîðîâ ê óðàâíåíèÿì. Òàêèì îáðàçîì, åãî èñ÷èñëåíèå îòíîøåíèé ñòà-

ëî èçó÷åíèåì íåêîòîðîé ýêâàöèîíàëüíîé òåîðèè, êîòîðàÿ, êàê îí îòìåòèë,

èìåëà òàêîå æå îòíîøåíèå ê èçó÷åíèþ âñåõ áèíàðíûõ îòíîøåíèé íà ìíî-

æåñòâàõ, ÷òî è ýêâàöèîíàëüíàÿ òåîðèÿ áóëåâîé àëãåáðû äëÿ èçó÷åíèÿ âñåõ

ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâ.

Ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ àëãåáðû îòíîøåíèé ñ îïåðàöèÿìè,

ïðèíàäëåæàùèìè ê ÷èñëó îïåðàöèé àëãåáð îòíîøåíèé Òàðñêîãî. Àëãåáðû

îòíîøåíèé ìîãóò áûòü êëàññèôèöèðîâàíû ïî âèäó ôîðìóë, çàäàþùèõ èõ

îïåðàöèè. Ñðåäè îïåðàöèé íàä îòíîøåíèÿìè îñîáóþ ðîëü èãðàþò ëîãè÷åñêèå

îïåðàöèè, êîòîðûå ìîãóò áûòü çàäàíû ñ ïîìîùüþ ôîðìóë èñ÷èñëåíèÿ ïðå-

äèêàòîâ 1-ãî ïîðÿäêà. Ïîçèòèâíûå ôîðìóëû çàäàþò ïîçèòèâíûå îïåðàöèè. Ê

÷èñëó ïîñëåäíèõ îòíîñÿòñÿ øèðîêî èçâåñòíûå îïåðàöèè ïåðåñå÷åíèÿ ∩, îáú-
åäèíåíèÿ ∪, ïðîèçâåäåíèÿ ◦ è îáðàùåíèÿ −1 áèíàðíûõ îòíîøåíèé. Âàæíûìè
êëàññàìè ëîãè÷åñêèõ îïåðàöèé ÿâëÿþòñÿ êëàññû ïðèìèòèâíî-ïîçèòèâíûõ è

êîíúþíêòèâíûõ îïåðàöèé.

Äëÿ ëþáîé ñîâîêóïíîñòè Ω îïåðàöèé íàä îòíîøåíèÿìè îáîçíà÷èì ÷åðåç

ClU(Ω) êëîí îïåðàöèé íà Rel(U), ïîðîæäåííûé îïåðàöèÿìè èç Ω. Àëãåá-

ðà îòíîøåíèé (Φ,Ω) íàçûâàåòñÿ ïîäðåäóêòîì (ñîîòâåòñòâåííî îáîáùåííûì

ïîäðåäóêòîì) àëãåáðû îòíîøåíèé Òàðñêîãî, åñëè Ω ⊆ Ω0 (ñîîòâåòñòâåííî

Ω ⊆ ClU(Ω0)). Êëàññû îáîáùåííûõ ïîäðåäóêòîâ àëãåáð îòíîøåíèé Òàðñêîãî

ñ îäíîé áèíàðíîé äèîôàíòîâîé îïåðàöèåé íàçûâàþòñÿ êëàññàìè ãðóïïîèäîâ

îòíîøåíèé. Ìîæíî îòìåòèòü âîçðîñøèé èíòåðåñ ê òåîðèè ãðóïïîèäîâ â ñâÿ-

çè ñ âîçìîæíîñòüþ èõ ïðèìåíåíèÿ â êðèïòîãðàôèè. Èçó÷àåòñÿ âîçìîæíîñòü

èñïîëüçîâàíèÿ íåàññîöèàòèâíûõ ãðóïïîèäîâ äëÿ ðåàëèçàöèè ïðîöåäóðû îò-
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êðûòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ êëþ÷åé íà îñíîâå àëãîðèòìà, îáîáùàþùåãî õîðîøî

èçâåñòíûé àëãîðèòì Äèôôè-Õåëëìàíà. Äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå íåàññîöè-

àòèâíûõ ãðóïïîèäîâ, îáëàäàþùèõ íåîáõîäèìûì äëÿ ýòîãî ñâîéñòâîì ïåðå-

ñòàíîâî÷íîñòè ñòåïåíåé, è íå ÿâëÿþùèõñÿ ãðóïïîèäàìè ñ àññîöèàòèâíûìè

ñòåïåíÿìè.

Äàííàÿ áàêàëàâðñêàÿ ðàáîòà ðàçäåëåíà íà òðè ðàçäåëà.

Ïåðâûé ðàçäåë ïîñâÿùåí áàçîâûì îïðåäåëåíèÿì è îáîçíà÷åíèÿì, ñâÿçàí-

íûìè ñ àëãåáðîé îòíîøåíèé ñ ïðèìèòèâíî-ïîçèòèâíûìè è êîíúþíêòèâíûìè

îïåðàöèÿìè. Ðàññìàòðèâàþòñÿ îñíîâíûå ïîíÿòèÿ îáùåé àëãåáðû, òàêèå êàê

îïðåäåëåíèå àëãåáðû (óíèâåðñàëüíîé àëãåáðû), àëãåáðû îòíîøåíèé è äðóãèå.

Ïðèâåäåíû íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ îáùåãî õàðàêòåðà.

Âî âòîðîì ââîäèòñÿ, çàíèìàþùåå öåíòðàëüíîå ìåñòî â äàëüíåéøåì èç-

ëîæåíèè, ïîíÿòèå ïðèìèòèâíî-ïîçèòèâíîé îïåðàöèè íàä îòíîøåíèÿìè. Ðàñ-

ñìàòðèâàåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå äèîôàíòîâûõ ñ ïîìîùüþ ãðàôîâ, èçëàãàþòñÿ

ðåçóëüòàòû. Â ýòîì ðàçäåëå èñïîëüçóåòñÿ àïïàðàò òåîðèè ãðàôîâ, íàõîäèòñÿ

ýôôåêòèâíîå îïèñàíèå ýêâàöèîíàëüíûõ òåîðèé àëãåáð îòíîøåíèé ñ ïîçèòèâ-

íûìè îïåðàöèÿìè.

Òðåòèé ðàçäåë ïîñâÿùåí êëàññèôèêàöèè êîíúþíêòèâíûõ îïåðàöèè ðàí-

ãà 2 è ðàíãà 3. Ïðîâåðÿþòñÿ èõ ñâîéñòâà, èñïîëüçóÿ äâóõïîëþñíûå ãðàôû.

Ðàçðàáîòàåì ïðîãðàììíûå êîä, êîòîðîå áóäåò ïðîâåðÿòü ñâîéñòâà êîíúþíê-

òèâíûõ îïåðàöèè ðàíãà 3.

Öåëü äàííîé ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â êëàññèôèêàöèè êîíúþíêòèâíûõ îïå-

ðàöèè ðàíãà 3 è ïðîâåðêè èõ ñâîéñòâ, ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, ìîæåò áûòü èñ-

ïîëüçîâàíî â ñôåðå çàùèòû èíôîðìàöèè.

Ñîäåðæàíèå. Ñíà÷àëà äàäèì îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ èç îáùåé àëãåáðû, àë-

ãåáðà òåðìîâ, ìíîãîîáðàçèÿ àëãåáð.

Îïðåäåëåíèå 1.2.1 Áèíàðíûì îòíîøåíèåì èëè ïðîñòî îòíîøåíèåì íà

ìíîæåñòâå U íàçûâàþòñÿ ëþáîå ïîäìíîæåñòâî åãî äeêàðòoâà êâàäðàòà. Ïðè-

íàäëåæíîñòü óïîðÿäî÷åííîé ïàðû (x,y) îòíîøåíèþ R ⊂ U×U áóäåì îáîçíà-

÷àòü îäíèì èç ñëåäóþùèõ ñïîñîáîâ: (x,y) ∈ R, xRy, x ≡ y(R). Ìíîæåñòâî âñåõ

îòíîøåíèé, çàäàííûõ íà U, áóäåì îáîçíà÷àòü Rel(U).

Îòíîøåíèÿ ∆ = (x, y) : x ∈ U è U = U×U íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåí-

íî òîæäåñòâåííûì è óíèâåðñàëüíûì îòíîøåíèåì íà U. Îòíîøåíèÿ ∆Y =
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(x, y) : x ∈ Y íàçûâàåòñÿ ÷àñòè÷íî-òîæäåñòâåííûì îòíîøåíèåì, îïðåäåëÿå-

ìûì ïîäìíîæåñòâîì Y ⊂ U.

Ñâîéñòâà áèíàðíûõ îòíîøåíèé:

Ïóñòü R ⊂ X×X.
1) R - ðåôëåêñèâíî, åñëè (x, x ) ∈ R ∀ x (ãðàô ðåôëåêñèâåí, åñëè ó êàæäîé

òî÷êè åñòü äóãà);

2) R - ñèììåòðè÷íî, åñëè (x, y) ∈ R ⇒ (y, x ) ∈ R;

3) R - òðàíçèòèâíî, åñëè (x, y),(y, z ) ∈ R ⇒ (x, z ) ∈ R;

4) R - àíòèñèììåòðè÷íî, åñëè (x, y),(y, x ) ∈ R ⇒ x = y ;

5) R - îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè, åñëè îíî ðåôëåêñèâíî, ñèììåòðè÷íî è

òðàíçèòèâíî;

6) R - îòíîøåíèå ïîðÿäêà, åñëè îíî ðåôëåêñèâíî, òðàíçèòèâíî è àíòèñèì-

ìåòðè÷íî

Îïðåäåëåíèå 1.2.4 Ïîä àëãåáðîé (óíèâåðñàëüíîé àëãåáðîé) òèïà τ =

{nj}j∈J ìû ïîíèìàåì ïàðó A = (A, {fj}j∈J), ãäå A - ìíîæåñòâî, íàçûâàåìîå

íîñèòåëåì àëãåáðû, è {fj}j∈J - ñåìåéñòâî îïåðàöèé íà A, ïðè÷åì àðíîñòü

îïåðàöèè fj ñîâïàäàåò ñ nj. Àëãåáðû ñ êîíå÷íûì íàáîðîì îïåðàöèé f1, ..., fn

áóäåì îáîçíà÷àòü (A, f1, ..., fn).

Óíèâåðñàëüíàÿ àëãåáðà ñ îäíîé àëãåáðàè÷åñêîé îïåðàöèåé íàçûâàåòñÿ

ãðóïïîèäîì.

Îïðåäåëåíèå 1.2.6 Àëãåáðîé îòíîøåíèé íàçûâàåòñÿ ïàðû (Φ,Ω), ãäå

Φ íåêîòîðîå ìíîæåñòâî áèíàðíûõ îòíîøåíèé, çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî ñîâî-

êóïíîñòè îïåðàöèè Ω íàä íèìè.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç R{Ω} (÷åðåç R{Ω,⊂}) êëàññ âñåõ àëãåáð (óïîðÿäî÷åí-

íûõ àëãåáð) îòíîøåíèé ñ ìíîæåñòâîì îïåðàöèé Ω.

Îïðåäåëåíèå 1.2.7 Îïåðàöèè íàä îòíîøåíèÿìè, çàäàâàåìûå ñ ïîìîùüþ

ôîðìóë èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà, íàçûâàþòñÿ ëîãè÷åñêèìè

îïåðàöèÿìè.

Îïðåäåëåíèå 1.3.1 Òåðìàìè íàçûâàþò ñëîâà, ïîñòðîåííûå ïî ñëåäóþ-

ùèì ïðàâèëàì:

1) Âñå ñèìâîëû èç T0 � òåðìû;

2) Åñëè t1, t2, ..., tn � òåðìû, òî f
n(t1, t2, ..., tn) � òåðì (fn ∈ F, n ≥ 1)
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3) Òåðìàìè ÿâëÿþòñÿ òîëüêî òå ñëîâà, êîòîðûå îïðåäåëåíû ïðàâèëàìè 1

è 2.

Îïðåäåëåíèå 1.3.3 Òîæäåñòâîì íàçîâåì ôîðìàëüíîå âûðàæåíèå âèäà

p = q, ãäå p è q ýòî òåðìû â ñîîòâåòñòâóþùåé ñèãíàòóðå. Áóäåì ãîâîðèòü,

÷òî óíèâåðñàëüíàÿ àëãåáðà A = (A, {fi}i∈I) óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó p = q,

åñëè äëÿ ëþáîé îöåíêè α íà ìíîæåñòâå A : pα = qα

Îïðåäåëåíèå 1.4.1 Êëàññ K - îäíîòèïíûõ àëãåáð íàçûâàåòñÿ ìíîãîîá-

ðàçèåì, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ñèñòåìà òîæäåñòâ Σ, ÷òî äëÿ ëþáîé àëãåáðû

A, ñîîòâåòñòâóþùåãî òèïà, A ∈ K òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A óäîâëåòâî-

ðÿåò ñèñòåìå òîæäåñòâ Σ.

Îïðåäåëåíèå 2.1.2 Ëîãè÷åñêàÿ îïåðàöèÿ íàçûâàåòñÿ ïðèìèòèâíî-

ïîçèòèâíîé (â äðóãîé òåðìèíîëîãèè äèîôàíòîâîé), åñëè îíà ñîäåðæèò â ñâîåé

çàïèñè ëèøü êâàíòîðû ñóùåñòâîâàíèÿ è îïåðàöèè êîíúþíêöèè.

Îïðåäåëåíèå 2.1.3 Ïîìå÷åííûì îðèåíòèðîâàííûì ãðàôîì íàçûâàåòñÿ

ïàðà G = (V,E), ãäå V = V (G) � ìíîæåñòâî, íàçûâàåìîå ìíîæåñòâîì âåð-

øèí, è = E(G) ⊂ V × N× V � òåðíàðíîå îòíîøåíèå.

Òðîéêó (u, k, v) ∈ E áóäåì íàçûâàòü ðåáðîì ñ ìåòêîé , ñîåäèíÿþùèì

âåðøèíó u ñ âåðøèíîé v, è ãðàôè÷åñêè èçîáðàæàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

u· ·vk

Îïðåäåëåíèå 2.1.4 Äâóõïîëþñíèêîì íàçûâåòñÿ ïîìå÷åííûé ãðàô ñ ïà-

ðîé âûäåëåííûõ âåðøèí, ò.å. ñèñòåìó âèäà G = (V,E, in, out), ãäå (V,E) �

ïîìå÷åííûé ãðàô; in, out � äâå âûäåëåííûåâåðøèíû (íå îáÿçàòåëüíî ðàç-

ëè÷íûå), íàçûâàåìûå âõîäîì è âûõîäîì äâóõïîëþñíèêà ñîîòâåòñòâåííî.

Îïðåäåëåíèå 2.1.5 Ïóñòü G = (V,E, in, out) è Gk = (Vk, Ek, ink, outk)

(k = 1, ...,m) � äâóõïîëþñíèêè ñ ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèìèñÿ ìíîæåñòâàìè

âåðøèí. Íàçîâåì êîìïîçèöèåé ýòèõ äâóõïîëþñíèêîâ íîâûé äâóõïîëþñíèê

G(G1, ..., Gm), îïðåäåëÿåìûé ñëåäóþùèì îáðàçîì: âîçüìåì äâóõïîëþñíèê G

è çàìåíèì êàæäîå åãî ðåáðî (u, k, v) ∈ Eíà äâóõïîëþñíèê Gk, îòîæäåñòâëÿÿ

ïðè ýòîì âåðøèíó ink ñ âåðøèíîé u è âåðøèíó outk ñ âåðøèíîé v.

Îïðåäåëåíèå 2.1.6 Ïóñòü G1 = (V1, E1, in1, out1) è G2 =

(V2, E2, in2, out2) � äâóõïîëþñíèêè. Îòîáðàæåíèå f : V2 7→ V1 íàçûâàåòñÿ ãî-
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ìîìîðôèçìîì G2 â G1, åñëè f(in2) = in1, f(out2) = out1 è (f(u), k, f(v)) ∈ E1

äëÿ âñÿêîé òðîéêè (u, k, v) ∈ E2.

Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíóþ òåîðåìó îïèñûâàþùóþ ñòðîåíèå ýêâàöèîíàëü-

íîé òåîðèè àëãåáð îòíîøåíèé ñ ïðèìèòèâíî-ïîçèòèâíûìè îïåðàöèÿìè.

Òåîðåìà 2.2.1 Ïóñòü Ω - ìíîæåñòâî ïðèìèòèâíî-ïîçèòèâíûõ îïåðàöèé.

Òîæäåñòâî

p = q(p ≤ q)

ïðèíàäëåæèò ýêâàöèîíàëüíîé òåîðèè Eq{Ω} (Eq{Ω,⊂}) òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ñóùåñòâóþò ãîìîìîðôèçìû èçG(q) âG(p) è èçG(p) âG(q) (ñóùåñòâóåò

ãîìîìîðôèçì èç G(q) â G(p)).

Îïðåäåëåíèå 3.1.1 Îïåðàöèÿ íàçûâàåòñÿ êîíúþíêòèâíîé, åñëè îíà ìî-

æåò áûòü îïðåäåëåíà ôîðìóëîé ïåðâîãî ïîðÿäêà, ñîäåðæàùåé â ñâîåé ïðå-

íåêñíîé íîðìàëüíîé ôîðìå òîëüêî îïåðàöèè êîíúþíêöèè.

Îïðåäåëåíèå 3.1.2 Îïåðàöèÿ F d(ρ1, ρ2) = F (ρ1, ρ2) íàçûâàåòñÿ äâîé-

ñòâåííîé ïî îòíîøåíèþ ê îïåðàöèè F .

Îïðåäåëåíèå 3.1.3 Îïåðàöèÿ F c(ρ1, ρ2) = (F (ρ−12 , ρ−11 ))−1, ãäå −1 - îïå-

ðàöèÿ îáðàòíîãî îòíîøåíèÿ, íàçûâàåìàÿ ñîïðÿæåííîé ñ îïåðàöèåé F .

Îáîçíà÷èì ÷åðåçRel(U) ìíîæåñòâî âñåõ îòíîøåíèé íà U . Äëÿ ëþáîé ôîð-

ìóëû φ(z0, z1, r1, r2) èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà (áåç ðàâåíñòâà è

êîíñòàíò), ñîäåðæàùåé äâå ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå z0, z1 è äâà áèíàðíûõ ñèì-

âîëà ïðåäèêàòà r1, r2, ìû ìîæåì çàäàòü áèíàðíóþ îïåðàöèþ F íàä Rel(U),

îïðåäåëÿåìóþ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

F (ρ1, ρ2) = {(u, v) ∈ U × U : φ(u, v, ρ1, ρ2)},

ãäå φ(u, v, ρ1, ρ2) îçíà÷àåò, ÷òî ôîðìóëà φ âûïîëíÿåòñÿ âñÿêèé ðàç, êîãäà

z0, z1 èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê u, v, à r1, r2 èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê îòíîøåíèÿ

ρ1, ρ2 ∈ Rel(U).

Ìû ãîâîðèì, ÷òî ïðèìèòèâíî-ïîçèòèâíàÿ îïåðàöèÿ F èìååò ðàíã k, åñëè

îíà ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà ôîðìóëîé, ñîäåðæàùåé k êîíúþíêòèâíûõ ýëå-

ìåíòîâ, è íå ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà ôîðìóëàìè ñ ìåíüøèì èõ ÷èñëîì.

Ïîñêîëüêó ñóùåñòâóåò âñåãî âîñåìü àòîìîâ èç äâóõ ñèìâîëîâ-ïðåäèêàòîâ

è äâóõ îòäåëüíûõ ïåðåìåííûõ, ëåãêî óâèäåòü, ÷òî îáùåå ÷èñëî îïåðàöèé
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ðàâíî äâóìñòàì äâàäöàòè òðåì. Ñ ïîìîùüþ ðóòèííûõ âû÷èñëåíèé ìîæíî

óñòàíîâèòü, ÷òî ÷èñëî êîíúþíêòèâíûõ îïåðàöèé âïëîòü äî äâîéñòâåííûõ è

ñîïðÿæåííûõ ðàâíî äåâÿíîñòà ñåìè. Ìû ñîñðåäîòî÷èìñÿ íà òåõ èç íèõ, êî-

òîðûå èìåþò âòîðîé ðàíã. Ñóùåñòâóåò âñåãî øåñòü òàêèõ îïåðàöèé, êîòîðûå

îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

F0(ρ1, ρ2) = {(u, v) ∈ U × U : (u, v) ∈ ρ1 ∧ (u, v) ∈ ρ2};

F1(ρ1, ρ2) = {(u, v) ∈ U × U : (v, u) ∈ ρ1 ∧ (v, u) ∈ ρ2};

F2(ρ1, ρ2) = {(u, v) ∈ U × U : (u, v) ∈ ρ1 ∧ (v, u) ∈ ρ2};

F3(ρ1, ρ2) = {(u, v) ∈ U × U : (u, u) ∈ ρ1 ∧ (u, v) ∈ ρ2};

F4(ρ1, ρ2) = {(u, v) ∈ U × U : (u, u) ∈ ρ1 ∧ (v, u) ∈ ρ2};

F5(ρ1, ρ2) = {(u, v) ∈ U × U : (u, u) ∈ ρ1 ∧ (v, v) ∈ ρ2};

Îïðåäåëåíèå 3.3.1 ×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûé ãðóïïîèä - ýòî àëãåáðàè÷å-

ñêàÿ ñèñòåìà (A, ·,≤), ãäå (A, ·) - ãðóïïîèä, ò.å. àëãåáðà ñ îäíîé äâîè÷íîé

îïåðàöèåé, à ≤ - îòíîøåíèå ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà íà A, ñîâìåñòèìîå ñ óìíî-

æåíèåì, ò.å. x ≤ y ïîäðàçóìåâàåò xz ≤ yz è zx ≤ zy.

Äàëåå, ïðèâåäåì êîíúþíêòèâíûå îïåðàöèè ðàíãà 3. Ñóùåñòâóåò âñåãî ñî-

ðîê âîñåìü òàêèõ îïåðàöèé.

Êàæäàÿ îïåðàöèÿ ñòðîèòñÿ ìåòîäîì êîìáèíèðîâàíèÿ äâóõ äâóõïîëþñíûõ

ãðàôîâ, êîòîðûå, â ñâîþ î÷åðåäü, ïðåäñòàâèìû â âèäå áèíàðíîé ìàòðèöû.

Ïåðâûé ãðàô ñîñòîèò èç îäíîé äóãè, âòîðîé èç äâóõ äóã. Òàêèì îáðàçîì,

ïåðâûé ãðàô èìååò 4 âàðèàíòà ïðåäñòàâëåíèÿ, à âòîðîé 6 âàðèàíòîâ. Òàê

ïîëó÷àåì 48 îïåðàöèé.

Ýòè îïåðàöèè ìîæíî ðàçäåëèòü íà êëàññû. Â êàæäîì êëàññå äâå èëè ÷å-

òûðå îïåðàöèè. Êîëè÷åñòâî îïåðàöèé â êëàññå çàâèñèò îò ðåçóëüòàòà ñîïðÿ-

æåíèÿ è îáðàòíîñòè ýòèõ îïåðàöèé. Òàê êàê íåêîòîðûå îïåðàöèè íå èìå-

þò ñîïðÿæåííûõ è îáðàòíûõ. Òàê, ê ïðèìåðó, äëÿ îïåðàöèè {(u, v) ∈ U :
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×U(u, v) ∈ ρ1 ∧ (u, v) ∈ ρ2 ∧ (v, u) ∈ ρ2} íåò ñîïðÿæåííîé îïåðàöèè, à îáðàò-

íàÿ áóäåò ñîâïàäàòü ñ äâîéñòâåííîé äëÿ {(u, v) ∈ U : ×U(u, v) ∈ ρ1 ∧ (u, v) ∈
ρ2∧ (v, u) ∈ ρ2}, òî åñòü ñ {(u, v) ∈ U ×U(u, v) ∈ ρ2∧ (u, v) ∈ ρ1∧ (v, u) ∈ ρ1}.

Òàêèì îáðàçîì ìîæíî ïîëó÷èòü 16 êëàññîâ:

Ìû êîíöåíòðèðóåì íàøå âíèìàíèå àññîöèàòèâíîé îïåðàöèè ∗ íàä Rel(U)½

êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ ëþáûõ ñîîòíîøåíèé ρ1 è ρ2

èç Rel(U), ïîëîæèì

ρ1 ∗ ρ2 = {(u, v) ∈ U × U : (u, u) ∈ ρ1 ∧ (v, v) ∈ ρ1 ∧ (u, v) ∈ ρ2}.

Äëÿ ýòîé îïåðàöèè âûïîëíÿåòñÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.3.1 Ãðóïïîèä (A, ·) ïðèíàäëåæèò ìíîãîîáðàçèþ V {∗} òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâàì:

x2y = yx, (3.1)

xyz = yxz, (3.2)

xy ≤ y, (3.3)

x ≤ yz ⇒ x ≤ yx (3.4)

Çàêëþ÷åíèå.

Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ êîíúþíêòèâíûõ îïåðàöèé íàä îòíî-

øåíèÿìè. À èìåííî, êëàññèôèêàöèè êîíúþíêòèâíûõ îïåðàöèé ðàíãà 3. Äëÿ

äîñòèæåíèÿ ïîñòàâëåííîé öåëè èñïîëüçîâàëèñü ìåòîäû îïèñàíèÿ ýêâàöèî-

íàëüíûõ òåîðèé êëàññîâ àëãåáð îòíîøåíèé ñ ïîìîùüþ äâóõïîëþñíûõ ãðà-

ôîâ.

Â ýòîé ðàáîòå îñâåøåíû áàçîâûå îïðåäåëåíèÿìè è îáîçíà÷åíèÿìè, ñâÿçàí-

íûìè ñ àëãåáðîé îòíîøåíèé ñ ïðèìèòèâíî-ïîçèòèâíûìè è êîíúþíêòèâíûì

îïåðàöèÿìè. Ðàññìàòðèâàþòñÿ îñíîâíûå ïîíÿòèÿ îáùåé àëãåáðû. Ïðèâåäåíû

íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ îáùåãî õàðàêòåðà.

À òàêæå ïðèâåäåíî ïîíÿòèå ïðèìèòèâíî-ïîçèòèâíîé îïåðàöèè íàä îòíî-

øåíèÿìè è ðàññìîòðåíî ïðåäñòàâëåíèå äèîôàíòîâûõ îïåðàöèé ñ ïîìîùüþ

ãðàôîâ. Ïðèâîäÿòñÿ, ïîëó÷åííûå â ñòàòüå Ä.À. Áðåäèõèíà ¾Ýêâàöèîíàëüíàÿ

òåîðèÿ àëãåáð îòíîøåíèé ñ ïîçèòèâíûìè îïåðàöèÿìè¿, ðåçóëüòàòû.
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Ôîðìóëèðóåòñÿ ðåçóëüòàò ïîëó÷åííûé â õîäå ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû.

Áûëè êëàññèôèöèðîâàíû êîíúþíêòèâíûõ îïåðàöèé ðàíãà 3 è ïðîâåðåíû

îïðåäåë¼ííûå òîæäåñòâà äëÿ íèõ. Äàëåå, äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà î ïðèíàä-

ëåæíîñòè ïîëóãðóïïû (A, ·,≤) ê êëàññó R{∗,⊂}. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàííî
íà äîêàçàòåëüñòå òåîðåìû èç ðàáîòàì Ä. À. Áðåäèõèíà ¾Î ïîëóãðóïïàõ îò-

íîøåíèé ñ îïåðàöèåé ðåôëåêñèâíî-îãðàíè÷èòåëüíîãî óìíîæåíèÿ¿.

Íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ äàííûõ, áûë ñäåëàí âûâîä î âûïîëíèìîñòè çàäàí-

íûõ òîæäåñòâ äëÿ êîíúþíêòèâíûõ îïåðàöèé ðàíãà 3.
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