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Ââåäåíèå. Â öåíòðå âíèìàíèÿ ñîâðåìåííîé àáñòðàêòíîé ìàòåìàòèêè è ñôåð

åå ïðèëîæåíèÿ íàõîäÿòñÿ ðàçëè÷íûå àëãåáðàè÷åñêèå ñòðóêòóðû, ñðåäè êîòî-

ðûõ íå ïîñëåäíåå ìåñòî çàíèìàþò ãðóïïû. Â äàííîé ðàáîòå ðå÷ü ïîéäåò íå

òîëüêî îá îáðàçîâàíèè ãðóïïû íà ìíîæåñòâå òî÷åê ãëàäêèõ êðèâûõ, íî è î

ïîíÿòèè ãëàäêèõ êðèâûõ íà ïëîñêîñòè. Îòäåëüíî áóäåò ðàññìîòðåíà ýëëèï-

òè÷åñêàÿ êðèâàÿ, êàê âèä àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé.

Äîëãîå âðåìÿ òåîðèÿ ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ íå èìåëà íèêàêèõ ïðèëî-

æåíèé, ïîêà Íèë Êîáëèö è Âèêòîðè Ìèëëåð íå ïðåäëîæèëè èñïîëüçîâàòü

ýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå äëÿ ïîñòðîåíèÿ êðèïòîñèñòåì ñ îòêðûòûì êëþ÷îì,

èñïîëüçóþ ïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìîâ ôàêòîðèçàöèè áîëüøèõ ÷èñëåë. Ïðè÷è-

íîé âñåãî ýòîãî ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå íàä êîíå÷íûìè ïîëÿ-

ìè äîñòàâëÿþò íåèñòîùèìûé èñòî÷íèê àáåëåâûõ ãðóïï, êîòîðûå óäîáíû äëÿ

âû÷èñëåíèÿ è îáëàäàþò áîãàòîé ñòðóêòóðîé.

Äàííàÿ áàêàëàâðñêàÿ ðàáîòà ðàçäåëåíà íà òðè ðàçäåëà.

Ïåðâûé ðàçäåë ïîñâÿùåí ïîíÿòèè êðèâîé íà ïëîñêîñòè. Ðàññìàòðèâàþòñÿ

îñíîâíûå ïîíÿòèÿ êðèâîé îáùåãî òèïà, òàêèå êàê îïðåäåëåíèå êàñàòåëüíîãî

âåêòîðà, êðèâèçíà êðèâîé è ñîïðîâîæäàþùèé áàçèñ Ôðåíå. Òàêæå ðàññìàò-

ðèâàþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèå êðèâûå è, â ÷àñòíîñòè, ýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå.

Âî âòîðîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêîå ïîñòðîåíèå ãðóïïû

òî÷åê íà îêðóæíîñòè è íà ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé íàä âåùåñòâåííûìè ÷èñ-

ëàìè. Òàêæå ðàññìàòðèâàåòñÿ è ðåàëèçîâûâàåòñÿ èíòåðïîëÿöèÿ êóáè÷åñêèì

ñïëàéíîì äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãëàäêîé êðèâîé.

Òðåòèé ðàçäåë îñíîâàí íà ðàññìîòðåíèè ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé íàä ðàç-

ëèíûìè êîíå÷íûìè ïîëÿìè. Äàíî îïðåäåëåíèå ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé íàä

ïðîèçâîëüíûì ïîëåì F. Òàêæå â ðàáîòå íàõîäÿòñÿ ôîðìóëû ñëîæåíèÿ äâóõ

òî÷åê è îáðàòíîé òî÷êè íà ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñõåìà

ðàçäåëåíèÿ ñåêðåòà, èñïîëüçóÿ èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí Ëàãðàíæà.

Ñîäåðæàíèå. Â íà÷àëå ðàáîòû ðàññìàòðèâàëèñü îñíîâíûå ïîíÿòèÿ ãëàäêîé

êðèâîé, òàêèå êàê: ïîíÿòèå ïðîñòîé êðèâîé, êàñàòåëüíîãî âåêòîðà, êðèâèç-

íà êðèâîé è îñòàëüíûå îñíîâíûå õàðàêòåðèñòèêè ãëàäêîé êðèâîé. Äàëüøå â

ðàáîòå áûëè ðàññìîòðåííû àëãåáðàè÷åñêèå êðèâûå è ýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå.

Îïðåäåëåíèå 1.4.1. Àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé ïîðÿäêà n íàä ïîëåì F íà-

çûâàåòñÿ ìíîæåñòâî òî÷åê (x, y), ãäå x, y ∈ F , óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíå-
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íèþ F (X, Y ) = 0, ãäå F (X, Y ) ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n ñ êîýôôèöèåíòàìè èç

F .

Ïîä ñòåïåíüþ îäíî÷ëåíà ïîíèìàåòñÿ ñóììà ñòåïåíåé âõîäÿùèõ â íåãî ïå-

ðåìåííûõ, à ïîä ñòåïåíüþ ìíîãî÷ëåíà - ìàêñèìàëüíàÿ ñòåïåíü ñîñòàâëÿþùèõ

åãî îäíî÷ëåíîâ.

Îïðåäåëåíèå 1.4.2. Òî÷êà (x1, y1) êðèâîé F (X, Y ) = 0 íàçûâàåòñÿ

íåîñîáîé, åñëè â íåé íå ðàâíû íóëþ îáå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ìíîãî÷ëåíà

F (X, Y ).

Äàäèì îïðåäåëåíèå ãëàäêîé êðèâîé

Îïðåäåëåíèå 1.4.3. Êðèâàÿ íàçûâàåòñÿ íåîñîáîé, èëè ãëàäêîé, åñëè âñå

åå òî÷êè íåîñîáûå. Â ëþáîé òàêîé òî÷êå (x, y) ê íåé ìîæíî ïðîâåñòè êà-

ñàòåëüíóþ.

Íåîñîáàÿ êðèâàÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà íàä ïîëåì F è íàçûâàåòñÿ ýëëèïòè-

÷åñêîé êðèâîé íàä òåì æå ïîëåì, åñëè íà íåé åñòü õîòÿ áû îäíà òî÷êà. Â

ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî ïîëÿ âñÿêóþ ýëëèïòè÷åñêóþ êðèâóþ ìîæíî ïðåîáðà-

çîâàòü ê âèäó:

Y 2 + a1XY + a3Y = X3 + a2X
2 + a4X + a6, ai ∈ F, (1.6)

òàêæå íàçûâàåìîìó ôîðìîé Âåéåðøòðàññà.

Äàëåå äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîëÿ èñïîëüçóåì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé íàä ïîëåì F íàçûâàåòñÿ ãëàäêàÿ êðèâàÿ, çà-

äàâàåìàÿ óðàâíåíèåì âèäà (1.6). Áóäåì îáîçíà÷àòü E(F ) ìíîæåñòâî òî÷åê

(x, y) ∈ F 2, óäîâëåòâîðÿþùèõ ýòîìó óðàâíåíèþ (1.6), è ñîäåðæàùåå, êðîìå

òîãî, áåñêîíå÷íî óäàëåííóþ òî÷êó, îáîçíà÷àåìóþ Θ.

Ñàìûì âàæíûì ñâîéâñòâîì íàøåãî ìíîæåñòâà òî÷åê E(f) ýëëèïòè÷åñêîé

êðèâîé ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îíè îáðàçóþò àáåëåâó ãðóïïó. Äëÿ ýòîãî íà ìíîæå-

ñòâå E(F ), ñîñòîÿùåì èç òî÷åê ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé (1.8) è åùå îäíîãî ýëå-

ìåíòà - áåñêîíå÷íî óäàëåíîé òî÷êè êðèâîé Θ, ìîæíî îïðåäåëèòü îïåðàöèþ

ñëîæåíèÿ. À íàøà áåñêîíå÷íî óäàëåííàÿ òî÷êà áóäåò èãðàòü ðîëü íåéòðàëü-

íîãî ýëåìåíòà.
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Ïóñòü â íàøåì ñëó÷àå E - ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ íàä âåùåñòâåííûìè ÷èñ-

ëàìè, è ïóñòü P è Q - äâå òî÷êè íà . Îïðåäåëèì òî÷êè -Ð è Ð+Q ïî ñëåäóþùèì

ïðàâèëàì.

1. Åñëè P - òî÷êà â áåñêîíå÷íîñòè, òî P = −P = Θ è P + Q = Q, ò.å. Θ

- íóëåâîé ýëåìåíò ïî ñëîæåíèþ ãðóïïû òî÷åê. Â ñëåäóþùèõ ïóíêòàõ áóäåì

ñ÷èòàòü, ÷òî íè P , íè Q íå ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè â áåñêîíå÷íîñòè.

2. Òî÷êè P = (x, y) è −P èìåþò îäèíàêîâûå x-êîîðäèíàòû, à èõ y-

êîîðäèíàòû ðàçëè÷àþòñÿ òîëüêî çíàêîì, ò.å. −(x, y) = (x,−y). Èç (2.2) ñðàçó

ñëåäóåò, ÷òî (x,−y) - òàêæå òî÷êà íà E.

3. Åñëè P è Q èìåþò ðàçëè÷íûå x-êîîðäèíàòû, òî ïðÿìàÿ l =
−→
PQ èìååò

ñ åùå â òî÷íîñòè îäíó òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ R (çà èñêëþ÷åíèåì äâóõ ñëó÷àåâ:

êîãäà îíà îêàçûâàåòñÿ êàñàòåëüíîé â P , è ìû òîãäà ïîëàãàåì R = , èëè

êàñàòåëüíîé â Q, è ìû òîãäà ïîëàãàåì R = Q). Îïðåäåëÿåì òåïåðü P +Q êàê

òî÷êó −R, ò.å. êàê îòðàæåíèå îò îñè òðåòüåé òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ.

4. Åñëè Q = −P (ò.å. x-êîîðäèíàòà Q òà æå, ÷òî è ó P , à y-êîîðäèíàòà

îòëè÷àåòñÿ ëèøü çíàêîì), òî ïîëàãàåì P + Q = Θ (òî÷êå â áåñêîíå÷íîñòè;

ýòî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ïðàâèëà 1).

5. Îñòàåòñÿ âîçìîæíîñòü P = Q. Òîãäà ñ÷èòàåì, ÷òî l - êàñàòåëüíàÿ ê

êðèâîé â òî÷êå P . Ïóñòü R - åäèíñòâåííàÿ äðóãàÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ l c E.

Ïîëàãàåì P +Q = −R.

Ïðèìåð 2.1 Ðàññìîòðèì ýëëèïòè÷åñêóþ êðèâóþ y2 = x3−x â ïëîñêîñòè

xy è âûøåóêàçàííûé ñëó÷àé ñëîæåíèÿ òî÷åê P è Q. ×òîáû íàéòè P +Q ïðî-

âîäèì ïðÿìóþ PQ è â ðîëè òî÷èê P +Q áåðåì òî÷êó, êîòîðàÿ ñèììåòðè÷íàÿ

îòíîñèòåëüíî îñè x, îïðåäåëÿåìîé ïåðåñå÷åíèåì ïðÿìîé PQ è êðèâîé.
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Ðèñóíîê 2.5− Ñëîæåíèÿ òî÷êå íà ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé

Òåïåðü âûâåäåì ôîðìóëó äëÿ íàøåé òî÷êè P +Q.

Ïóñòü (x1, y1), (x2, y2), (x3, y3) îáîçíà÷àþò êîîðäèíàòû ñîîòâåòñòâåííî

P,Q, P +Q. Ìû õîòèì âûðàçèòü x3, y3 ÷åðåç x1, y1, x2, y2.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü íàø ñëó÷àé ïî 3 ïóíêòó â íàøåì ïëàíå, ò.å åñòü

óðàâíåíèå ïðÿìîé y = αx+ β, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç P è Q (â ýòîé ñèòóàöèè îíà

íå âåðòèêàëüíà). Òîãäà α = y2−y1
x2−x1

è β = y1 − αx1. Íàøà òî÷êè (x, αx + β)

ëåæàò îäíîâðåìåíî è íà ïðÿìîé, è íà ýëëèïòè÷åñêîé îêðóæíîñòè òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà (αx+ β)2 = x3 + αx+ b. Îñòàëîñü ðåøèòü ýòî óðàâíåíèå

è ïîëó÷èòü êîîðäèíàòû (x3, y3) ÷åðåç x1 è x2. Ðàññïèøåì ïîïîäðîáíåå íàøå

óðàâíåíèå

x3 − (αx+ β)2 + ax+ b = x3 − α2x2 + x(a− 2αβ) + b− β2 = 0

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìû çíàåì, ÷òî íàøå êóáè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò 3 ðåøåíèÿ

- x1, x2, x3. Òî åñòü ìû ìîæåì ðàñïèñàòü íàøå óðàâíåíèå â áîëåå ïîäõîäÿùèé
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ê íàì âèä:

x3−(αx+β)2+ax+b = (x−x1)(x−x2)(x−x3) = (x2−x1x−x2x+x1x2)(x−x3) =

= x3 − (x1 + x2 + x3)x
2 + (x1x2 + x2x3 + x2x3)x− x1x2x3

Ïðè x2 ìû èìååè 2 êîýôôèöèåíòà:

−α2 = −x1 − x2 − x3 ⇒ x3 = α2 − x1 − x2

.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ x3 è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ y3.

Ðàññìàòðèâàåì íàøó òî÷êó P+Q = (x3,−y3) = (x3,−(αx3+β)) è çàïèñûâàåì

÷åðåç x1, y1, x2, y2:

x3 = (
y2 − y1
x2 − x1

)2 − x1 − x2

y3 = −y1 +
y2 − y1
x2 − x1

(x1 − x3)

Åñëè ðàññìîòðåòü ñëó÷àé P + P , òî ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç íèõ ïðÿìàÿ ñòàíî-

âèòñÿ êàñàòåëüíîé ê êðèâîé.

Ïîñêîëüêó Q ñòðåìèòñÿ ê P , ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç P è Q ñòàíîâèòñÿ

êàñàòåëüíîé ê êðèâîé. Â ñâåòå ýòîãî ìû ìîæåì ñêàçàòü, ÷òî P +P = −R, ãäå

R � ýòî òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìåæäó êðèâîé è êàñàòåëüíîé ê êðèâîé â òî÷êå P .

Êðîìå ñëîæåíèÿ, ìû ìîæåì îïðåäåëèòü è äðóãóþ îïåðàöèþ: ñêàëÿðíîå

óìíîæåíèå, òî åñòü

nP = P + P + . . .+ P,

ãäå n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïîòðåáóåòñÿ n ñëîæåíèé äëÿ âû÷èñëåíèÿ. Åñëè n ñîñòîèò

èç k äåñÿòè÷íûõ ðàçðÿäîâ, òî àëãîðèòì áóäåò èìåòü ñëîæíîñòü O(2k), ÷òî íå

î÷åíü õîðîøî. Íî ñóùåñòâóþò è áîëåå áûñòðûå àëãîðèòìû.

Îäèí èç íèõ � àëãîðèòì óäâîåíèÿ-ñëîæåíèÿ.

Òåïåðü ìû îãðàíè÷èì ýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå êîíå÷íûìè ïîëÿìè, à íå âå-

ùåñòâåííûìè ÷èñëàìè, è ïîñìîòðèì, ÷òî èç ýòîãî ïîëó÷èòñÿ.
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Ìíîæåñòâî òî÷åê ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé ìîæíî ðàññìîòðåòü â âèäå:{
(x, y) ∈ GF (p)2 | y2 ≡ x3 + ax+ b (mod p),

4a3 + 27b2 ̸≡ Θ (mod p)
}

∪ {Θ}

ãäå Θ � ïî-ïðåæíåìó òî÷êà â áåñêîíå÷íîñòè, à a è b � äâà öåëûõ ÷èñëà â

GF (p).

Òî, ÷òî ðàíüøå áûëî íåïðåðûâíîé êðèâîé, òåïåðü ñòàëî ìíîæåñòâîì îò-

äåëüíûõ òî÷åê íà ïëîñêîñòè xy.

Ðàññìîòðèì àëãåáðàè÷åñêóþ ñóììó äëÿ òî÷åê ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ íàä

êîíå÷íûì ïîëåì.

Óðàâíåíèÿ äëÿ âûïîëíåíèÿ ñëîæåíèé òî÷åê â òî÷íîñòè òàêèå æå, êàê

â ïðåäûäóùåì ðåçäåëå, çà èñêëþ÷åíèåì òîãî, ÷òî íàì íóæíî äîáàâëÿòü â

êîíöå êàæäîãî âûðàæåíèÿ "mod p". Ïîýòîìó, åñëè P = (x1, y1), Q = (x2, y2)

è R = (x3, y3), òî P +Q = −R ìîæíî âû÷èñëèòü ñëåäóþùèì ñïîñîáîì:

x3 =
(( y2 − y1

x2 − x1

)2 − x1 − x2

)
mod p

y3 =
(
− y1 +

y2 − y1
x2 − x1

(x1 − x3)
)
mod p

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñóììû òî÷åê èñïîëüçîâàëñÿ ÿçûê ïðîãðàììèðîâàíèÿ

Python, òàê êàê îí î÷åíü ïðîñò â íàïèñàíèè íàøèõ ôóíêöèé, òàêèõ êàê:

ïðîâåðêà íà áåñêîíå÷íî óäàëåííóþ òî÷êó, îáðàòíàÿ òî÷êà è ñàìî ñëîæåíèå

òî÷åê.

Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé: y2 ≡ x3−x+3 (mod 127), ïðè P = (16, 20) è

Q = (41, 120). Íóæíî ñëîæèòü òî÷êè P è Q äëÿ ýòî êðèâîé. Â äàííîì ñëó÷àå

ìû èìååì, ÷òî p= 127, a = -1, b = 3. Íî åñòü íåáîëüøîå îòëè÷èå ïðÿìûõ

íà GF (p) îò ïðÿìûõ íà ïîëå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî

ïðÿìàÿ íàä Fp � ýòî ìíîæåñòâî òî÷åê (x, y), óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèþ

ax + by + c ≡ 0 (mod p) (ýòî ñòàíäàðòíîå óðàâíåíèå ïðÿìîé ñ äîáàâëåííîé

÷àñòüþ "(mod p)").

Ââåä¼ì íàøè ïåðâè÷íûå äàííûå è îáñóäèì ðåçóëüòàò. Ðåçóëüòàò ïðåäñòàâ-

ëåí íà ðèñóíêå 3.1:
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Ðèñóíîê 3.1− Ñëîæåíèå òî÷åê äëÿ êðèâîé y2 ≡ x3 − x+ 3 (mod 127)

Ïðîãðàììà âûâåëà íàøó òî÷êó R = P + Q ñ êîîðäèíàòàìè (86, 81). Åñ-

ëè ðàññìîòðåòü ìíîæåñòâî òî÷åê íà äàííîé ýëëèïòè÷åñêî êðèâîé, òî ìîæíî

óâèäåòü íàøè òî÷êè (ðèñóíîê 3.2):

Ðèñóíîê 3.2−Ìíîæåñòâî òî÷åê êðèâîé

Áîëåå òîãî, åñëè ìû âñòàâèì íàøè äàííûå â ôîðìóëó (2.1) ïðåäûäóùåãî

ðàçäåëà, òî ñìîæåì òî÷íî óáåäèòüñÿ â ðåçóëüòàòå: x3 =
(
100−20
41−16

)2 − 16− 41 =

16 − 16 − 41 = −41. Òàê êàê −41 ≡ 86 (mod 127), çíà÷èò íàø îòâåò òî÷íî

âåðíûé. Òî æå ñàìîå äåëàåì ñ y3: y3 = −20 + 4(16 + 41) = 208. Òàê êàê

208 ≡ 81 (mod 127), òîãäà ó y3 ó íàñ âñå ñõîäèòñÿ.
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Òåïåðü îáñóäèì ñõåìó èíòåðïîëÿöèîííûõ ïîëèíîìîâ Ëàãðàíæà (ñõåìà

ðàçäåëåíèÿ ñåêðåòà Øàìèðà).

Äëÿ èíòåðïîëÿöèè ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè (k − 1) òðåáóåòñÿ k òî÷åê. Ê ïðè-

ìåðó, äëÿ çàäàíèÿ ïðÿìîé äîñòàòî÷íî äâóõ òî÷åê, äëÿ çàäàíèÿ ïàðàáîëû -

òðåõ òî÷åê, è òàê äàëåå.

Åñëè ìû õîòèì ðàçäåëèòü ñåêðåò ìåæäó n ëþäüìè òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû

âîññòàíîâèòü åãî ìîãëè òîëüêî k ÷åëîâåê (k ≤ n), ìû ¾ïðÿ÷åì¿ åãî â ôîð-

ìóëó ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè k. Òàêèì îáðàçîì, âîññòàíîâèòü ýòîò ìíîãî÷ëåí è

èñõîäíûé ñåêðåò ìîæíî áóäåò òîëüêî ïî k òî÷êàì.

Âñÿêàÿ ñõåìà ðàçäåëåíèÿ ñåêðåòà ñîñòîèò èç äâóõ ýòàïîâ, ýòàïà äåëåíèÿ

ñåêðåòà è ýòàïà âîññòàíîâëåíèÿ ñåêðåòà. Ñåêðåòîì áóäåò ñîîáùåíèå M .

Ðàçäåëåíèå ñåêðåòà. Äîâåðåííûé öåíòð T (Òðåíò) âûáèðàåò áîëüøîå

ïðîñòîå ÷èñëî p, ñ óñëîâèåì, ÷òî M < p. Íàä ïðîñòûì ïîëåì Ãàëóà GF (p)

ãåíåðèðóåòñÿ ñëó÷àéíûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè k − 1 (èñõîäÿ èç ÷èñëà äîëåé k,

äîñòàòî÷íûõ äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ñåêðåòà):

s(x) = ak−1x
k−1 + ak−2x

k−2 + · · ·+ a1x+M (mod p), (3.1)

ãäå a1, . . . , ak−1 - ñëó÷àéíûå êîýôôèèöèåíòû ïî (mod p). Çàòåì âû÷èñ-

ëÿþòñÿ äîëè

s(xi) = ak−1x
k−1
i + ak−2x

k−2
i + · · ·+ a1xi +M (mod p) (3.2)

Äîëÿìè ÿâëÿþòñÿ (xi, s(xi), p), ãäå xi ìîãóò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ xi =

1, . . . , n íîìåðîâ äîëåé, p - îáùåå ïðîñòîå ÷èñëî äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ñåêðåòû.

Ïîñëå ýòîãî ìíîãî÷ëåí (3.1) óíè÷òîæàåòñÿ, à äîëè ðàçäàþòñÿ ó÷àñòíèêàì

ïðîòîêîëà. Äîëè ìîãóò ðàçäàâàòüñÿ ñ ó÷¼òîì ñòàòóñà ïîëó÷àòåëÿ.

Âîññòàíîâëåíèå ñåêðåòà. Äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ñåêðåòà M äîñòàòî÷íî

ñîáðàòü k äîëåé èç n. Ïî íèì ñîñòàâèòü ïîäñèñòåìó (3.3) ñèñòåìû (3.2):

s(xik) = ak−1x
k−1
ik

+ ak−2x
k−2
ik

+ · · ·+ a1xik +M (mod p) (3.3)

è ðåøèòü å¼ îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ ak−1, ak−2, . . . , a1,M è òàêèì

îáðàçîì íàéòè . Äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà (3.1) óäîáíåå âîñïîëü-

çîâàòüñÿ ôîðìóëîé èíòåðïîëÿöèîííîãî ìíîãî÷ëåíà Ëàãðàíæà. Òàê êàê
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íà äîëè ìîæíî ñìîòðåòü êàê íà òî÷êè ýòîãî ìíîãî÷ëåíà, òî äëÿ òî÷åê

(xi1, s(xi1), xi2, s(xi2), . . . , xik, s(xik)) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ìíîãî÷ëåí ñòå-

ïåíè íå áîëüøå k − 1, êîòîðûé ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëå èíòåðïîëÿöè-

îííîãî ìíîãî÷ëåíà Ëàãðàíæà.

Çàêëþ÷åíèå. Â äàííîé ðàáîòå áûëè èçëîæåíû îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è ïðè-

çíàêè ãëàäêîé êðèâîé. Îáñóäèëè êàê ýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå íàä âåùåñòâåí-

íûìè ÷èñëàìè ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ îïðåäåëåíèÿ ãðóïï. Òàêæå ìû âû-

âåëè ãåîìåòðè÷åñêèé è àëãåáðàè÷åñêèé ñïîñîáû âû÷èñëåíèÿ ñëîæåíèÿ òî÷åê

è óìíîæåíèå òî÷êè íà ñêàëÿð. Áîëåå òîãî, çàòðîíóëè ïðîáëåìó çàäà÷è äèñ-

êðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ, èñïîëüçóåìûìè â

êðèïòîãðàôèè. Òàêæå áûëà ðàññìîòðåíà ñõåìû ðàçäåëåíèÿ ñåêðåòà, êîòîðàÿ

èñïîëüçóåòñÿ â àïïàðàòíûõ êðèïòîãðàôè÷åñêèõ ìîäóëÿõ.
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