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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ôèçè÷åñêèå ïðîöåññû, êîòîðûå èìåþò ìåñòî â òåõíèêå, çà ÷àñòóþ óïðàâ-

ëÿåìû, ò.å. ìîãóò îñóùåñòâëÿòüñÿ ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè â çàâèñèìîñòè îò

ïðèõîòåé ÷åëîâåêà. Òàêèì îáðàçîì âîçíèêàåò âîïðîñ î íàõîæäåíèè íàèëó÷-

øåãî â òîì èëè èíîì ñìûñëå, îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ïðîöåññîì. Ìîæíî

ãîâîðèòü, íàïðèìåð, îá îïòèìàëüíîñòè â ñìûñëå áûñòðîäåéñòâèÿ, ò.å. î äî-

ñòèæåíèè öåëè ïðîöåññà çà êðàò÷àéøåå âðåìÿ, î äîñòèæåíèè ýòîé öåëè ñ ìè-

íèìàëüíîé çàòðàòîé ýíåðãèè è ò.ï. Ìàòåìàòè÷åñêè ñôîðìóëèðîâàííûå, ýòè

âîïðîñû ÿâëÿþòñÿ çàäà÷àìè âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ, êîòîðîå è îáÿçàíî

èì ñâîèì âîçíèêíîâåíèåì.

Àêòóàëüíîñòü âûáðàííîé òåìû â äàííîé ðàáîòå îáóñëîâëåíà òåì, ÷òî â

êëàññè÷åñêîì âàðèàöèîííîì èñ÷èñëåíèè íåò ðåøåíèÿ öåëîãî ðÿäà âàðèàöèîí-

íûõ çàëà÷, âàæíûõ äëÿ ñîâðåìåííîé òåõíèêè. Ðåøåíèå ýòî â ñóùåñòâåííûõ

÷åðòàõ îáúåäíèÿåòñÿ îäíèì îáùèì ìàòåìàòè÷åñêèì ïðèåìîì, êîòîðûé ìû

íàçûâàåì ïðèíöèïîì ìàêñèìóìà. Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî âñå îñíîâíûå íåîá-

õîäèìûå óñëîâèÿ êëàññè÷åñêîãî âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ ñ îáûêíîâåííûìè

ïðîèçâîäíûìè ñëåäóþò èç ïðèíöèïà ìàêñèìóìà[1].

Öåëüþ äàííîé êâàëèôèêàöèîííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðàññìîòðåíèå îñ-

íîâíûõ ïîñòàíîâîê çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ è âûâîä ïðèíöèïà ìàê-

ñèìóìà Ïîíòðÿãèíà

Äëÿ äîñòèæåíèÿ ýòèõ öåëèé, íåîáõîäèìî ðåøèòü ñëåäóþùèå çàäà÷è:

� Ðàññìîòðåíèå ïîâåäåíèÿ îáúåêòà, ñîñòîÿíèå êîòîðîãî â êàæäûé ìîìåíò

âðåìåíè õàðàêòåðèçóåòñÿ n äåéñòâèòåëüíûìè ÷èñëàìè;

� Ïîñòàíîâêà îñíîâíîé çàäà÷è

� Ðàññìîòðåíèå ïðèíöèïà ìàêñèìóìà

Ìàãèñòåðñêàÿ ðàáîòà ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, 9 ðàçäåëîâ, çàêëþ÷åíèÿ, ñïèñ-

êà èñïîëüçîâàííûõ èñòî÷íèêîâ è 1 ïðèëîæåíèÿ. Îáùèé îáúåì ðàáîòû 55

ñòðàíèö, èç íèõ 43 ñòðàíèöà - îñíîâíîå ñîäåðæàíèå, âêëþ÷àÿ 10 ðèñóíêîâ,

ñïèñîê èñïîëüçîâàííûõ èñòî÷íèêîâ èíôîðìàöèè - 29 íàèìåíîâàíèé.
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ÊÐÀÒÊÎÅ ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ

Ïåðâûé ðàçäåë ¾Äîïóñòèìûå óïðàâëåíèÿ¿ ïîñâÿùåí îáîçíà÷åíèÿì,

òåîðåòè÷åñêèì îñíîâàì è ôîðìóëèðîâêå äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé.

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïîâåäåíèå îáúåêòà, ñîñòîÿíèå êîòîðîãî â êàæ-

äûé ìîìåíò âðåìåíè õàðàêòåðèçóåòñÿ n äåéñòâèòåëüíûìè ÷èñëàìè x1, x2,...,

xn (íàïðèìåð, êîîðäèíàòàìè è ñêîðîñòÿìè). Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî X âåê-

òîðíîé ïåðåìåííîé x = (x1, ..., xn) ÿâëÿåòñÿ ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì ðàñ-

ñìàòðèâàåìîãî îáúåêòà. Ïîâåäåíèå (äâèæåíèå) îáúåêòà çàêëþ÷àåòñÿ (ñ ìàòå-

ìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ) â òîì, ÷òî ïåðåìåííûå x1, ..., xn ìåíÿþòñÿ ñ òå÷åíè-

åì âðåìåíè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äâèæåíèåì îáúåêòà ìîæíî óïðàâëÿòü. Ïî-

ëîæåíèå îáúåêòà õàðàêòåðèçóåòñÿ òî÷êàìè u íåêîòîðîé îáëàñòè óïðàâëåíèÿ

U , êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ëþáûì ìíîæåñòâîì íåêîòîðîãî r-ìåðíîãî åâêëèäîâà

ïðîñòðàíñòâà Er; çàäàíèå òî÷êè u = (u1, u2, ..., ur) ∈ U ðàâíîñèëüíî çàäàíèþ

ñèñòåìû ÷èñëîâûõ ïàðàìåòðîâ u1, u2, ..., ur.

Â äàëüíåéøåì ìû ïðîñòî áóäåì ãîâîðèòü îá îáëàñòè óïðàâëåíèÿ U è

åå òî÷êàõ u ∈ U è áóäåì ïðåäñòàâëÿòü ñåáå U â âèäå íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà â

ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ (u1, u2, ..., ur), ñ÷èòàÿ åãî ¾òî÷êîé¿ u ïðîèçâîëüíóþ

âõîäÿùóþ â U ñèñòåìó óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ u = (u1, u2, ..., ur).

Êàæäóþ ôóíêöèþ u = u(t), îïðåäåëåííóþ íà íåêîòîðîì îòðåçêå t0 ≤
t ≤ t1 âðåìåíè t è ïðèíèìàþùóþ çíà÷åíèÿ â îáëàñòè óïðàâëåíèÿ U ìû áóäåì

íàçûâàòü óïðàâëåíèåì. Òàê êàê U åñòü ìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå óïðàâëÿ-

þùèõ ïàðàìåòðîâ (u1, u2, ..., ur) òî êàæäîå óïðàâëåíèå

u(t) = (u1(t), u2(t), ..., ur(t))

ÿâëÿåòñÿ âåêòîð-ôóíêöèåé (çàäàííîé íà îòðåçêå t0 ≤ t ≤ t1), çíà÷åíèÿ êî-

òîðîé ëåæàò â îáëàñòè óïðàâëåíèÿ U . Äàëüøå, â çàâèñèìîñòè îò õàðàêòåðà

ïîñòàâëåííîé çàäà÷è, ìû áóäåì íàêëàäûâàòü íà óïðàâëåíèå u(t) ðàçëè÷íûå

óñëîâèÿ (êóñî÷íîé íåïðåðûâíîñòè, êóñî÷íîé äèôôåðåíöèðóåìîñòè è ò. ï.).

Óïðàâëåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèå ýòèì óñëîâíÿì, áóäåì íàçûâàòü äîïóñòèìûìè

óïðàâëåíèÿìè. Â ýòîé ãëàâå ìû áóäåì ñ÷èòàòü äîïóñòèìûìè óïðàâëåíèÿìè

ïðîèçâîëüíûå êóñî÷íî-íåïðåðûâíûå óïðàâëåíèÿ[4].

Èòàê, äîïóñòèìûì óïðàâëåíèåì ìû óñëîâèìñÿ íàçûâàòü âñÿêóþ êóñî÷íî-

íåïðåðûâíóþ ôóíêöàþ u(t), t0 ≤ t ≤ t1 ñî çíà÷åíèÿìè â îáëàñòè óïðàâëåíèÿ
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U , óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ (11) â òî÷êàõ ðàçðûâà è íåïðåðûâíóþ â êîíöàõ

îòðåçêà (t0 ≤ t ≤ t1), íà êîòîðîì îíà çàäàíà. Êóñî÷íî-íåïðåðûâíûå óïðàâëå-

íèÿ ñîîòâåòñòâóþò ïðåëïîëîæåíèþ î ¾áåçûíåðöèîííîñòè¿ îáúåêòà, òàê êàê

çíà÷åíèÿ ôóíêöèè u(t) ìîãóò (â ìîìåíò ðàçðûâà) ìãíîâåííî ïåðåñêàêèâàòü

èç îäíîé òî÷êè îáëàñòè óïðàâëåíèÿ â äðóãóþ.

Âòîðîé ðàçäåë ¾Ïîñòàíîâêà îñíîâíîé çàäà÷è¿ ïîñâÿùåí ðàññìîòðå-

íèþ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è îïòèìàëüíûõ óïðàâëåíèé, à òàê æå

ñôîðìóëèðîâàíà îñíîâíàÿ çàäà÷à.

Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî çàêîí äâèæåíèÿ îáúåêòà çàïèñûâàåòñÿ â

âèäå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

dxi

dt
= f i(x1, x2, ..., xn, u1, ..., ur) = f i(x, u), i = 1, 2, ..., n. (1)

èëè, â âåêòîðíîé ôîðìå,

dx

dt
= f i(x, u), (2)

Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äîïóñòèìîå óïðàâëåíèå u(t), t0 ≤ t ≤ t1, ïåðå-

âîäèò ôàçîâóþ òî÷êó èç ïîëîæåíèÿ x3 â ïîëîæåíèå x1, åñëè ñîîòâåòñòâóþ-

ùåå åìó ðåøåíèå x(t) óðàâíåíèÿ (2), óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ

x(t0) = x0, îïðåäåëåíî íà âñåì îòðåçêå t0 ≤ t ≤ t1 è ïðîõîäèò â ìîìåíò t1
÷åðåç òî÷êó x1, ò.å. óäîâëåòâîðÿåò òàêæå êîíå÷íîìó óñëîâèþ x(t1) = x1

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî çàäàíà åùå îäíà ôóíêöèÿ f 0(x1, x2, ..., xn, u) =

f 0(x, u), îïðåäåëåííàÿ è íåïðåðûâíàÿ âìåñòå ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè δf0

δxi , i

= 1, 2, ..., n, íà âñåì ïðîñòðàíñòâå X × U . Òîãäà îñíîâíàÿ çàäà÷à (îòûñêàíèå

îïòèìàëüíûõ óïðàâëåíèé) ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå X äàíû äâå òî÷êè x0 è x1. Ñðåäè âñåõ äî-

ïóñòèìûõ óïðàâëåíèé u = u(t), ïåðåâîäÿùèõ ôàçîâóþ òî÷êó èç ïîëîæåíèÿ

x0 â ïîëîæåíèå x1 (åñëè òàêèå óïðàâëåíèÿ ñóùåñòâóþò), íàéòè òàêîå, äëÿ

êîòîðîãî ôóíêöèîíàë

J =

∫ t1

t0

f 0(x(t), u(t))dt (3)

ïðèíèìàåò íàèìåíüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå[7]. Çäåçü x(t) � ðåøåíèå óðàâíå-

íèÿ (2) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(t0) = x0, ñîîòâåòñòâóþùåå óïðàâëåíèþ u(t),
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à t1�ìîìåíò ïðîõîæäåíèÿ ýòîãî ðåøåíèÿ ÷åðåç òî÷êó x1.

Óïðàâëåíèå u(t), äàþùåå ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé âûøå çàäà÷è, íàçûâà-

åòñÿ îïòèìàëüíûì óïðàâëåíèåì, ñîîòâåòñòâóþùèì ïåðåõîäó èç ïîëîæåíèÿ x0
â ïîëîæåíèå x1, à ñîîòâåòñòâóþùàÿ òðàåêòîðèÿ x(t) � îïòèìàëüíîé òðàåêòî-

ðèåé. Òàêèì îáðàçîì, îñíîâíàÿ çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â îòûñêàíèè îïòèìàëü-

íûõ óïðàâëåíèé (è ñîîòâåòñòâóþùèõ îïòèìàëüíûõ òðàåêòîðèé).

Òðåòèé ðàçäåë ¾Ïðèíöèï ìàêñèìóìà¿ ïîñâÿùåí ôîðìóëèðîâêå òåî-

ðåìû, äàþùåé ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé îñíîâíîé çàäà÷è.

Äëÿ ôîðìóëèðîâêè òåîðåìû, êðîìå îñíîâíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé:

dxi

dt
= f ′(x, u), i = 0, 1, 2, ..., n, (4)

ìû ðàññìîòðèì åùå îäíó ñèñòåìó óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî âñïîìîãàòåëüíûõ

(äîïîëíèòåëüíî ðàññìàòðèâàåìûõ) ïåðåìåííûõ ψ0, ψ1, ..., ψn :

dψi

dt
= −

n∑
α=0

δfα(x, u)

δxi
ψα, i = 0, 1, ..., n. (5)

Ìû òåïåðü îáúåäèíèì ñèñòåìû (4), (5) îäíîé çàïèñüþ, äëÿ ÷åãî ðàñ-

ñìîòðèì ñëåäóþùóþ ôóíêöèþ H ïåðåìåííûõ x1, ..., xn, ψ0, ψ1, ..., ψn, u
1, ...

..., ur :

H (ψ, x, u) = (ψ, f(x, u)) =
n∑

α=0

ψαf
α(x, u).

Èòàê, âçÿâ ïðîèçâîëüíîå äîïóñòèìîå (ò. å. êóñî÷íî- íåïðåðûâíîå) óïðàâ-

ëåíèå u(t), t0 ≤ t ≤ t1, è íà÷àëüíîå óñëîâèå x(t0) = x0, ìû ìîæåì íàéòè ñîîò-

âåòñòâóþùóþ. Ïîñëå ýòîãî ìû ìîæåì íàõîäèòü ñîîòâåòñòâóþùóþ ôóíêöèÿì

u(t) è x(t) ðåøåíèÿ

ψ(t) = (ψ0(t), ψ1(t), ..., ψn(t)).

Ïðè ôèêñèðîâàííûõ (ïîñòîÿííûõ) çíà÷åíèÿõ ψ è x ôóíêöèÿ H ñòà-

íîâèòñÿ ôóíêöèåé ïàðàìåòðà u ∈ U, òî÷íóþ âåðõíþþ ãðàíü çíà÷åíèé ýòîé

ôóíêöèí ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç M (ψ, x :)

M (ψ, x :) = sup
u∈U

H (ψ, x, u).
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Åñëè òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü çíà÷åíèé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè H äîñòèãàåòñÿ â

íåêîòîðîé òî÷êå îáëàñòè óïðàâëåíèÿ U , òî M (ψ, x) åñòü ìàêñèìóì çíà÷åíèé

ôóíêöèè H ïðè ôèêñèðîâàííûõ ψ è x. Ïîýòîìó íèæåñëåäóþùóþ òåîðåìó 1

(íåîáõîäèìîå óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè), ãëàâíûì ñîäåðæàíèåì êîòîðîé ÿâëÿ-

åòñÿ ðàâåíñòâî (6), ìû íàçûâàåì ïðèíöèïîì ìàêñèìóìà[11].

Òåîðåìà 1. Ïóñòü u(t), t0 ≤ t ≤ t1 � òàêîå äîïóñòèìîå óïðàâëåíèå, ÷òî

ñîîòâåòñòâóþùàÿ åìó òðàåêòîðèÿ x(t), èñõîäÿùàÿ â ìîìåíò t0 èç òî÷êè

x0, ïðîõîäèò â ìîìåíò t1 ÷åðåç íåêîòîðóþ òî÷êó ïðÿìîé Π. Äëÿ îïòè-

ìàëüíîñòè óïðàâëåíèÿ u(t) è òðàåêòîðèè x(t) íåîáõîäèìî ñóùåñòâîâàíèå

òàêîé íåíóëåâîé íåïðåðûâíîé âåêòîð-ôóíêöèè ψ(t) = (ψ0(t), ψ1(t), ...

..., ψn(t)) ñîîòâåòñòâóþùåé ôóíêöèÿì u(t) è x(t), ÷òî:

1. ïðè ëþáîì t, t0 ≤ t ≤ t1, ôóíêöèÿ H (ψ(t), x(t), u) ïåðåìåííîãî u ∈ U

äîñòèãàåò â òî÷êå u = u(t) ìàêñèìóìà

H (ψ(t), x(t), u(t)) = M (ψ(t), x(t)); (6)

2. â êîíå÷íûé ìîìåíò t1 âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ

ψ0(t1) ≤ 0, M (ψ(t1), x(t1)) = 0 (7)

Îêàçûâàåòñÿ, äàëåå, ÷òî åñëè âåëè÷èíû ψ(t), x(t), u(t) óäîâëåòâîðÿ-

þò óñëîâèþ 1, òî ôóíêöèè ψ(t) è M (ψ(t), x(t)) ïåðåìåííîãî t ÿâëÿþòñÿ

ïîñòîÿííûìè, òàê ÷òî ïðîâåðêó ñîîòíîøåíèé (7) ìîæíî ïðîâîäèòü íå

îáÿçàòåëüíî â ìîìåíò t1, à â ëþáîé ìîìåíò t, t0 ≤ t ≤ t1.

×åòâåðòûé ðàçäåë ¾Îáñóæäåíèå ïðèíöèïà ìàêñèìóìà¿ ðàññóæäåíèÿ

íàä òåîðåìîé 1.

Òåîðåìà 1 ïîçâîëÿåò èç âñåõ òðàåêòîðèé, íà÷èíàþùèõñÿ â òî÷êå x0 è

êîí÷àþùèõñÿ â íåêîòîðîé òî÷êå ïðÿìîé Π, è ñîîòâåòñòâóþùèõ èì óïðàâ-

ëåíèé âûäåëèòü ëèøü îòäåëüíûå, èçîëèðîâàííûå òðàåêòîðèè è óïðàâëåíèÿ,

óäîâëåòâîðÿþùèå âñåì ñôîðìóëèðîâàííûì óñëîâèÿì.

Åñëè, â ÷àñòíîñòè, óñëîâèÿì òåîðåìû 1 óäîâëåòâîðÿåò ëèøü îäíà òðàåê-

òîðèÿ, ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êó x0 ñ òî÷êîé ïðÿìîé Π, à èç òåõíè÷åñêèõ ñîîáðàæå-

íèé, ïðèâåäøèõ ê ïîñòàíîâêå îïòèìàëüíîé çàäà÷è, ¾ÿñíî¿, ÷òî îïòèìàëüíàÿ

òðàåêòîðèÿ äîëæíà ñóùåñòâîâàòü, òî ìîæíî íàäåÿòüñÿ, ÷òî íàéäåííàÿ òðàåê-

òîðèÿ êàê ðàç è ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíîé. Ñëåäóåò, îäíàêî, îòìåòèòü, ÷òî ìàòå-
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ìàòè÷åñêè âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè îïòèìàëüíîé òðàåêòîðèè ïðåäñòàâëÿåòñÿ

î÷åíü âàæíûì è òðóäíûì[13].

Ïÿòûé ðàçäåë ¾Ïðèìåð. Çàäà÷à ñèíòåçà¿ ïîñâÿùåí ïðèëîæåíèþ, êî-

òîðîå íàõîäèò îïòèìàëüíûå òðàåêòîðèè çàäàííîãî óðàâíåíèÿ.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå d2x
dt2 = u, ãäå u− âåùåñòâåííûé óïðàâëÿ-

þùèé ïàðàìåòð, ïîä÷èíåííûé óñëîâèþ |u| ≤ 1. Â ôàçîâûõ êîîðäèíàòàõ

x1 = x, x2 = dx
dt óðàâíåíèå ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå ñëåäóþùåé ñèñòåìû:

dx1

dt
= x2,

dx2

dt
= u. (8)

Äàëåå ðàññìàòðèâàåì (äëÿ ôàçîâîé òî÷êè, äâèæóùåéñÿ ïî çàêîíó (8)) çàäà÷ó

î áûñòðåéøåì ïîïàäàíèè â íà÷àëî êîîðäèíàò (0, 0) èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ

x0. Èíà÷å ãîâîðÿ, ðàññìàòðèâàåì çàäà÷ó îá îïòèìàëüíîì áûñòðîäåéñòâèè â

ñëó÷àå, êîãäà êîíå÷íûì ïîëîæåíèåì ñëóæèò íà÷àëî êîîðäèíàò: x1 = (0, 0).

Ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììû íàõîäèì îïòèìàëüíûå òðàåêòîðèè.

Øåñòîé ðàçäåë ¾Çàäà÷à ñ ïîäâèæûìè êîíöàìè è óñëîâèå òðàíñâåð-

ñàëüíîñòè¿ ïîñâÿùåí ðàññìîòðåíèþ íåîáõîäèìûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ïîíÿòèé è

ôîðìóëèðîâêå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.

Ïóñòü S0 è S1− ãëàäêèå ìíîãîîáðàçèÿ ïðîèçâîëüíûõ (íî ìåíüøèõ, ÷åì

n) ðàçìåðíîñòåé r0, r1, ðàñïîëîæåííûå â ïðîñòðàíñòâå X. Ïîñòàâèì çàäà÷ó:

íàéòè äîïóñòèìîå óïðàâëåíèå u(t), êîòîðîå ïåðåâîäèò ôàçîâóþ òî÷êó èç íåêî-

òîðîãî (çàðàíåå íå çàäàííîãî) ïîëîæåíèÿ x0 ∈ S0 â íåêîòîðîå ïîëîæåíèå

x1 ∈ S1 è ïðè ýòîì ïðèäàåò ôóíêöèîíàëó J ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå. Ýòó çàäà-

÷ó ìû è áóäåì íàçûâàòü îïòèìàëüíîé çàäà÷åé ñ ïîäâèæíûìè êîíöàìè. Åñëè

îáà ìíîãîîáðàçèÿ S0, S1, âûðîæäàþòñÿ â òî÷êè, òî çàäà÷à ñ ïîäâèæíûìè êîí-

öàìè îáðàùàåòñÿ â ïðåæíþþ çàäà÷ó ñ çàêðåïëåííûìè êîíöàìè.

Ôîðìóëèðîâêà óñëîâèé òðàíñâåðñàëüíîñòè. Ïóñòü x0 ∈ S0, x1 ∈ S1−
íåêîòîðûå òî÷êè, à T0 è T1− êàñàòåëüíûå ïëîñêîñòè ìíîãîîáðàçèé S0 è S1,

ïðîâåäåííûå â ýòèõ òî÷êàõ. Ïëîñêîñòè T0 è T1 ðàñïîëîæåíû â ïðîñòðàíñòâå

X è èìåþò ðàçìåðíîñòè ñîîòâåòñòâåííî r0, r1. Ïóñòü, äàëåå, u(t), x(t), t0 ≤
t ≤ t1,− ðåøåíèå îïòèìàëüíîé çàäà÷è ñ çàêðåïëåííûìè êîíöàìè x0 è x1.

Íàêîíåö, ïóñòü ψ(t)− âåêòîð, ñóùåñòâîâàíèå êîòîðîãî óòâåðæäàåòñÿ â òåî-

ðåìå 1. Ìû áóäåì ãîâîðèòü. ÷òî âåêòîð ψ(t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ òðàíñ-

âåðñàëüíîñòè â ïðàâîì êîíöå òðàåêòîðèè x(t) (ò.å. â òî÷êå x(t1)), åñëè âåêòîð
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ψ(t1) = (ψ1(t1), ψ2(t1), ..., ψn(t1)) îðòîãîíàëåí ïëîñêîñòè T1. Ïîëüçóÿñü óñëî-

âèÿìè òðàíñâåðñàëüíîñòè, ôîðìóëèðóåì òåïåðü ðåøåíèå çàäà÷è ñ ïîäâèæíû-

ìè êîíöàìè[17].

Òåîðåìà 2. Ïóñòü u(t), t0 ≤ t ≤ t1,− äîïóñòèìîå óïðàâëåíèå, ïåðåâîäÿùåå

ôàçîâóþ òî÷êó èç íåêîòîðîãî ïîëîæåíèÿ x0 ∈ S0 â ïîëîæåíèå x1 ∈ S1, à

x(t)− ñîîòâåòñòâóþùàÿ òðàåêòîðèÿ (èñõîäÿùàÿ èç òî÷êè x0 = (0, x0)).

Äëÿ òîãî ÷òîáû u(t) è x(t) äàâàëè ðåøåíèå îïòèìàëüíîé çàäà÷è ñ ïîäâèæ-

íûìè êîíöàìè, íåîáõîäèìî ñóùåñòâîâàíèå íåíóëåâîé íåïðåðûâíîé âåêòîð-

ôóíêöèè ψ(t), óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì, óêàçàííûì â òåîðåìå 1, è, êðîìå

òîãî, óñëîâèþ òðàíñâåðñàëüíîñòè â îáîèõ êîíöàõ òðàåêòîðèè x(t).

Ðàçóìååòñÿ, åñëè îäíî èç ìíîãîîáðàçèé S0, S1 âûðîæäàåòñÿ â òî÷êó,

òî óñëîâèå òðàíñâåðñàëüíîñòè â ñîîòâåòñòâóþùåì êîíöå òðàåêòîðèè x(t)

çàìåíÿåòñÿ óñëîâèåì ïðîõîæäåíèÿ òðàåêòîðèè x(t) ÷åðåç ýòó òî÷êó.

Ñåäüìîé ðàçäåë ¾Ïðèíöèï ìàêñèìóìà äëÿ íåàâòîíîìíûõ ñèñòåì¿ ïî-

ñâÿùåí âûâîäó ïðèíöèïà ìàêñèìóìà äëÿ íåàâòîíîìíûõ ñèñòåì, ïðè ïîìîùè

óñëîâèÿ òðàíñâåðñàëüíîñòè ïîëó÷åííîì â øåñòîì ðàçäåëå.

çäåñü ìû ðàññìàòðèâàåì îïòèìàëüíóþ çàäà÷ó òàêîãî æå âèäà, êàê è

(1), (3), íî â ñëó÷àå, êîãäà ôóíêöèè fα ÿâíî çàâèñÿò îò âðåìåíè (îáëàñòü

óïðàâëåíèÿ U ïðåäïîëàãàåòñÿ íå çàâèñÿùåé îò âðåìåíè). Òàêèì îáðàçîì, çà-

êîí äâèæåíèÿ îáúåêòà è ôóíêöèîíàë, ìèíèìóì êîòîðîãî èùåòñÿ, ïðèíèìàþò

â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå âèä

dxi

dt
= f i(x, u, t), i = 1, 2, ..., n; (9)

J =

∫ t1

t0

f 0(x(t), u(t), t)dt. (10)

Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ââîäèì åùå îäíî âñïîìîãàòåëüíîå íåèçâåñòíîå

xn+1, èçìåíÿþùååñÿ ïî çàêîíó

dxn+1

dt
= 1, xn+1(t0) = t0

Ìû äîëæíû íàéòè îïòèìàëüíóþ òðàåêòîðèþ, ñîåäèíÿþùóþ â ïðîñòðàí-

ñòâå X∗ òî÷êó (x10, x
2
0, ..., x

n
0 , t0) ñ íåêîòîðîé òî÷êîé ïðÿìîé S1, ïðîõîäÿùåé
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÷åðåç òî÷êó (x11, x
2
1, ..., x

n
1 , 0) ïàðàëëåëüíî îñè x

n+1 (èáî êîíå÷íîå çíà÷åíèå ïå-

ðåìåííîãî xn+1, ò. å. ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà äâèæóùàÿñÿ òî÷êà ïðèõîäèò â

ïîëîæåíèå x1, íå ÿâëÿåòñÿ çàðàíåå çàäàííûì). Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì

ê îáû÷íîé îïòèìàëüíîé çàäà÷å ñ çàêðåïëåííûì ëåâûì êîíöîì è ïîäâèæíûì

ïðàâûì êîíöîì.

Äàëåå ïèøåì ïðèíöèï ìàêñèìóìà è óñëîâèå òðàíñâåðñàëüíîñòè äëÿ ïî-

ëó÷åííîé çàäà÷è. Âñïîìîãàòåëüíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé èìååò âèä

dψi

dt
= −

n∑
α=0

δfα

δxi
ψα, i = 0, 1, ..., n, (11)

dψn+1

dt
= −

n∑
α=0

δfα

δt
ψα. (12)

Ñîãëàñíî òåîðåìàì 1 è 3, äëÿ ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ñîñòàâ-

ëÿåì ôóíêöèþ H .

H (ψ, x, t, u) = ψ0f
0(x, u, t) + ψ1f

1(x, u, t) + ...+ ψnf
n(x, u, t),

Óñëîâèå òðàíñâåðñàëüíîñòè â ïðàâîì êîíöå òðàåêòîðèè ïîêàçûâàñò, ÷òî ïðÿ-

ìàÿ S1 (ïàðàëëåëüíàÿ îñè xn+1) îðòîãîíàëüíà âåêòîðó (ψ1(t1),

ψ2(t1), ..., ψn+1(t1)). Èíà÷å ãîâîðÿ, ψn+1(t1) = 0[25].

Èòàê, ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó (ïðèíöèï ìàêñèìóìà äëÿ íåàâ-

òîíîìíûõ ñèñòåì).

Òåîðåìà 3. Ïóñòü u(t), t0 ≤ t ≤ t1,−òàêîå äîïóñòèìîå óïðàâëåíèå, ÷òî

ñîîòâåòñòâóþùàÿ åìó òðàåêòîðèÿ x(t), èñõîäÿùàÿ â ìîìåíò t0 èç òî÷êè

x0, ïðîõîäèò â ìîìåíò t1 ÷åðåç íåêîòîðóþ òî÷êó ïðÿìîé Π. Äëÿ îïòè-

ìàëüíîñòè óïðàâëåíèÿ u(t) è òðàåêòîðèè x(t) íåîáõîäèìî ñóùåñòâîâàíèå

òàêîé íåíóëåâîé íåïðåðûâíîé âåêòîð-ôóíêöèè ψ(t) = (ψ0(t), ψ1(t), ..., ψn(t)),

ñîîòâåòñòâóþùåé ôóíêöèÿì u(t) è x(t), ÷òî:

a. äëÿ âñåõ t, t0 ≤ t ≤ t1, ôóíêöèÿ, H (ψ(t), x(t), t, u) ïåðåìåííîãî u ∈ U

äîñòèãàåò â òî÷êå u = u(t) ìàêñèìóìà

H (ψ(t), x(t), t, u(t)) = M (ψ(t), x(t), t); (13)
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b. âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ

ψ0(t) = const ≤ 0,

M (ψ(t), x(t), t) =

∫ t

t1

n∑
α=0

δfα(x(t), u(t), t)

δt
ψα(t)dt. (14)

Îêàçûâàåòñÿ, äàëåå, ÷òî åñëè âåëè÷èíû ψ(t), x(t), u(t) óäîâëåòâîðÿþò

ñèñòåìå (11) è óñëîâèþ a, òî ôóíêöèÿ ψ0(t) ïåðåìåííîãî t ïîñòîÿííà,

à ôóíêöèÿ M (ψ(t), x(t), t) ìîæåò ëèøü íà êîíñòàíòó îòëè÷àòüñÿ

îò èíòåãðàëà, óêàçàííîãî âî âòîðîì ñîîòíîøåíèè (14), òàê ÷òî ïðî-

âåðêó ñîîòíîøåíèé (14) äîñòàòî÷íî ïðîèçâåñòè ëèøü â êàêîé-ëèáî

îäèí ìîìåíò âðåìåíè t, t0 ≤ t ≤ t1 : íàïðèìåð, âìåñòî (14) äîñòà-

òî÷íî ïðîâåðèòü ñîîòíîøåíèÿ

ψ0(t1) ≤ 0, M (ψ(t1), x(t1), t1) = 0. (15)

Âîñüìîé ðàçäåë ¾Çàäà÷à ñ çàêðåïëåííûì âðåìåíåì¿ ðàññìàòðèâàåì

òàêóþ æå îïòèìàëüíóþ çàäà÷ó, ÷òî è â ðàçäåëå 2 (èëè â ðàçäåëå 7, ò. å ñ

çàâèñèìîñòüþ ôóíêöèé fα îò âðåìåíè), íî ñ óñëîâèåì, ÷òî âðåìÿ t0 íà÷àëà

äâèæåíèÿ òî÷êè (èç ïîëîæåíèÿ x0) è âðåìÿ t1 åå ïîïàäàíèÿ â òî÷êó x1, çàäàíû

çàðàíåå, òàê ÷òî âðåìÿ t1 − t0 çàêðåïëåíî[27].

Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ìû ëåãêî ïîëó÷àåì èç ïðåäûäóùèõ ðàññìîòðåíèé.

Êàê è â ïðåäûäóùåé ãëàâå, äîáàâèì ê ñèñòåìå óðàâíåíèé

dxi

dt
= f i(x, u, t), i = 1, 2, ..., n (16)

åùå îäíî óðàâíåíèå
dxn+1

dt
= 1

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì xn+1(t0) = t0. Òîãäà xn+1 = t, è ìû ïðèõîäèì ê ñëåëó-

þùåé îïòèìàëüíîé çàäà÷å.

Â (n + 1)-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ x1, ..., xn, xn+1 çàäàíû äâå

òî÷êè (x0, t0) è ((x1, t1). Ôàçîâàÿ òî÷êà äâèæåòñÿ ïî çàêîíó

dxi

dt
= f i(x, u, xn+1), i = 1, 2, ..., n,
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dxn+1

dt
= 1.

Íóæíî íàéòè óïðàâëåíèå u(t), ïîä âîçäåéñòâèåì êîòîðîãî ôàçîâàÿ òî÷êà ïå-

ðåõîäèò (íà÷àâ äâèæåíèå â ìîìåíò t0) èç ïîëîæåíèÿ (x0, t0) â ïîëîæåíèå

(x1, t1), à ôóíêöèîíàë

J =

∫ t1

t0

f 0(x, u, xn+1)dt (17)

ïðèíèìàåò íàèìåíüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå.

Ñîãëàñíî òåîðåìå 1, äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ââîäèì ïåðåìåííîå x0, ñîñòàâ-

ëÿåì ôóíêöèþ

H ∗ = H + ψn+1 =
n∑

α=0

ψαf
α(x, u, xn+1) + ψn+1

è ðàññìàòðèâàåì äëÿ âñïîìîãàòåëüíûõ ïåðåìåííûõ ψi ñëåäóþùóþ ñèñòåìó

óðàâíåíèé:
dψi

dt
= −δH

δxi
, i = 0, 1, ..., n, (18)

dψn+1

dt
= −δH

δt
.

Ìû ïîëó÷àåì, ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü u(t), t0 ≤ t ≤ t1,−äîïóñòèìîå óïðàâëåíèå, ïåðåâîäÿùåå
ôàçîâóþ òî÷êó èç ïîëîæåíèÿ x0 â ïîëîæåíèå x1, à x(t)− ñîîòâåòñòâóþ-

ùàÿ òðàåêòîðèÿ, òàê ÷òî x(t0) = x0, x(t1) = x1 (ìîìåíòû âðåìåíè t1, t1

ôèêñèðîâàíû). Äëÿ òîãî ÷òîáû u(t) äàâàëî ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé îïòè-

ìàëüíîé çàäà÷è ñ çàêðåïëåííûì âðåìåíåì, íåîáõîäèìî ñóùåñòâîâàíèå òà-

êîé íåíóëåâîé íåïðåðûâíîé âåêòîð-ôóíêöèè ψ(t) = (ψ0(t), ψ1(t), ..., ψn(t)),

ñîîòâåòñòâóþùåé ôóíêöèÿì u(t) è x(t), ÷òî:

a. äëÿ âñåõ t, t0 ≤ t ≤ t1, ôóíêöèÿ H (ψ(t), x(t), t, u) ïåðåìåííîãî u ∈ U

äîñòèãàåò â òî÷êå u = u(t) ìàêñèìóìà

H (ψ(t), x(t), t, u(t)) = M (ψ(t), x(t), t).

b. ôóíêöèÿ ψ0(t) íåïîëîæèòåëüíà (÷òî äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü ëèøü â

êàêîé-ëèáî îäíîé òî÷êå îòðåçêà t0 ≤ t ≤ t1, òàê êàê, â ñèëó (18),

ψ0 = const.
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ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â õîäå ðàáîòû ìû ñôîðìóëèðîâàëè ïðèíöèï ìàêñèìóìà, à òàêæå ðàñ-

ñìîòðåëè ïðèìåðû è ðåøåíèå çàäà÷è î òî÷êàõ äîñòèæèìîñòè óïðàâëÿåìîãî

ïðîöåññà. Òàêæå áûëà íàïèñàíà ïðîãðàììà íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîé òðàåê-

òîðèé.
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