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ВВЕДЕНИЕ

Актуальность темы. Сети массового обслуживания являются одним
из основных инструментов математического моделирования сложных вычис-
лительных, телекоммуникационных и производственных систем. Использова-
ние сетей массового обслуживания позволяет исследовать процессы распре-
деления потоков требований, анализировать загрузку отдельных узлов сети,
определять производительность систем и оценивать эффективность функци-
онирования сложных технических комплексов. Особое место среди подобных
моделей занимают замкнутые экспоненциальные сети массового обслужива-
ния, в которых число циркулирующих требований является постоянным.

Задачи анализа и синтеза сетей массового обслуживания широко при-
меняются при проектировании вычислительных комплексов, распределённых
информационных систем, сетей обработки данных и систем управления ре-
сурсами. Если задача анализа предполагает вычисление характеристик уже
заданной сети, то задача синтеза заключается в определении параметров се-
ти по заданным характеристикам её функционирования. Одной из наиболее
важных задач синтеза является определение оптимального распределения
потоков требований между системами обслуживания.

Существующие методы синтеза сетей массового обслуживания облада-
ют рядом ограничений. Аналитические методы становятся вычислительно
сложными при увеличении размерности сети, а приближённые итерацион-
ные методы не всегда обеспечивают устойчивость вычислений и могут су-
щественно зависеть от выбора начальных параметров. В связи с этим ак-
туальной является задача разработки устойчивых методов оптимизации по-
токов требований в замкнутых сетях массового обслуживания, сочетающих
вычислительную эффективность и возможность практической программной
реализации.

Цель магистерской работы — разработать и исследовать методы
синтеза замкнутых экспоненциальных сетей массового обслуживания с опти-
мальными потоками.

Поставленная цель определила следующие задачи:
1. Провести анализ существующих методов синтеза и оптимизации сетей

массового обслуживания;
2. Исследовать методы анализа замкнутых экспоненциальных сетей мас-
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сового обслуживания;
3. Разработать модифицированный метод оптимизации потоков требова-

ний;
4. Реализовать программный комплекс для исследования методов синтеза

сетей массового обслуживания;
5. Провести вычислительные эксперименты и анализ полученных резуль-

татов.
Методологические основы исследования замкнутых экспоненциаль-

ных сетей массового обслуживания с оптимальными потоками представлены
в работах J.J. Gordon, В.М. Вишневского, Ю.И. Митрофанова, А.И. Гераси-
мова.

Теоретическая значимость. Разработанные методы расширяют ап-
парат синтеза замкнутых CeMO: предложена аналитическая аппроксимация
нормализующей константы на основе интегрального представления, разрабо-
тан итеративный градиентный метод с инерционной стабилизацией и адап-
тивным шагом, предложен метод точного синтеза через решение системы
нелинейных уравнений с аналитическим учётом нормализующей константы.

Практическая значимость магистерской работы. В ходе выпол-
нения выпускной квалификационной работы был разработан программный
комплекс для исследования замкнутых экспоненциальных сетей массового
обслуживания, позволяющий выполнять вычисление стационарных характе-
ристик сети, проводить синтез сети с оптимальными потоками требований
и осуществлять вычислительные эксперименты при различных параметрах
сети.

Структура и объем работы. Магистерская работа состоит из вве-
дения, 8 разделов, заключения, списка использованных источников и прило-
жения. Общий объём работы — 65 страниц, из них 51 страница — основное
содержание, включая 11 рисунков, список использованных источников ин-
формации — 32 наименования.

КРАТКОЕ СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ

Первый раздел «Замкнутая экспоненциальная сеть массового
обслуживания» посвящён обзору основных понятий теории массового об-
служивания и исследованию замкнутых экспоненциальных сетей массового
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обслуживания. В разделе приводится описание структуры сетей массового
обслуживания, рассматриваются основные характеристики систем обслужи-
вания и особенности функционирования замкнутых сетей с циркулирующими
потоками требований.

Рассматривается замкнутая экспоненциальная сеть массового обслужи-
вания с одноприборными системами. Используется оптимальный вариант за-
дания сети с помощью следующего набора параметров: Г=< L,K,A,W,Θ, κ,

µ,D >. В данной сети находятся L систем массового обслуживания, которые
обозначены Ci, i = 1, ...L. Каждая из них представляет систему вида М/М/1,
то есть содержит ровно 1 прибор (κ = 1). В сети циркулируют N требова-
ний одного класса (K = 1), длительности интервалов поступления новых
требований в ее системы распределены по экспоненциальному закону рас-
пределения, интенсивность обслуживания на приборах систем определяется
вектором интенсивностей обслуживания µ̄ = (µi). Для маршрутизации тре-
бований внутри сети используется матрица вероятностей перехода Θ. В сети
используется дисциплина обслуживания FCFS. Схематическое представление
такой сети представлено на рисунке 1.

Рисунок 1 – Пример замкнутой сети массового обслуживания

В подразделе 1.1 приведено описание методов вычисления основных
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характеристик систем сети, включая интенсивности потоков, среднее время
пребывания требований в системе, среднюю длину очереди и коэффициенты
использования систем обслуживания.

Подраздел 1.2 посвящён методам оптимизации замкнутых экспоненци-
альных сетей массового обслуживания. Рассматриваются понятие "оптималь-
ности"характеристик сети и способы их получения.

Второй раздел «Синтез замкнутой экспоненциальной сети мас-
сового обслуживания с оптимальными параметрами» посвящен опи-
санию задач синтеза замкнутых экспоненциальных сетей массового обслужи-
вания и исследованию методов определения оптимальных параметров сети по
заданным характеристикам её функционирования.

Третий раздел «Методсинтеза сети через обратную интеграль-
ную задачу» посвящен разработанному методу синтеза сети с оптимальны-
ми потоками, объединяющий аппроксимационную модель расчёта интенсив-
ностей потока и приближённое аналитическое выражение нормализующей
константы G(N,L) из интегрального метода.

Для нормализующей константы, посредством применения приближе-
ния из работы Герасимова А.И., выведено аналитическое выражение:

G(N,L) =


L∑
i=1

xN+L−1
i∏

j ̸=i(xi − xj)
, xi ̸= xj,

xN
(
N + L− 1

N

)
, xi = xj.

Для связи среднего числа требований n̄i с xi предлагается использовать
приближение:

n̄i =
Nxi∑L
j=1 xj

.

Вводится аппроксимация средней длительности пребывания:

ūi =
1

µi
(αn̄i + 1), α ∈ (0, 1),

откуда xi(α) =
n̄i

αn̄i + 1
. Задача синтеза сводится к минимизации функ-

ционала ошибки:
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ε(α) =
L∑
i=1

(
n̂i −

Nxi(α)∑L
j=1 xj(α)

)2

.

Параметр α подбирается численно (метод L-BFGS-B). После нахожде-
ния α∗ вычисляются λi и ωi = λi/

∑
λj.

Четвертый раздел «Итеративный метод синтеза сети с адап-
тивной корректировкой вектора интенсивностей потока» посвящен
описанию улучшенного итеративного градиентного метода. Введено обновле-
ние вектора ω на каждом шаге, которое использует использует диагональную
аппроксимацию чувствительности ∂n̄j/∂ωi ≈ δijn̄i/ωi:

ω
(k+1)
i = ω

(k)
i + 2η(k)

(
n̂i − n̄

(k)
i

n̂i

)
ω
(k)
i

n̄
(k)
i

.

Для устойчивости введён механизм инерционной стабилизации:

v
(k)
i = βv

(k−1)
i + (1− β)∆

(k)
i , ∆

(k)
i =

(
n̂i − n̄

(k)
i

n̂i

)
ω
(k)
i

n̄
(k)
i

.

Окончательное правило обновления:

ω
(k+1)
i = ω

(k)
i + 2η(k)v

(k)
i .

Шаг η(k) адаптируется по условию Армихо, обеспечивая монотонное
убывание ошибки.

Пятый раздел «Метод синтеза сети с оптимальными потока-
ми на основе решения системы уравнений» посвящен разработанному
методу точного аналитического рассчета оптимального вектора для сети с
малыми L и N . Записываются явные полиномиальные выражения для n̄i

через xi. Например, для L = 3, N = 3:

n̄1 =
1

G
(x1x

2
2 + x1x

2
3 + x1x2x3 + 2(x21x2 + x21x3) + 3x31),

n̄2 =
1

G
(x21x2 + x2x

2
3 + x1x2x3 + 2(x22x3 + x1x

2
2) + 3x32),

n̄3 =
1

G
(x21x3 + x3x

2
2 + x1x2x3 + 2(x2x

2
3 + x1x

2
3) + 3x33).

Формируется система уравнений n̄i(x1, . . . , xL) = n̂iG(N,L), которая
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решается численно методом наименьших квадратов. После нахождения xi

вычисляются λi = µixi и ωi = λi/
∑

λj.
Шестой раздел «Замкнутая сеть массового обслуживания с

несколькими классами требований» посвящен обобщению на случай
неоднородной сети, в которой циркулирует несколько классов требований.

В подразделе 6.1 рассматривается сеть, в которой циркулирует K клас-
сов требований. Каждый класс k имеет свой вектор интенсивностей обслужи-
вания µ

(k)
i и своё число требований Nk. Состояние сети описывается вектором

n = (n1
1, . . . , n

1
L, n

2
1, . . . , n

K
L ). Стационарное распределение вероятностей имеет

мультипликативную форму:

P (n) =
1

G(N,L)

K∏
k=1

L∏
i=1

(xki )
nk
i

nk
i !

,

где xki = λk
i /µ

k
i — приведённая интенсивность потока требований класса

k в систему Ci.
В разделе 6.2 используется мультипликативная декомпозиция G(N,L) =∏K

k=1Gk(Nk, L), после чего задача синтеза многоклассовой сети по методу ре-
шения системы уравнений сводится к совокупности независимых одноклас-
совых задач синтеза по данному методу.

Седьмой раздел «Программная реализация методов синтеза
сети с оптимальными потоками» посвящен созданию программного ком-
плекса для проведения синтеза замкнутой сети с оптимальными потоками.
Программный код написан на языке Python и включает в себя модули, поз-
воляющие провести синтез сети по описанным в прошлых разделах методам.
Реализована автоматическая проверка корректности входных данных, сохра-
нение результатов в текстовый файл и CSV.

Восьмой раздел «Численные рассчеты с использованием ме-
тодов синтеза» посвящен результатам численных экспериментов для всех
трёх разработанных методов синтеза.

В подразделе 8.1 рассматривается замкнутая экспоненциальная сеть
с параметрами: L = 3, N = 5, вектор интенсивностей обслуживания µ =

(2, 0; 1, 5; 1, 0), целевой вектор среднего числа требований n̂ = (2, 0; 1, 5; 1, 5).
В результате эксперимента получено оптимальное значение параметра α∗ =

0, 01. Вычисленный вектор относительных интенсивностей потока составил
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ω = (0, 5149; 0, 2911; 0, 1940), а вектор среднего числа требований n̄ =

(1, 99; 1, 50; 1, 50). Отклонение полученных значений от целевых не превы-
шает 10−2 для каждой системы, что подтверждает высокую точность метода.
Получены также все остальные стационарные характеристики: среднее время
пребывания, средняя длина очереди, коэффициенты использования систем и
интенсивности потоков.

В подразделе 8.2 рассматривается сеть с параметрами: L = 5, N = 50,
µ = (3, 0; 2, 0; 2, 6; 1, 5; 2, 5), целевой вектор n̂ = (10, 0; 8, 0; 6, 0; 16, 0; 10, 0).
Метод успешно сошёлся за k = 324 итерации — в два раза быстрее данного
метода без адаптивного шага. Вычисленный вектор среднего числа требова-
ний n̄ = (9, 98; 7, 99; 6, 04; 15, 99; 9, 98) практически совпадает с целевым
распределением. Для исследования масштабируемости метод был протести-
рован при увеличении числа требований до N = 500: итоговая относительная
ошибка не превысила 0, 005. При увеличении числа систем L до 20 ошибка
также осталась в пределах 2%. Получены полные стационарные характери-
стики: среднее время пребывания, коэффициенты использования, средняя
длина очереди, интенсивности потоков.

В подразделе 8.3 рассматривается сеть с параметрами: L = 3, N = 3,
µ = (0, 5; 0, 7; 0, 2), целевой вектор n̂ = (1, 0; 2, 0; 0, 0). Система нелинейных
уравнений, составленная на основе явных аналитических выражений для n̄i,
была успешно решена численно. Получен вектор относительных интенсивно-
стей потока ω = (0, 3194; 0, 6805; 0, 00002) и вектор среднего числа требо-
ваний n̄ = (0, 99; 1, 99; 0, 00). Третья система оказалась незагруженной, что
полностью соответствует целевому распределению. Исследование масштаби-
руемости показало, что при увеличении числа требований до N = 14 число
состояний сети достигает 120, что приводит к существенному росту вычисли-
тельной сложности. Таким образом, метод рекомендуется для сетей с неболь-
шими и средними значениями L и N (например, N ≤ 14), где аналитические
выражения можно использовать напрямую.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

На основе проведённого анализа были разработаны модифицированные
методы синтеза сети с оптимальными потоками, в которых используется по-
строение систем нелинейных уравнений, применение рекуррентных вычисли-
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тельных схем и улучшение выражения для рассчета нормирующей констан-
ты. Дополнительно в алгоритмы введены механизмы масштабирования пара-
метров и адаптивного изменения шага итерационного процесса, позволяющие
повысить устойчивость вычислений и уменьшить вероятность расходимости
методов.

Для практической проверки предложенных методов был разработан
программный комплекс на языке Python, реализующий несколько методов
синтеза сетей массового обслуживания и обеспечивающий автоматизацию
вычислительных экспериментов. Программа позволяет выполнять синтез по
заданным методам, проводить расчёт стационарных характеристик сети и
сохранять результаты вычислений для последующего анализа.

В ходе вычислительных экспериментов были исследованы особенности
поведения разработанных методов при различных параметрах сети массового
обслуживания: числе требований и количестве систем обслуживания. Иссле-
дование результатов экспериментов показало, что предложенные модифика-
ции позволяют повысить устойчивость итерационного процесса и улучшить
согласованность получаемых результатов с заданными целевыми характери-
стиками сети. Точность получаемых рассчетов достаточна для качественного
моделирования изучаемой сети массового обслуживания.

Таким образом, при написании выпускной квалификационной работы
поставленная цель была достигнута, посредством выполнения всех необходи-
мых для этого задач: изучены существующие методы синтеза сетей с опти-
мальными потоками, подробно рассмотрены разработанные методы синтеза
таких сетей, разработана программная реализация данных методов, позво-
ляющая провести исследование сети с оптимальными потоками и провести
вычислительные эксперименты.

Отдельные части магистерской работы были представлены на
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2025 г. Саратов : Саратовский университет, 2025. Вып. 10. С. 10–13.
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