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Введение. Ìíîãî÷ëåíû Áåðíøòåéíà, ââåä¼ííûå Ñåðãååì Íàòàíîâè÷åì

Áåðíøòåéíîì â íà÷àëå XX âåêà, çàíèìàþò îñîáîå ìåñòî â òåîðèè ïðèáëè-

æåíèé è ìàòåìàòè÷åñêîì àíàëèçå. Îíè ñëóæàò êîíñòðóêòèâíûì äîêàçàòåëü-

ñòâîì òåîðåìû Âåéåðøòðàññà î ðàâíîìåðíîì ïðèáëèæåíèè íåïðåðûâíûõ

ôóíêöèé ìíîãî÷ëåíàìè è íàõîäÿò øèðîêîå ïðèìåíåíèå â ðàçëè÷íûõ îáëà-

ñòÿõ � îò êîìïüþòåðíîé ãðàôèêè è ìîäåëèðîâàíèÿ êðèâûõ (íàïðèìåð, â

ñïëàéíàõ Áåçüå) äî ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ è òåîðèè âåðîÿòíîñòåé.

Èíòåðåñ ê ìíîãî÷ëåíàì Áåðíøòåéíà ñîõðàíÿåòñÿ è â ñîâðåìåííîé íàóêå:

èõ ìîäèôèêàöèè ïîçâîëÿþò óëó÷øèòü ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè, àäàïòèðîâàòü

ïðèáëèæåíèÿ ê ñïåöèôè÷åñêèì êëàññàì ôóíêöèé è ðåøàòü çàäà÷è ñ äîïîë-

íèòåëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè. Ýòî äåëàåò òåìó èññëåäîâàíèÿ àêòóàëüíîé êàê

ñ òåîðåòè÷åñêîé, òàê è ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ.

Основная часть.

Определение 1.1. Ïðè íàòóðàëüíîì 𝑛 àëãåáðàè÷åñêèé ïîëèíîì

𝐵(𝑥) =
𝑛∑︁

𝑘=0

𝑦𝑘𝐶
𝑘
𝑛𝑥

𝑘(1− 𝑥)𝑛−𝑘

íàçûâàåòñÿ ïîëèíîìîì â ôîðìå Áåðíøòåéíà èëè ïðîñòî ïîëèíîìîì Áåðí-

øòåéíà.

𝐵(0) = 𝑦0, 𝐵(1) = 𝑦𝑛.

Áàçèñíûå ïîëèíîìû 𝑝𝑛𝑘(𝑥) = 𝐶𝑘
𝑛𝑥

𝑘(1−𝑥)𝑛−𝑘 îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîé-

ñòâàìè:

𝑝𝑛𝑘(𝑥) > 0 ïðè 𝑥 ∈ (0, 1) è âñåõ 𝑘 = 0, 1..., 𝑛;

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑝𝑛𝑘(𝑥) ≡ 1.

Лемма 1.1. Ïðè âñåõ âåùåñòâåííûõ 𝑥 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

1

𝑛

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑘𝑝𝑛𝑘(𝑥) = 𝑥.
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Теорема 1.1. Ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

𝐵(𝑥) =
𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝑦
(0)
𝑘 𝑝𝑛−1,𝑘(𝑥),

ãäå 𝑦
(1)
𝑘 = (1− 𝑥)𝑦

(0)
𝑘 + 𝑥𝑦

(0)
𝑘+1.

Òàêèì îáðàçîì, âûâåäåíî ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå

𝑦
(𝑖)
𝑘 = (1− 𝑥)𝑦

(𝑖−1)
𝑘 + 𝑥𝑦

(𝑖−1)
𝑘+1 , 𝑖 = 1, ..., 𝑛, 𝑘 = 0, 1, ..., 𝑛− 𝑖;

𝑦
(0)
𝑘 = 𝑦𝑘, 𝑘 = 0, 1, ..., 𝑛,

êîòîðîå ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü çíà÷åíèå 𝐵(𝑥) = 𝑦
(𝑛)
0 â ôèêñèðîâàííîé òî÷êå

𝑥 ∈ (0, 1).

Лемма 1.2. Ïîëèíîì Áåðíøòåéíà äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå

𝐵(𝑥) =
𝑛∑︁

𝑖=0

(∆𝑖𝑦0)𝐶
𝑖
𝑛𝑥

𝑖,

ãäå ∆𝑖𝑦0 =
𝑖∑︀

𝑘=0

(−1)𝑖−𝑘𝐶𝑘
𝑖 𝑦𝑘 � íèñõîäÿùàÿ êîíå÷íàÿ ðàçíîñòü 𝑖 - ãî ïîðÿäêà.

Теорема 1.2. Ôóíêöèÿ 𝑆(𝑥) áóäåò 𝑟 ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé

íà îòðåçêå [−1, 1] òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

𝐶 𝑖
𝑚 ▽𝑖 𝑦0 = 𝐶 𝑖

𝑛∆
𝑖𝑦0 ïðè 𝑖 = 1, ..., 𝑟.

Ïðè 𝑚 = 𝑛 óñëîâèå ïðèíèìàåò âèä

▽𝑖𝑦0 = ∆𝑖𝑦0 ïðè 𝑖 = 1, ..., 𝑟.

Теорема 1.3. Ïîëèíîì ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

𝐵(𝑥) =
𝑛+1∑︁
𝑘=0

̂︀𝑦𝑘𝐶𝑘
𝑛+1𝑥

𝑘(1− 𝑥)𝑛+1−𝑘,

ãäå ̂︀𝑦0 = 𝑦0, ̂︀𝑦𝑛+1 = 𝑦𝑛 è

̂︀𝑦𝑘 = (︁
1− 𝑘

𝑛+ 1

)︁
𝑦𝑘 +

𝑘

𝑛+ 1
𝑦𝑘−1, 𝑘 ∈ 1 : 𝑛.
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Лемма 1.4. Ïðè 𝑛 ≥ 2 ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

𝐵′(𝑥) =
𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝑢
(1)
𝑘 𝑝𝑛−1,𝑘(𝑥),

ãäå 𝑢
(1)
𝑘 = 𝑛(𝑦𝑘+1 − 𝑦𝑘).

Теорема 1.4 Ïðè 𝑛 ≥ 2 è 𝑥 ∈ (0, 1) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

𝐵′(𝑥) = 𝑛(𝑦
(𝑛−1)
1 − 𝑦

(𝑛−1)
0 ),

ãäå 𝑦
(𝑛−1)
0 è 𝑦

(𝑛−1)
1 âû÷èñëÿþòñÿ ïî ñõåìå.

Теорема 2.1. Ïóñòü 𝑓 ∈ 𝐶[−1, 1] ñ ïîëèíîìàìè Áåðíøòåéíà 𝐵𝑛(𝑓, 𝑥),

îïðåäåëåííûìè ïî ôîðìóëå

𝐵𝑛(𝑓, 𝑥) =
1

2𝑛

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑓
(︁
1− 2𝑘

𝑛

)︁
𝐶𝑘

𝑛(1− 𝑥)𝑘(1 + 𝑥)𝑛−𝑘, 𝑛 ∈ N.

Òîãäà êîýôôèöèåíòû ïîëèíîìîâ 𝐵𝑛(𝑓, 𝑥) â àëãåáðàè÷åñêîé çàïèñè

𝐵𝑛(𝑓, 𝑥) =
𝑛∑︁

𝑚=0

𝑎𝑛,𝑚(𝑓)𝑥
𝑚, 𝑛 ∈ N

âûðàæàþòñÿ â âèäå

𝑎𝑛,𝑚(𝑓) =
1

2𝑛
𝐶𝑚

𝑛

𝑛∑︁
𝑘=0

𝐷𝑘
𝑛,𝑚𝑓

(︁
1− 2𝑘

𝑛

)︁
, 𝑛 ∈ N,𝑚 = 0, 1, ..., 𝑛,

ñî çíà÷åíèÿìè

𝐷𝑘
𝑛,𝑚 =

∑︁
𝑗

(−1)𝑗𝐶𝑗
𝑚𝐶

𝑘−𝑗
𝑛−𝑚.

Теорема 2.2. Ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì 𝑚 ∈ N ÷èñëà 𝐷𝑘
𝑛,𝑚, îïðåäåëåí-

íûå ïî ôîðìóëå, îáëàäàþò ñâîéñòâàìè:

𝐷𝑘
𝑚,𝑚 = (−1)𝑘𝐶𝑘

𝑚, 𝑘 ∈ {0, 1, ...,𝑚},

𝐷0
𝑛,𝑚 = 1, 𝐷𝑛

𝑛,𝑚 = (−1)𝑚, 𝑛 ∈ {𝑚,𝑚+ 1, ...},
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𝐷𝑘−1
𝑛,𝑚 +𝐷𝑘

𝑛,𝑚 = 𝐷𝑘
𝑛+1,𝑚, 𝑛 ∈ {𝑚,𝑚+ 1, ...}, 𝑘 ∈ {1, .., 𝑛}.

Ìíîãî÷ëåíàìè, ïîäîáíûìè ìíîãî÷ëåíàì Áåðíøòåéíà, íàçûâàþò ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè ëèíåéíûõ ïîëîæèòåëüíûõ îïåðàòîðîâ âèäà:

𝐿𝑛(𝑓 ;𝑥) =
𝑛∑︁

𝑘=0

𝑓(𝑥𝑛,𝑘)𝑝𝑛,𝑘(𝑥),

ãäå:

� 𝑥𝑛,𝑘 � óçëû àïïðîêñèìàöèè (0 ≤ 𝑥𝑛,0 < 𝑥𝑛,1 < · · · < 𝑥𝑛,𝑛 ≤ 1);

� 𝑝𝑛,𝑘(𝑥) � áàçèñíûå ôóíêöèè, îáðàçóþùèå ðàçáèåíèå åäèíèöû:∑︀𝑛
𝑘=0 𝑝𝑛,𝑘(𝑥) = 1.

Теорема 3.1. Ìíîãî÷ëåíû, ïîäîáíûå ìíîãî÷ëåíàì Áåðíøòåéíà îáëàäà-

þò ñâîéñòâàìè:

1. ëèíåéíîñòü è ïîëîæèòåëüíîñòü (êàê ó êëàññè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ Áåðí-

øòåéíà);

2. ñîõðàíåíèå íåêîòîðûõ ñâîéñòâ ôóíêöèè (íàïðèìåð, ãðàíè÷íûõ çíà÷å-

íèé);

3. ñõîäèìîñòü ê èñõîäíîé ôóíêöèè ïðè 𝑛 → ∞;

4. âîçìîæíîñòü óëó÷øåíèÿ ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ïî ñðàâíåíèþ ñ êëàññè-

÷åñêèìè ìíîãî÷ëåíàìè Áåðíøòåéíà.

Ìîäèôèêàöèè Â. Ñ. Âèäåíñêîãî è Ò. Ï. Ïåíäèíîé ïðèìåíÿþòñÿ ê ìíîãî-

÷ëåíàì 𝑙𝑛, ïîäîáíûì ìíîãî÷ëåíàì Áåðíøòåéíà. Ïîëó÷åíà àñèìïòîòèêà äëÿ

öåíòðàëüíûõ ìîìåíòîâ ïîðÿäêà 2𝑚 ìîäèôèêàöèé 𝑈𝑛,2𝑚 ïðè 𝑛 → ∞, à òàêæå

äîêàçàíà òåîðåìà Âîðîíîâñêîé�Áåðíøòåéíà äëÿ îïåðàòîðîâ 𝑙𝑛,2𝑚.

1. Â 1985 ãîäó Â. Ñ. Âèäåíñêèé ââ¼ë â ðàññìîòðåíèå îïåðàòîðû, ïîäîáíûå

ìíîãî÷ëåíàì Áåðíøòåéíà, à èìåííî, äëÿ 𝑓 ∈ 𝐶[0, 1].

𝑈𝑛(𝑓, 𝑥) =
𝑛

𝑥(1− 𝑥)

𝑛∑︁
𝑘=0

(︂
𝑘

𝑛
− 𝑥

)︂2

𝑓

(︂
𝑘

𝑛

)︂
𝐶𝑘

𝑛𝑥
𝑘(1− 𝑥)𝑛−𝑘, 𝑛 ∈ N.

Ê îïåðàòîðàì 𝑈𝑛 ìîæíî ïðèìåíèòü ìîäèôèêàöèè Â. Ñ. Âèäåíñêîãî è Ò.

Ï. Ïåíäèíîé.
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Ëèíåéíûå îïåðàòîðû 𝑈𝑛𝜈 äåéñòâóþò â ïðîñòðàíñòâå 𝐶
(𝜈)[0, 1].

Ïîëó÷åíà àñèìïòîòèêà äëÿ öåíòðàëüíûõ ìîìåíòîâ ïîðÿäêà 2𝑚 ìîäèôè-

êàöèé 𝑈𝑛,2𝑚 ïðè 𝑛 → ∞, à òàêæå äîêàçàíà òåîðåìà Âîðîíîâñêîé�Áåðíøòåéíà

äëÿ îïåðàòîðîâ 𝑙𝑛,2𝑚.

Лемма 4.1. Äëÿ ëþáûõ 𝑥 ∈ [0, 1] è 𝑚 ≥ 1

lim
𝑛→∞

𝑛𝑚𝑆2𝑚(𝑈𝑛,2𝑚, 𝑥)

(2𝑚)!
= (−1)𝑚+1𝛿𝑚(𝑥(1− 𝑥))𝑚,

ãäå

𝛿𝑚 =
𝑚∑︁
𝑗=0

1

2𝑗𝑗!

� ÷àñòíàÿ ñóììà ðÿäà Òåéëîðà äëÿ 𝑒
1
2 .

Ðàññìîòðèì êðàòêî åùå 5 ìîäèôèêàöèé:

1.Модификации Кирова

Ïðèíöèï: ó÷èòûâàþò ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè äî ïîðÿäêà 𝑝 äëÿ óëó÷øåíèÿ

àïïðîêñèìàöèè ãëàäêèõ ôóíêöèé.

Èñïîëüçóþò èíôîðìàöèþ î ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè. Ôîðìóëà:

𝐻𝑝
𝑛(𝑓 ;𝑥) =

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑝∑︁
𝑖=0

𝑓 (𝑖)(𝑘/𝑛)

𝑖!

(︂
𝑥− 𝑘

𝑛

)︂𝑖(︂
𝑛

𝑘

)︂
𝑥𝑘(1− 𝑥)𝑛−𝑘.

Îöåíêè òî÷íîñòè âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè 𝜔(𝑓 ; 𝛿) ôóíê-

öèè 𝑓 :

𝜔(𝑓 ; 𝛿) = sup {|𝑓(𝑥′)− 𝑓(𝑥′′)| : |𝑥′ − 𝑥′′| ≤ 𝛿, 𝑥′, 𝑥′′ ∈ [0, 1]} .

Общая оценка для непрерывной функции

Äëÿ 𝑓 ∈ 𝐶[0, 1] ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà:

|𝐵*
𝑛(𝑓 ;𝑥)− 𝑓(𝑥)| ≤ 𝐶 · 𝜔

(︂
𝑓 ;

1√
𝑛

)︂
,

ãäå 𝐶 � êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ îò 𝛼 è 𝛽.

2. Итерационные сплайны на основе многочленов Бернштейна
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Принцип: ïîñëåäîâàòåëüíîå óëó÷øåíèå àïïðîêñèìàöèè ÷åðåç èòåðàöèè.

Алгоритм построения:

1. 𝑙𝑛0(𝑥) = 𝑆0(𝐵
𝑠
𝑛;𝑥) � íà÷àëüíûé ìíîãî÷ëåí Áåðíøòåéíà.

2. 𝑙𝑛1(𝑥) = 𝑆10(𝐵
𝑠
𝑛;𝑥).

3. Äëÿ 𝑚 ≥ 2:

𝑙𝑛𝑚(𝑥) =
1

𝑚!
𝑆𝑚(𝐵

𝑠
𝑛;𝑥)−

𝑚−1∑︁
𝑘=1

1

𝑘!
· 𝑆𝑘(𝐵

𝑠
𝑛;𝑥) · 𝑙𝑛,𝑚−𝑘(𝑥).

Общая оценка для непрерывной функции

Äëÿ 𝑓 ∈ 𝐶[0, 1] ïðè ëþáîì ÷èñëå èòåðàöèé 𝑘 ñïðàâåäëèâà îöåíêà:

|𝑆𝑘(𝑓 ;𝑥)− 𝑓(𝑥)| ≤ (1 + 𝐶)𝑘 · 𝜔
(︂
𝑓 ;

1√
𝑛

)︂
,

ãäå:

� 𝜔(𝑓 ; 𝛿) � ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè 𝑓 ,

� 𝐶 � êîíñòàíòà, íå çàâèñÿùàÿ îò 𝑛 è 𝑘.

3. Многочлены с весовыми коэффициентами

Принцип: ââåäåíèå âåñîâûõ ôóíêöèé äëÿ àäàïòàöèè ê ñïåöèôè÷åñêèì

ñâîéñòâàì ôóíêöèè.

Формула:

𝐵𝑤
𝑛 (𝑓 ;𝑥) =

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑓

(︂
𝑘

𝑛

)︂
𝑤

(︂
𝑘

𝑛

)︂(︂
𝑛

𝑘

)︂
𝑥𝑘(1− 𝑥)𝑛−𝑘,

ãäå 𝑤(𝑥) � âåñîâàÿ ôóíêöèÿ.

Общая оценка для непрерывной функции

Äëÿ 𝑓 ∈ 𝐶[0, 1] ñïðàâåäëèâà îöåíêà:

|𝐵𝑤
𝑛 (𝑓 ;𝑥)− 𝑓(𝑥)| ≤ 𝐶 · 𝜔

(︁
𝑓 ;

√︀
𝛿𝑛(𝑥)

)︁
,

ãäå:

� 𝜔(𝑓 ; 𝛿) � ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè 𝑓 ,

� 𝛿𝑛(𝑥) = 𝐵𝑤
𝑛 ((𝑡− 𝑥)2;𝑥) � âòîðîé ìîìåíò îïåðàòîðà,

� 𝐶 � êîíñòàíòà, íå çàâèñÿùàÿ îò 𝑛 è 𝑥.

7



4. Многочлены с дополнительными параметрами

Принцип: ââåäåíèå ïàðàìåòðîâ 𝛼, 𝛽 äëÿ óïðàâëåíèÿ ñõîäèìîñòüþ.

Формула:

𝐵𝛼,𝛽
𝑛 (𝑓 ;𝑥) =

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑓

(︂
𝑘 + 𝛼

𝑛+ 𝛽

)︂(︂
𝑛

𝑘

)︂
𝑥𝑘(1− 𝑥)𝑛−𝑘.

Общая оценка для непрерывной функции

Äëÿ 𝑓 ∈ 𝐶[0, 1] ñïðàâåäëèâà îöåíêà:

|𝐵(𝛼,𝛽,𝛾)
𝑛 (𝑓 ;𝑥)− 𝑓(𝑥)| ≤ 𝐶(𝛼, 𝛽, 𝛾) · 𝜔

(︂
𝑓 ;

√︁
𝛿
(𝛼,𝛽,𝛾)
𝑛 (𝑥)

)︂
,

ãäå:

� 𝜔(𝑓 ; 𝛿) � ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè 𝑓 ,

� 𝛿
(𝛼,𝛽,𝛾)
𝑛 (𝑥) = 𝐵

(𝛼,𝛽,𝛾)
𝑛 ((𝑡− 𝑥)2;𝑥) � âòîðîé ìîìåíò îïåðàòîðà,

� 𝐶(𝛼, 𝛽, 𝛾) � êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ îò ïàðàìåòðîâ.

5. Многочлены для нескольких переменных

Îáîáùåíèå íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé:

𝐵𝑛1,...,𝑛𝑑
(𝑓 ;𝑥1, . . . , 𝑥𝑑) =

𝑛1∑︁
𝑘1=0

· · ·
𝑛𝑑∑︁

𝑘𝑑=0

𝑓

(︂
𝑘1
𝑛1

, . . . ,
𝑘𝑑
𝑛𝑑

)︂ 𝑑∏︁
𝑖=1

(︂
𝑛𝑖

𝑘𝑖

)︂
𝑥𝑘𝑖𝑖 (1− 𝑥𝑖)

𝑛𝑖−𝑘𝑖.

Применение: ïîñòðîåíèå ïîâåðõíîñòåé Áåçüå, àïïðîêñèìàöèÿ ôóíêöèé ìíî-

ãèõ ïåðåìåííûõ.

Общая оценка через модуль непрерывности

Äëÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèè 𝑓 íà [0, 1]𝑑 ñïðàâåäëèâà îöåíêà:

‖𝑓 −𝐵𝑛(𝑓)‖∞ ≤ 𝐶𝑑 · 𝜔𝑓

(︂
1√
𝑛

)︂
,

ãäå:

� ‖ · ‖∞ � ðàâíîìåðíàÿ íîðìà;

� 𝜔𝑓(𝛿) � ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè 𝑓 ;

� 𝐶𝑑 � êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò ðàçìåðíîñòè 𝑑.

Теорема 4.1. Åñëè ôóíêöèÿ 𝑓 ∈ 𝐶(2𝑚)[0, 1], 𝑚 ≥ 1, òî
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lim
𝑛→∞

𝑛𝑚{𝑈𝑛,2𝑚(𝑓, 𝑥)− 𝑓(𝑥)} = (−1)𝑚+1𝛿𝑚(𝑥(1− 𝑥))𝑚𝑓 (2𝑚)(𝑥).

Модификации многочленов Бернштейна

Ðàññìîòðèì ìîäèôèêàöèþ Êèðîâà äëÿ 𝑝 = 1 (ó÷èòûâàåò ïåðâóþ ïðîèç-

âîäíóþ):

𝐻1
𝑛(𝑓 ;𝑥) =

𝑛∑︁
𝑘=0

[︂
𝑓

(︂
𝑘

𝑛

)︂
+ 𝑓 ′

(︂
𝑘

𝑛

)︂(︂
𝑥− 𝑘

𝑛

)︂]︂(︂
𝑛

𝑘

)︂
𝑥𝑘(1− 𝑥)𝑛−𝑘.

Модификация для 𝑓(𝑥) = 𝑥2, 𝑝 = 1

Äëÿ 𝑓(𝑥) = 𝑥2 èìååì:

𝑓

(︂
𝑘

𝑛

)︂
=

(︂
𝑘

𝑛

)︂2

,

𝑓 ′
(︂
𝑘

𝑛

)︂
= 2 · 𝑘

𝑛
.

𝐻1
𝑛(𝑥

2;𝑥) = − 1

𝑛2

(︂
𝑥2 +

𝑥(1− 𝑥)

𝑛

)︂
+

2𝑥

𝑛
· 𝑥

= −𝑥2

𝑛2
− 𝑥(1− 𝑥)

𝑛3
+

2𝑥2

𝑛

= 𝑥2
(︂
2

𝑛
− 1

𝑛2

)︂
− 𝑥(1− 𝑥)

𝑛3
.

Ïðè 𝑛 → ∞ ýòà ìîäèôèêàöèÿ ñõîäèòñÿ ê 𝑥2 áûñòðåå, ÷åì êëàññè÷åñêèé

ìíîãî÷ëåí Áåðíøòåéíà.

Итог:

1. Äëÿ êîíñòàíòíîé ôóíêöèè (𝑚 = 0) ìíîãî÷ëåí Áåðíøòåéíà òî÷íî âîñ-

ïðîèçâîäèò ôóíêöèþ: 𝐵𝑛(1;𝑥) = 1. 2. Äëÿ ëèíåéíîé ôóíêöèè (𝑚 = 1) òàêæå

òî÷íîå âîñïðîèçâåäåíèå: 𝐵𝑛(𝑥;𝑥) = 𝑥. 3. Äëÿ êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè (𝑚 = 2)

ïîÿâëÿåòñÿ ïîãðåøíîñòü ïîðÿäêà 𝑂(1/𝑛): 𝐵𝑛(𝑥
2;𝑥) = 𝑥2+

𝑥(1− 𝑥)

𝑛
. 4. Ìîäè-

ôèêàöèè Êèðîâà ïîçâîëÿþò óëó÷øèòü àïïðîêñèìàöèþ çà ñ÷¼ò ó÷¼òà ïðîèç-

âîäíûõ ôóíêöèè.
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Заключение. Â õîäå âûïîëíåíèÿ áàêàëàâðñêîé ðàáîòû íà òåìó ¾Ìíî-

ãî÷ëåíû Áåðíøòåéíà è èõ ìîäèôèêàöèè¿ áûëè äîñòèãíóòû ïîñòàâëåííûå

öåëè è ðåøåíû âñå çàäà÷è èññëåäîâàíèÿ. Ïðîâåä¼ííûé àíàëèç ïîçâîëèë âñå-

ñòîðîííå èçó÷èòü ñâîéñòâà êëàññè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ Áåðíøòåéíà, à òàêæå

îöåíèòü ýôôåêòèâíîñòü èõ ìîäèôèêàöèé â çàäà÷àõ àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèé.

Выводы:

� Ìíîãî÷ëåíû Áåðíøòåéíà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ôóíäàìåíòàëüíûé èí-

ñòðóìåíò òåîðèè ïðèáëèæåíèé, îáëàäàþùèé öåííûìè òåîðåòè÷åñêèìè è

ïðàêòè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè.

� Êëàññè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû Áåðíøòåéíà èìåþò îãðàíè÷åíèÿ ïî ñêîðîñòè

ñõîäèìîñòè, îñîáåííî çàìåòíûå äëÿ ôóíêöèé âûñîêîé ãëàäêîñòè.

� Ìîäèôèêàöèè ìíîãî÷ëåíîâ Áåðíøòåéíà ïîçâîëÿþò ñóùåñòâåííî óëó÷-

øèòü àïïðîêñèìàöèîííûå õàðàêòåðèñòèêè, ñîõðàíÿÿ ïðè ýòîì âàæíûå ñâîé-

ñòâà ëèíåéíîñòè è ïîëîæèòåëüíîñòè.

Òàêèì îáðàçîì, ìíîãî÷ëåíû Áåðíøòåéíà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âàæíûé è

ïîëåçíûé èíñòðóìåíò äëÿ ðåøåíèÿ ðàçëè÷íûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷ è ïðè-

ëîæåíèé. Èõ èçó÷åíèå è ïðèìåíåíèå ïîçâîëÿåò ãëóáæå ïîíÿòü ïðèíöèïû ðà-

áîòû ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé è àëãîðèòìîâ, à òàêæå ñïîñîáñòâóåò ðàçâèòèþ

òåîðèè ïðèáëèæåíèé ôóíêöèé è âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè.
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