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Ââåäåíèå. Â ñîâðåìåííîì ìàòåìàòè÷åñêîì àíàëèçå è òåîðèè ïðèáëèæå-

íèé çíà÷èòåëüíîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ çàäà÷àì, ñâÿçàííûì ñ îïåðàòîðàìè

äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è èõ àïïðîêñèìàöèåé. Â ðàìêàõ äàííîé ðàáîòû ðàñ-

ñìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ íåîãðàíè÷åííûõ ëèíåéíûõ

îïåðàòîðîâ, â ÷àñòíîñòè, îïåðàòîðîâ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, ñ ïîìîùüþ îãðà-

íè÷åííûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ.

Çíà÷èòåëüíûé âêëàä â ðàçâèòèå ýòîãî íàïðàâëåíèÿ âíåñëè èññëåäîâàíèÿ

Ñ.Á. Ñòå÷êèíà, êîòîðûé çàëîæèë êëþ÷åâûå ìåòîäû. Ýòè çàäà÷è èìåþò êàê

òåîðåòè÷åñêóþ öåííîñòü, òàê è ïðàêòè÷åñêîå ïðèìåíåíèå. Â ðàáîòå ðàññìàò-

ðèâàþòñÿ òðè âçàèìîñâÿçàííûå ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è.

Îñíîâíîé îáúåêò èññëåäîâàíèÿ áàêàëàâðñêîé ðàáîòû � ýòî îïåðàòîð äèô-

ôåðåíöèðîâàíèÿ Dk â ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé C(R), à òàêæå

òî÷íûå íåðàâåíñòâà ìåæäó íîðìàìè ïðîèçâîäíûõ (íåðàâåíñòâà òèïà Êîëìî-

ãîðîâà�Ëàíäàó). Ðàáîòà ïîñâÿùåíà ðåøåíèþ òðåõ âçàèìîñâÿçàííûõ çàäà÷:

òî÷íûå íåðàâåíñòâà Ëàíäàó�Êîëìîãîðîâà äëÿ ïðîèçâîäíûõ íà ÷èñëîâîé îñè,

çàäà÷à î íàèëó÷øåì ïðèáëèæåíèè îïåðàòîðà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ëèíåéíû-

ìè îãðàíè÷åííûìè îïåðàòîðàìè (çàäà÷à Ñòå÷êèíà) è çàäà÷à î íàèëó÷øåì

âîññòàíîâëåíèè çíà÷åíèé ïðîèçâîäíîé ïî ïðèáëèæ¼ííûì äàííûì (ðàâíîìåð-

íàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ, çàäà÷à Àðåñòîâà).

Ñïåðâà èçó÷àåòñÿ òåìà ¾Î íåðàâåíñòâàõ ìåæäó íîðìàìè âåðõíèõ ãðà-

íåé ïðîèçâîäíûõ¿: ââîäÿòñÿ îñíîâíûå ïîíÿòèÿ, ñâÿçàííûå ñ íåðàâåíñòâàìè

ìåæäó ïðîèçâîäíûìè: âåëè÷èíû M0,M1,M2, ôîðìóëèðóþòñÿ è äîêàçûâàþò-

ñÿ òî÷íûå íåðàâåíñòâà äëÿ êîíå÷íîãî îòðåçêà, ïîëóïðÿìîé è âñåé ÷èñëîâîé

îñè. Ñòðîèòñÿ ýêñòðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ñëó÷àÿ ÷èñëîâîé îñè.

Äàëåå, ñîãëàñíî ñòàòüå Ñòå÷êèíà ¾Íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå ëèíåéíûõ

îïåðàòîðîâ¿, ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ìîäóëÿ íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðà, ôîðìó-

ëèðóåòñÿ ñàìà çàäà÷à Ñòå÷êèíà î íàèëó÷øåì ïðèáëèæåíèè. Äëÿ êëàññà

K2 óñòàíàâëèâàåòñÿ òî÷íîå çíà÷åíèå âåëè÷èíû íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ

EN(1, 2) =
1
2N è ñòðîèòñÿ îïòèìàëüíûé îïåðàòîð.

Èçó÷àÿ òðóäû Àðåñòîâà, â ÷àñòíîñòè, ¾Î ðàâíîìåðíîé ðåãóëÿðèçàöèè çà-

äà÷è âû÷èñëåíèÿ îïåðàòîðà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ¿, èññëåäóåòñÿ çàäà÷à âîñ-

ñòàíîâëåíèÿ çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíîé ïî ïðèáëèæ¼ííîé ôóíêöèè. Äëÿ êëàññà

K2 ïîëó÷åíî òî÷íîå çíà÷åíèå v(δ,L) =
√
2δ.
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Èñõîäÿ èç ðàáîòû Êîëìîãîðîâà ¾Î íåðàâåíñòâàõ ìåæäó âåðõíèìè ãðàíÿ-

ìè ïðîèçâîäíûõ ïðîèçâîëüíûõ ôóíêöèé íà áåñêîíå÷íîì èíòåðâàëå¿, èçó÷à-

þòñÿ òî÷íûå íåðàâåíñòâà Êîëìîãîðîâà äëÿ òð¼õ ïðîèçâîäíûõ (M0,M2,M3 è

M0,M1,M3). Âû÷èñëÿþòñÿ òî÷íûå êîíñòàíòû C3,2 = 31/3 è C3,1 = 32/3/2.

Ïî òåìå ¾Íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå îïåðàòîðà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ íà

êëàññå K3¿ äëÿ ïåðâîé è âòîðîé ïðîèçâîäíûõ ïîëó÷åíû òî÷íûå çíà÷åíèÿ

íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ: EN(1, 3) =
1

6N2 è EN(2, 3) =
2

3
√
N
.

Çàâåðøàåòñÿ ðàáîòà èññëåäîâàíèåì è íåïîñðåäñòâåííûì ðåøåíèåì çàäà-

÷è ðåãóëÿðèçàöèè äëÿ êëàññà K3, òàêæå áóäóò ïîñòðîåíû ÿâíûå ôîðìóëû

îïòèìàëüíûõ îïåðàòîðîâ âîññòàíîâëåíèÿ ïåðâîé è âòîðîé ïðîèçâîäíûõ.

Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû. Ââåäåì íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ è

îïèøåì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû.

Îïðåäåëåíèå. Êëàññîì ôóíêöèé Kn íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

Kn =
{
f ∈ W∞

n (R)
∣∣∣ ∥f (n)∥L∞ ≤ 1

}
.

Â ðàáîòå áóäåì ðàññìàòðèâàòü êëàññû K2 è K3. Äàëåå äàäèì îïðåäåëåíèå

óðàâíîâåøåííîãî ìíîæåñòâà.

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî Q â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå X íàçûâàåòñÿ

óðàâíîâåøåííûì, åñëè èç f ∈ Q ñëåäóåò λf ∈ Q äëÿ ëþáîãî ñêàëÿðà λ ñ

|λ| ≤ 1.

Çàìå÷àíèå. Êëàññû Kn ÿâëÿþòñÿ óðàâíîâåøåííûìè.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü A : Q ⊂ X → Y � îïåðàòîð, îïðåäåë¼ííûé íà

óðàâíîâåøåííîì ìíîæåñòâå Q. Ìîäóëåì íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðà A íàçû-

âàåòñÿ ôóíêöèÿ

ω(δ) = sup {∥Af∥Y | f ∈ Q, ∥f∥X ≤ δ} , δ ≥ 0.

Äëÿ îïåðàòîðà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ D1 íà êëàññå K2 â ïðîñòðàíñòâå C(R)
âåëè÷èíà íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê

EN(D
1, K2) = inf

∥S∥≤N
sup
f∈K2

∥f ′ − Sf∥C(R),

ãäå ∥S∥ � ðàâíîìåðíàÿ íîðìà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà S : C1(R) → C(R).
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Îáîçíà÷èì äëÿ ôóíêöèè f(x):

M0 = M0(f, I) = sup
x∈I

|f(x)|, M1 = M1(f, I) = sup
x∈I

|f ′(x)|,

M2 = M2(f, I) = ess sup
x∈I

|f ′′(x)|.

Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû.

Äëÿ îöåíêè ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåíèÿ ïðîèçâîäíûõ íåîáõîäèìî çíàòü

òî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó íîðìàìè ñàìîé ôóíêöèè è åå ïðîèçâîäíûõ. Ïî-

ýòîìó ïåðâûé øàã � óñòàíîâëåíèå êëàññè÷åñêèõ íåðàâåíñòâ, ñâÿçûâàþùèõ

M0, M1 è M2.

Òåîðåìà. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ W∞
2 (R) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

M1 ≤
√

2M0M2.

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî íåðàâåíñòâî òî÷íîå.

Ïðèâåäåì ïðèìåð ýêñòðåìàëüíîé ôóíêöèè, ïðè êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ ðà-

âåíñòâî. Ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ äëÿ ôóíêöèè âèäà

f(x) = −M2

2
x2 +M0, |x| ≤

√
2M0

M2
,

ñ ïîñëåäóþùèì íå÷åòíûì ïðîäîëæåíèåì íà âñþ ÷èñëîâóþ îñü. Ãðàôèê ôóíê-

öèè ïðåäñòàâëåí â ñîîòâåòñòâèè ñ ðèñóíêîì 1.1

−h h

M0

−M0

x

f(x)

Ðèñóíîê 1.1 � Ãðàôèê ýêñòðåìàëüíîé ôóíêöèè
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Èìåÿ â ðàñïîðÿæåíèè íåðàâåíñòâî Ëàíäàó, ìîæíî ïåðåéòè ê çàäà÷å Ñòå÷-

êèíà: êàê íàèëó÷øèì îáðàçîì àïïðîêñèìèðîâàòü îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâà-

íèÿ îãðàíè÷åííûìè îïåðàòîðàìè ñ çàäàííîé íîðìîé N

Òåîðåìà. Äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî N > 0

EN(D
1, K2) =

1

2N
.

Îïòèìàëüíûé îïåðàòîð èìååò âèä

S∗f(t) =
f(t+ h)− f(t− h)

2h
, h =

1

N
.

Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà çàêëþ÷àåòñÿ â ïîëó÷åíèè îöåíîê. Ñïåðâà íåîáõî-

äèìà îöåíêà ñíèçó. Èç òåîðåìû (1.1) ïðè ∥f ′′∥ ≤ 1 è ∥f∥ ≤ M0 ïî-

ëó÷àåì íåðàâåíñòâî ∥f ′∥ ≤
√
2M0. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè

ω(M0) =
√
2M0. Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå EN ≥ supM0≥0(ω(M0) − NM0), íà-

õîäèì

EN(D
1, K2) ≥ sup

M0≥0

(√
2M0 −NM0

)
=

1

2N
.

Îöåíêà ñâåðõó. Ðàññìîòðèì îïåðàòîð S∗f(t) = f(t+h)−f(t−h)
2h ñ h = 1/N .

Ðàçëàãàÿ f(t± h) ïî ôîðìóëå Òåéëîðà ñ îñòàòêîì â ôîðìå Ëàãðàíæà, ïîëó-

÷àåì

∥f ′ − S∗f∥ ≤ h

2
∥f ′′∥ ≤ h

2
=

1

2N
.

Òàêèì îáðàçîì, EN ≤ 1
2N . Ñîåäèíÿÿ îöåíêè ñâåðõó è ñíèçó, ïîëó÷àåì ðàâåí-

ñòâî.

Êàê ïðàâèëî, ôóíêöèÿ èçâåñòíà íå òî÷íî, à ñ ïîãðåøíîñòüþ δ. Ïîýòî-

ìó âîçíèêàåò çàäà÷à ðàâíîìåðíîé ðåãóëÿðèçàöèè, èññëåäîâàííàÿ Àðåñòîâûì:

êàê âîññòàíîâèòü ïðîèçâîäíóþ ïî ïðèáëèæ¼ííûì äàííûì ñ ìèíèìàëüíî ãà-

ðàíòèðîâàííîé ïîãðåøíîñòüþ. Ðàâíîìåðíàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ ó íàñ áóäåò íà

êëàññå K2

Îïðåäåëåíèå. Âåëè÷èíà íàèëó÷øåãî âîññòàíîâëåíèÿ îïåðàòîðà äèôôå-

ðåíöèðîâàíèÿ ïî ïðèáëèæ¼ííûì äàííûì îïðåäåëÿåòñÿ êàê

v(δ,L) = inf
T∈L

sup
f∈K2

sup
∥u−f∥≤δ

∥f ′ − Tu∥,
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ãäå L � ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ.

Òåîðåìà.

v(δ,L) =
√
2δ.

Ýêñòðåìàëüíîé ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ Ëàíäàó

f∗(x) =

−1

2
x2 +

√
2δ x− δ, 0 ≤ x ≤

√
2δ,

0, x >
√
2δ

ñ íå÷åòíûì ïðîäîëæåíèåì íà îòðèöàòåëüíóþ ïîëóîñü.

Çàìå÷àíèå. Èç òåîðåìû è îïðåäåëåíèÿ ε(δ) = infN>0{EN + δN} ïîëó-

÷àåì

ε(δ) = inf
N>0

{
1

2N
+ δN

}
=

√
2δ.

Ïîñêîëüêó ω(δ) =
√
2δ, òî èç îáùåãî ñîîòíîøåíèÿ ω(δ) ≤ v(δ,L) ≤ ε(δ)

âûòåêàåò òî÷íîå ðàâåíñòâî v(δ,L) =
√
2δ.

Íåðàâåíñòâà Êîëìîãîðîâà äëÿ òðåõ ïðîèçâîäíûõ. Äëÿ áîëåå ãëàäêèõ

ôóíêöèé (ñ îãðàíè÷åííîé òðåòüåé ïðîèçâîäíîé) òðåáóþòñÿ íåðàâåíñòâà, ñâÿ-

çûâàþùèåM0,M1,M2 èM3. Îíè áûëè ïîëó÷åíû Êîëìîãîðîâûì è ïîçâîëÿþò

ïåðåéòè ê êëàññó K3.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ôóíêöèþ f(x), ïåðâûå òðè ïðîèçâîäíûå êîòîðîé îãðà-

íè÷åíû íà I = R. Îãðàíè÷åííîñòü n-é ïðîèçâîäíîé ïîíèìàåòñÿ â òîì ñìûñëå,

÷òî (n− 1)-ÿ ïðîèçâîäíàÿ èìååò îãðàíè÷åííûå ïðîèçâîäíûå ÷èñëà.

Òåîðåìà. Äëÿ òîãî ÷òîáû òðîéêå íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë M0,M2,M3 ñî-

îòâåòñòâîâàëà ôóíêöèÿ f(x) ∈ W∞
3 (R) ñ

M0 = M0(f), M2 = M2(f), M3 = M3(f),

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà

M2 ≤ C3,2M
1/3
0 M

2/3
3 ,
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ãäå âåëè÷èíû, íåîáõîäèìûå äëÿ òåîðåìû, èìåþò ñëåäóþùèé âèä

C3,2 =
K1

K
1/3
3

, K1 =
4

π

∞∑
m=0

1

(2m+ 1)2
=

π

2
, K3 =

4

π

∞∑
m=0

1

(2m+ 1)4
=

π3

24
.

Òåîðåìà. Äëÿ òðîéêè M0,M1,M3 íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèå

íåðàâåíñòâà

M1 ≤ C3,1M
2/3
0 M

1/3
3 ,

ãäå

C3,1 =
K2

K
2/3
3

, K2 =
4

π

∞∑
m=0

(−1)m

(2m+ 1)3
=

π2

8
.

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ êîíñòàíò:

C3,2 = 31/3 ≈ 1.44225, C3,1 =
32/3

2
≈ 1.04004.

Çíà÷åíèÿ êîíñòàíò áûëè ïîëó÷åíû ÷åðåç áåòà-ôóíêöèþ Äèðèõëå, äçåòà-

ôóíêöèþ Ðèìàíà, ÷èñëà Áåðíóëëè, à òàêæå ïîñðåäñòâîì ðåøåíèÿ áàçåëüñêîé

çàäà÷è.

Çàìå÷àíèå. Îò òåîðåìû âûøå ïåðåéäåì ê îöåíêàì: ïðè ∥f ′′′∥ ≤ 1 è

∥f∥ ≤ M0 ïîëó÷àåì

∥f ′∥ ≤ C3,1M
2/3
0 .

Ýòà îöåíêà áóäåò èñïîëüçîâàíà íèæå ïðè âûâîäå âåëè÷èíû íàèëó÷øåãî ïðè-

áëèæåíèÿ íà êëàññå K3. Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü ÷èñëåííûå

çíà÷åíèÿ êîíñòàíò:

C3,2 = 31/3 ≈ 1.44225, C3,1 =
32/3

2
≈ 1.04004.

Çíà÷åíèÿ êîíñòàíò áûëè ïîëó÷åíû ÷åðåç áåòà-ôóíêöèþ Äèðèõëå, äçåòà-

ôóíêöèþ Ðèìàíà, ÷èñëà Áåðíóëëè, à òàêæå ïîñðåäñòâîì ðåøåíèÿ áàçåëüñêîé

çàäà÷è.

Äëÿ íàãëÿäíîñòè ïðèâåäåì ãðàôèê ôóíêöèè f3(x), êîòîðàÿ èãðàåò êëþ-

÷åâóþ ðîëü ïðè äîêàçàòåëüñòâå òî÷íîñòè íåðàâåíñòâ Êîëìîãîðîâà äëÿ òðåõ
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ïðîèçâîäíûõ. Ôóíêöèÿ f3(x) îïðåäåëÿåòñÿ ðÿäîì

f3(x) =
4

π

∞∑
m=0

sin
(
(2m+ 1)x− 3π

2

)
(2m+ 1)4

= −4

π

∞∑
m=0

cos
(
(2m+ 1)x

)
(2m+ 1)4

.

Äëÿ íå¼ ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ:

f
(k)
3 (x) = f3−k(x), k = 0, 1, 2, 3,

ãäå f0(x) � ïèëîîáðàçíàÿ ôóíêöèÿ ñ àìïëèòóäîé 1, à âåðõíèå ãðàíè ïðîèç-

âîäíûõ ðàâíû

M0(f3) = K3 =
π3

24
, M2(f3) = K1 =

π

2
, M3(f3) = 1.

Ìàñøòàáèðîâàíèåì f3 ïîëó÷àþòñÿ ôóíêöèè, íà êîòîðûõ äîñòèãàþòñÿ ðàâåí-

ñòâà â òåîðåìàõ, êîòîðûå áûëè îïèñàíû ðàíåå.

−2π −3π/2 −π −π/2 π/2 π 3π/2 2π

−1.2

−1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

x

f3(x)

Ðèñóíîê 1.2 � Ãðàôèê ôóíêöèè f3(x) íà îòðåçêå [−2π, 2π]
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Â ñîîòâåòñòâèè ñ ðèñóíêîì 1.2 èç ãðàôèêà âèäíî, ÷òî f3(x) ÿâëÿåòñÿ ãëàä-

êîé ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé, å¼ ìàêñèìóì äîñòèãàåòñÿ â îêðåñòíîñòè x = 0,

à ìèíèìóìû � âáëèçè x = ±π. Ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèé af3(bx+c) ìîæíî

ïîëó÷àòü ôóíêöèè ñ çàäàííûìè M0, M3, ÷òî èñïîëüçóåòñÿ â äîêàçàòåëüñòâå

âûøå ñôîðìóëèðîâàííûõ òåîðåì. Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâà Êîëìîãîðîâà äëÿ

òðåõ ïðîèçâîäíûõ, ìîæíî ïîëó÷èòü òî÷íûå çíà÷åíèÿ íàèëó÷øåãî ïðèáëèæå-

íèÿ äëÿ êëàññîâ K3 êàê äëÿ ïåðâîé, òàê è äëÿ âòîðîé ïðîèçâîäíîé.

Òåîðåìà. Äëÿ ïåðâîé è âòîðîé ïðîèçâîäíûõ èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå

îöåíêè:

EN(D
1, K3) =

1

6N 2
, S∗f(t) =

f(t+ 1/N)− f(t− 1/N)

2/N
.

EN(D
2, K3) =

2

3
√
N
, S∗f(t) =

f(t+ 2/
√
N)− 2f(t) + f(t− 2/

√
N)

(2/
√
N)2

.

Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ñëó÷àÿ ïåðâîé ïðîèçâîäíîé âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùèì

îáðàçîì. Îöåíêà ñíèçó: èç òåîðåìû Êîëìîãîðîâà (4.2) ïðè ∥f ′′′∥ ≤ 1 èìååì

∥f ′∥ ≤ C3,1M
2/3
0 . Òîãäà EN(1, 3) ≥ supM0≥0(C3,1M

2/3
0 − NM0) = 1

6N2 . Îöåí-

êà ñâåðõó ïîëó÷èì èñõîäÿ èç îïåðàòîðà S∗f(t) = f(t+h)−f(t−h)
2h ñ h = 1/N ñ

ðàçëîæåíèåì â ðÿä Òåéëîðà äî òðåòüåãî ïîðÿäêà

∥f ′ − S∗f∥ ≤ h2

6
∥f ′′′∥ ≤ 1

6N 2
.

Äëÿ âòîðîé ïðîèçâîäíîé ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íû: èç òåîðåìû Êîëìîãî-

ðîâà 4 ïîëó÷àåì îöåíêó ñíèçó, à äëÿ îöåíêè ñâåðõó èñïîëüçóåòñÿ öåíòðàëüíàÿ

ðàçíîñòü âòîðîãî ïîðÿäêà ñ øàãîì h = 2/
√
N .

Ïî àíàëîãèè ñî ñëó÷àåì K2, ðåøàåòñÿ çàäà÷à ðåãóëÿðèçàöèè äëÿ êëàññîâ

K3, ÷òî äàåò îïòèìàëüíûå ôîðìóëû ÷èñëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.

Òåîðåìà. Ïðè âîññòàíîâëåíèè ïåðâîé ïðîèçâîäíîé:

v1(δ) =
32/3

2
δ2/3, T∗u(t) =

u(t+ h)− u(t− h)

2h
, h = (3δ)1/3.
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Ïðè âîññòàíîâëåíèè âòîðîé ïðîèçâîäíîé:

v2(δ) =
2

32/3
δ1/3, T∗u(t) =

u(t+ h)− 2u(t) + u(t− h)

h2
, h = 2(3δ)1/3.

Çàìå÷àíèå. (î ïîëó÷åíèè ôîðìóë) Èç òåîðåìû î íàèëó÷øåì ïðèáëèæå-

íèè íà êëàññå K3 èìååì

EN(1, 3) = 1/(6N 2) è EN(2, 3) = 2/(3
√
N). Ðåøàÿ çàäà÷è îïòèìèçàöèè

ϵ1(δ) = infN>0{1/(6N 2) + δN} è ϵ2(δ) = infN>0{2/(3
√
N) + δN}, íàõîäèì

îïòèìàëüíûå N∗ è ñîîòâåòñòâóþùèå ïîãðåøíîñòè. Îïòèìàëüíûå îïåðàòîðû

ïîëó÷àþòñÿ ïîäñòàíîâêîé N∗ â ôîðìóëû èç òåîðåìû íàèëó÷øåãî ïðèáëèæå-

íèÿ.

Äëÿ ïðîâåðêè ïîëó÷åííûõ òåîðåòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ è äåìîíñòðàöèè ðà-

áîòîñïîñîáíîñòè îïòèìàëüíûõ îïåðàòîðîâ áûë ïðîâåäåí ÷èñëåííûé ýêñïåðè-

ìåíò.

Ðàññìàòðèâàëàñü ôóíêöèÿ

f(x) = sin(x)

ïðèíàäëåæàùàÿ êëàññó K2 è ïîñëå ñîîòâåòñòâóþùåãî ìàñøòàáèðîâàíèÿ.

Äëÿ ôóíêöèè

1. Ñòðîèëñÿ ãðàôèê èñõîäíîé ôóíêöèè ñ ïîãðåøíîñòüþ âõîäíûõ äàííûõ

δ = 0.05.

2. Îò ïîëó÷åííîé ôóíêöèè ñòðîèëàñü ÷èñëåííàÿ ïðîèçâîäíàÿ, êîòîðàÿ íå

ïîõîæà íà òî÷íóþ ïðîèçâîäíóþ.

3. ×åðåç íàèëó÷øåå âîññòàíîâëåíèå óäàëîñü ñíèçèòü îøèáêó îøèáêó âîñ-

ñòàíîâëåíèÿ ïðîèçâîäíîé.

Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòà ïîêàçàëè, ÷òî ôàêòè÷åñêàÿ ïîãðåøíîñòü íå ïðå-

âîñõîäèò òåîðåòè÷åñêîé ãðàíèöû è ñòðåìèòñÿ ê íåé ïðè óìåíüøåíèè øàãà,

÷òî ïîäòâåðæäàåò îïòèìàëüíîñòü. Òàêæå êëàññè÷åñêîå äèôôåðåíöèðîâàíèå

íåóñòîé÷èâî ê ïîãðåøíîñòè â äàííûõ, à ðåãóëÿðèçàöèÿ ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü

áîëåå òî÷íûé ðåçóëüòàò. Îøèáêà ñíèæàåòñÿ áîëåå ÷åì â 15 ðàç.
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Çàêëþ÷åíèå. Òàêèì îáðàçîì, â ðàáîòå ðåøåíû òðè âçàèìîñâÿçàííûå çàäà÷è:

� òî÷íûå íåðàâåíñòâà ìåæäó ïðîèçâîäíûìè íà ÷èñëîâîé îñè;

� íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå îïåðàòîðà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ îãðàíè÷åííû-

ìè îïåðàòîðàìè;

� îïòèìàëüíîå âîññòàíîâëåíèå(çàäà÷à ðåãóëÿðèçàöèè).

Ïîëó÷åíû ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ îïòèìàëüíûõ îïåðàòîðîâ è òî÷íûå çíà÷å-

íèÿ ïîãðåøíîñòåé:

� âû÷èñëåíû òî÷íûå êîíñòàíòû â íåðàâåíñòâàõ Êîëìîãîðîâà: C3,1, C3,2;

� äëÿ êëàññà K2 ïîëó÷åíà îöåíêà: EN(1, 2) =
1

2N
;

� äëÿ êëàññà K2 ïîëó÷åíà îöåíêà: v(δ) =
√
2δ;

� äëÿ êëàññà K3 ïîëó÷åíû îöåíêè: EN(1, 3) =
1

6N 2
, EN(2, 3) =

2

3
√
N
;

� äëÿ êëàññà K3 ïîëó÷åíû îöåíêè: v1(δ) =
32/3

2
δ2/3, v2(δ) =

2

32/3
δ1/3.

Ðàáîòà íîñèò çàâåðøåííûé õàðàêòåð è ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà êàê òåî-

ðåòè÷åñêàÿ îñíîâà äëÿ ïîñòðîåíèÿ óñòîé÷èâûõ ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî äèôôå-

ðåíöèðîâàíèÿ. Ðåçóëüòàòû ìîãóò ñëóæèòü ýòàëîíîì ïðè îöåíêå ïîãðåøíîñòè

÷èñëåííûõ ìåòîäîâ.

Â õîäå âûïîëíåíèÿ äèïëîìíîé ðàáîòû áûë ðàçðàáîòàí ïðîãðàììíûé

êîä íà ÿçûêå Python, ðåàëèçóþùèé ÷èñëåííîå èññëåäîâàíèå çàäà÷è îï-

òèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ. Ïðîãðàììà ïîçâîëÿåò óâèäåòü,

÷òî êëàññè÷åñêîå äèôôåðåíöèðîâàíèå íåóñòîé÷èâî ê ïîãðåøíîñòè âõîäíûõ

äàííûõ, à ïðåäëîæåííàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ (ñãëàæèâàíèå) ïîçâîëÿåò ñíèçèòü

îøèáêó âîññòàíîâëåíèÿ ïåðâîé ïðîèçâîäíîé áîëåå ÷åì íà ïîðÿäîê.
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