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Введение 

Актуальность темы. Исследование линейных стохастических сетей мас-

сового обслуживания, как часть теории массового обслуживания и элемент 

системного анализа, является значимым направлением развития теории массо-

вого обслуживания. Работы, исследующие линейные стохастические сети, сво-

дятся к изучению свойств и последующей разработке методов анализа систем и 

сетей массового обслуживания с изменяемыми во времени параметрами [1−8]. 

Примером таких исследований является анализ многочисленных реальных 

объектов, в которых требования последовательно проходят несколько систем 

массового обслуживания с неограниченными длительностями ожидания и оче-

редями. Представленные в теории сетей массового обслуживания модели и ме-

тоды достаточно просто и наглядно демонстрируют поведение реальных объ-

ектов, что позволяет экономить ресурсы при проектировании и разработке ре-

альных объектов и избегать большинства ошибок проектирования сетей, а так-

же позволяет оптимизировать уже спроектированные и функционирующие се-

ти. 

Цель бакалаврской работы – разработка программы для анализа откры-

тых и замкнутых линейных стохастических сетей массового обслуживания. 

Поставленная цель определила следующие задачи: 

– изучение линейных стохастических сетей и методов их анализа; 

– разработка алгоритма анализа открытых и замкнутых линейных стохас-

тических сетей; 

–  разработка программы для  анализа открытых и замкнутых линейных 

стохастических сетей;  

– проведение численных экспериментов с разработанной программной 

системой для исследования гипотетических линейных стохастических сетей. 

Методологические основы. Описание линейных стохастических сетей 

массового обслуживания и вывод стационарных характеристик таких сетей 

представлены в работах Кофмана А. [2], Клейнрока Л. [3], Митрофанова Ю. И. 

[10]. 
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Теоретическая и/или практическая значимость бакалаврской работы 

заключается в разработке алгоритма и программы для анализа линейных сто-

хастических сетей, вычислении стационарных характеристик рассматриваемого 

типа сетей, исследовании и оптимизации модели по полученным данным. 

Структура и объем работы. Настоящая работа представлена введением, 

тремя разделами, заключением, списком использованных источников и двумя 

приложениями. Общий объем работы 61 страница, из них 41 страница – основ-

ное содержание, включая 12 таблиц и 2 рисунка, 20 страниц приложений, спи-

сок использованных источников – 20 наименований. 

Раздел 1. В данном разделе представлено общее описание линейных сто-

хастических сетей, их структура и свойства, приведены теоремы, результатами 

которых являются аналитические формулы для вычисления стационарных рас-

пределений для сетей данных классов. 

Раздел 2. В данном разделе описаны алгоритмы методов анализа линей-

ных стохастических сетей обслуживания, приведены блок-схемы алгоритмов 

и подробные описания блоков алгоритмов для сетей, описанных в работе.  

Раздел 3.  Содержит основные сведения о программной реализации алго-

ритмов анализа открытых и замкнутых линейных стохастических сетей, чис-

ленные эксперименты с разработанными программными моделями сетей об-

служивания. 

Основное содержание работы 

Введение работы содержит в себе общие положения работы. 

Раздел 1 «Линейные стохастические сети массового обслуживания» со-

держит общее описание открытых и замкнутых сетей массового обслуживания. 

Сети массового обслуживания строятся путем соединения конечного чис-

ла M систем массового обслуживания и внешнего источника. Требования, вы-

ходящие из системы iC ),,2,1,0( Mi K=  с постоянной вероятностью 

),,2,1,0( Mjij K=θ , поступают в систему jC  (если ),,2,1 Mj K=  или поки-

дают сеть )0( =j . Требования из внешнего источника поступают в сеть, веро-
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ятность того, что какое-нибудь из этих требований поступит в систему jC  (ес-

ли ),,2,1 Mj K= , равна j0θ . Такая сеть будет открытой. В замкнутой сети ко-

личество требований N , циркулирующих по сети, фиксировано. 

Вероятность поступления требований в систему j  в течение интервала 

),( dttt +  является линейной комбинацией с постоянными коэффициентами ijθ  

вероятностей выхода требований из разных систем сети. Описанные сети назы-

ваются линейными стохастическими сетями. 

Каждая система iC  содержит iκ  одинаковых приборов, обслуживающих 

требования одного класса, длительность обслуживания требований одним при-

бором имеет экспоненциальное распределение с параметром iµ . Выбор в iC  

очередного требования на обслуживание производится из общей неограничен-

ной очереди  согласно дисциплине FCFS  

Состояние сети описывается вектором )( inn = , Li ,,1K= , K,2,1,0=in . 

Переходы требований между системами в процессе функционирования сети 

определяются неприводимой маршрутной матрицей  )( ijθ=Θ  для открытой се-

ти Lji ,,1,0, K= , для замкнутой Lji ,,1, K= . 

Введем в рассмотрение вектор ),,( 1 Lωωω K= , где −iω  вероятность по-

ступления в систему iC  некоторого помеченного требования при его очередном 

переходе в сети. Вектор ω  является одним из решений системы уравнений  

 ωω =Θ  (1) 

с условием нормировки ∑
=

=
L

i
i

1

1ω . 

Величины iω  пропорциональны iλ , т. е. для открытой сети 

00 λ

λ

ω

ω ii = . 

Из (1) следует, что интенсивность входящего потока iλ  находится по 

следующей формуле: 
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 0
0

λ
ω

ω
λ i

i = . (2) 

Для того чтобы существовал стационарный режим, каждая система сети 

должна удовлетворять условию 

 ii µλ <   или  1<iψ , (3) 

где iλ  – интенсивность входящего потока требований в iC , а −iψ  коэффици-

ент использования системы iC  равный 

 
ii

i
i

µκ

λ
ψ = . (4) 

В основе метода анализа открытых сетей лежит известная теорема Джек-

сона, согласно которой каждая система, входящая в сеть, рассматривается как 

независимая с входящим в неё пуассоновским потоком требований [10].  С по-

мощью данной теоремы находится вероятность пребывания сети в состоянии 

),,( 1 Lnnn K= : 

 ∏
=

=
L

i
ii nPnP

1

)()( ,   En ∈ ,   ,...}2,1,0{=E , (5) 

где  

 ∏
=

=
in

m ii

i
iii

m
PnP

1 )(
)0()(

µα

λ
, (6) 

 1},,min{)( ≥= mmm ii κα . (7) 

Теорема Джексона показывает, что уравнения равновесия могут быть за-

писаны в виде [10]: 

=











+∑

=

)()()(
1
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L
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∑ ∑
= =
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∑∑
=
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=

−+++
L

i
ji

L

j
j

ijiiij nnnPnn
1

1
1

))1,1(()1()( θµαε . (8) 
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При анализе сетей обслуживания многие стационарные характеристики 

сетей выражаются через стационарные вероятности состояний (7). 

Вероятность пребывания в iC  0 требований: 

 

1
1

0 !

)(

)1(!

)(
)0(

−
−

= 










+

−
= ∑

ii

n

n
ii

ii

ii
i

n
P

κκ ψκ

ψκ

ψκ
. (9) 

Математические ожидание числа требований, ожидающих обслуживания 

в очереди системы iC : 

 
2

1

)1(!
)0(

ii

k
i

k
i

ii
k

k
Pb

ii

ψ

ψ

−
=

+

. (10)  

Математическое ожидание числа занятых приборов в системе iC : 

 iiih κψ= . (11) 

Математическое ожидание числа свободных приборов в системе iC : 

 iiig κψ )1( −= . (12) 

Математическое ожидание числа требований в системе iC : 

 iii hbn += . (13) 

Математическое ожидание длительности пребывания требований в сис-

теме iC : 

 iii nu λ= . (14) 

Математическое ожидание длительности ожидания требований в очереди 

в системе iC : 

 iii bw λ= . (15) 

Математическое ожидание длительности пребывания требования в сети: 

 ∑
=

=
L

i
iiu

10

1
λ

λ
τ . (16) 

Для анализа замкнутых сетей используется рекурсивный метод анализа 

сетей массового обслуживания. 



7 

 

Эволюция сети описывается цепью Маркова с непрерывным временем 

и конечным множеством состояний 

 







==≥== ∑
=

L

i
iiL NnLinnnnLNS

1
1 ,,,1,0|),,(),( KK , (17) 

где in  – число требований, пребывающих в системе .iC  

Мощность ),( LNS  равна 








−

−+

1

1

L

LN
. 

Будем обозначать через )(nP  стационарную вероятность пребывания сети 

в состоянии ),...,( 1 Lnnn = , и вспомогательные функции 

 




>

=
=

0;   если,1

0,   если,0
)(

i

i
i

n

n
nε  

 ),min()( iiii nn κα = ,   Nni ,,1 K= .  

Уравнения равновесия могут быть записаны в виде [10, 12]: 

 =











∑
=

),,()()( 1
1

L

L

j
jjjj nnPnn Kµαε

 
 ∑∑

= =

−++=
L

i
Lji

L

j
ijiiij nnnnPnn

1
1

1

),,1,,1,,()1()( KKKθµαε . (18) 

Стационарные вероятности )(nP  состояний сети, являющиеся решением 

системы (18), имеют мультипликативную форму [10, 12]: 

 ∏
=

==
L

i
iiL nf

LNG
nnnPnP

1
21 )(

),(

1
),,,()( K , (19) 

где: 

)( ii nf  – величина, пропорциональная вероятности того, что система iC  

находится в состоянии in  (в iC  пребывает in  требований),  

 

∏
=

=
i

i

n

m
i

n
i

ii

m

x
nf

1

)(

)(

α

, (20) 



8 

 

 
i

i
ix

µ

ω
= ; (21) 

),,( 1 Lωωω K=  – решение системы уравнений ωω =Θ  с условием нор-

мировки ∑
=

=
L

i
i

1

1ω ; 

),( LNG  – нормализующая константа, определяемая равенством: 

 

∑ ∏
∈ =

=
),( 1

)(),(
LNSn

L

i
ii nfLNG . (22) 

В общем случае, практический интерес представляет использование ме-

тода для частного случая, когда системы 
iC  сети являются либо одноприбор-

ными )1( =iκ , либо содержат не менее N  приборов )( Ni ≥κ . В этом случае Yiu |  

вычисляется по формуле 

 













≥

=+

=

−

,если,
1

,1если),1(
1

i

|1

|

N

κn

u

i

iYi
i

Yi

κ
µ

µ
 (23) 

при начальном условии 00| =in , Li ,...,1= , где Yin |   – математическое ожидание 

числа требований в системе iC , при условии, что в сети находится Y  требова-

ний, NY ≤≤0 . 

В рекурсивном методе необходимым выражением для определения ста-

ционарных характеристик сети является рекуррентное выражение (23) 

для математического ожидания длительности пребывания требований в систе-

мах iC  Li ,,1 K= , при условии, что в сети находится Y , NY ,...,1,0=  требова-

ний. 

В результате стационарные характеристики сети выражаются через Niu |

следующим образом: 

Математическое ожидание числа требований в системе iC , при условии, 

что в сети находится Y  требований: 
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 ∑
=

=
L

j
YjjYiiYi uYun

1
||| ωω , (24) 

Математическое ожидание числа требований ожидающих в очереди  

в системе iC : 

 NiNiNiNi uwnb |||| = . (25) 

Математическое ожидание числа занятых приборов в системе iC : 

 NiNiNi bnh ||| −= . (26) 

Математическое ожидание длительности ожидания требований в очереди 

в системе iC : 

 iNiNi uw µ1|| −= . (27) 

Интенсивность входящего потока требований системе iC : 

 iNiNi h µλ || = . (28) 

Коэффициент использования в системе iC : 

 iNiNi h κψ || = . (29) 

Математическое ожидание длительности пребывания требования в сети: 

 ∑
≠
=

=
L

ij
j

Nij
i

Ni u
1

||

1
ω

ω
τ . (30)

 

 Раздел 2 «Алгоритмы для анализа линейных стохастических сетей массо-

вого обслуживания» содержит в себе подробное описание алгоритмов анализа 

открытых и замкнутых линейных стохастических сетей. Алгоритмы имеют 

блочную структуру. 

 В начале алгоритма определяется тип сети обслуживания: открытая или 

замкнутая. 

Для открытой сети: 

– вводятся исходные данные: 

L  – число систем сети; 

)( iκκ = ,  Li ,...,1= , – вектор числа приборов в системах сети; 
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−0λ интенсивность входящего потока требований из источника; 

)( iµµ = , Li ,...,1= , – вектор интенсивностей обслуживания требований 

в системах сети обслуживания; 

)( ijθ=Θ ,  Lji ,...,1,0, = , – маршрутная матрица; 

 – находится вектор )( iωω = , Li ,...,1= , из решения системы уравне-

ний (1); 

– вычисляется вектор )( iλλ = , Li ,...,1= , по формуле (2); 

– проверяется существование стационарного режима по условию (3); 

– определяются стационарные характеристики открытой сети по форму-

лам (9-16); 

– выводятся полученные результаты. 

 Для замкнутой сети: 

– вводятся исходные данные: 

L  – число систем сети, 

)( iκκ = ,  Li ,...,1= , – вектор числа приборов в системах сети; 

N  – число требований одного класса, пребывающих в сети (для замкну-

той сети; 

)( iµµ = , Li ,...,1= , – вектор интенсивностей обслуживания требований 

в системах сети обслуживания; 

)( ijθ=Θ ,  Lji ,...,1, = , – маршрутная матрица; 

– находится вектор )( iωω = , Li ,...,1= , из решения системы уравне-

ний (1); 

– вычисляются Yiu |  и Yin |  по формулам (23) и (24); 

– определяются стационарные характеристики сети по формулам (25-30); 

– выводятся полученные результаты.  
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Раздел 3 «Назначение и описание программ анализа линейных стохасти-

ческих сетей массового обслуживания» содержит в себе описание идентифика-

торов программы, примеры использования разработанной программы, предна-

значенной для вычисления стационарных характеристик. Программа реализо-

вана на языке на языке программирования C# в среде разработки Visual Studio 

2015. Основой программы служит Windows Forms Application. Это интерфейс 

программирования приложений (API), отвечающий за графический интерфейс 

пользователя и являющийся частью Microsoft .NET Framework. 

Заключение 

Рассмотренные в работе типы линейных стохастических сетей массового 

обслуживания могут быть использованы в качестве моделей при организации 

различных сетей, как с произвольным, так и с фиксированным объемом требо-

ваний [9]. В ходе выпускной квалификационной работы была разработана про-

грамма для анализа линейных стохастических сетей массового обслуживания; 

были приведены алгоритмы методов анализа линейных стохастических сетей, 

позволяющие получить основные стационарные характеристики  сетей данного 

класса. Также были представлены структурные схемы алгоритмов, подробно 

описан каждый из составляющих алгоритма блоков, приведены программная 

реализация представленных алгоритмов и анализ полученных данных.  

Условия рассмотренной сети можно распространить на случай непуассо-

новских систем и систем с преимуществами; тогда для решения задач нужно 

обратиться к моделированию на ЭВМ, но аналитический подход дает возмож-

ность получить более точную оценку [11]. По результатам моделирования 

можно провести статистическое исследование, с целью выявления наиболее оп-

тимальных параметров построения и функционирования учреждения. Модели-

рование предоставляет большие возможности для анализа и проигрывания раз-

личных ситуаций в системах массового обслуживания. Использование матема-

тических моделей обеспечивает лучшее понимание функционирования систем, 

возможность принятия соответствующих решений по их модификации, позво-

ляя, таким образом, повысить эффективность их функционирования или даже 

приблизить его к оптимальным [13-20]. 
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