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Ââåäåíèå

Õàîòè÷åñêàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ ÿâëÿåòñÿ âàæíûì ÿâëåíèåì â ñîâðåìåííîì íà-

ó÷íîì ìèðå, êîòîðîå îáëàäàåò áîëüøèì ôóíäàìåíòàëüíûì è ïðàêòè÷åñêèì

çíà÷åíèåì. Å¼ ïðîÿâëåíèå íàáëþäàåòñÿ íå òîëüêî â ôèçè÷åñêèõ [8], íî è äðó-

ãèõ ñèñòåìàõ [1-5], òàêèõ, êàê ôèçèîëîãè÷åñêèõ, áèîëîãè÷åñêèõ, õèìè÷åñêèõ,

ýêîíîìè÷åñêèõ. Èññëåäîâàíèþ õàîòè÷åñêîé ñèíõðîíèçàöèè ïîñâÿùåíû ìíî-

ãèå íàó÷íûå ðàáîòû [8, 12].

Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü íàóêà äîñòàòî÷íî äàëåêî ïðîäâèíóëàñü â èçó÷å-

íèè õàîòè÷åñêîé ñèíõðîíèçàöèè [8]: áëàãîäàðÿ ðàçâèòèþ òåîðèè äèíàìè÷åñêî-

ãî õàîñà áûëî âûÿâëåíî íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ âèäîâ ñèíõðîííîãî ïîâåäåíèÿ,

òàêèõ, êàê ôàçîâàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ, îáîáù¼ííàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ, ïîëíàÿ ñèí-

õðîíèçàöèÿ, ñèíõðîíèçàöèÿ ñ çàïàçäûâàíèåì è äð [8-12]. Êàæäûé èç ýòèõ âè-

äîâ ñèíõðîíèçàöèè îáëàäàåò ñâîèìè îñîáåííîñòÿìè è ñïîñîáàìè äèàãíîñòèêè.

Íàïðèìåð, ïîëíàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ [10-11] äèàãíîñòèðóåòñÿ â îäíîíàïðàâëåííî

ñâÿçàííûõ ñèñòåìàõ u(t) è v(t) ïðè óñëîâèè, ÷òî âåêòîðû èõ ñîñòîÿíèé ïîë-

íîñòüþ ñîâïàäàþò. Îñíîâíûì óñëîâèåì âîçíèêíîâåíèÿ õàîòè÷åñêîé ïîëíîé

ñèíõðîíèçàöèè ÿâëÿåòñÿ èäåíòè÷íîñòü çíà÷åíèé óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ

ñèñòåì. Ñóòü ôàçîâîé ñèíõðîíèçàöèè ñîñòîèò â ïîíÿòèè ìãíîâåííîé ôàçû

φ(t) õàîòè÷åñêîãî ñèãíàëà [12]. Òàêàÿ ìãíîâåííàÿ ôàçà ìîæåò áûòü ââåäåíà

îäíèì èç ñïîñîáîâ: â âèäå óãëà â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, ñ ïîìîùüþ

ïðåîáðàçîâàíèÿ Ãèëüáåðòà âðåìåííîé ðåàëèçàöèè ñèãíàëà èëè ÷åðåç ñå÷å-

íèå Ïóàíêàðå [11-12]. ×òî æå êàñàåòñÿ ðåæèìà îáîáù¼ííîé ñèíõðîíèçàöèè,

òî îíà ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç òèïîâ, ïðåäñòàâëÿþùèì íàèáîëüøèé èíòåðåñ [6-7].

Îáîáù¼ííóþ ñèíõðîíèçàöèþ, êàê ïðàâèëî, ðàññìàòðèâàþò äëÿ ñèñòåìû äâóõ

îäíîíàïðàâëåííî ñâÿçàííûõ õàîòè÷åñêèõ îñöèëëÿòîðîâ, îäèí èç êîòîðûõ ÿâ-

ëÿåòñÿ âåäóùèì, à äðóãîé - âåäîìûì [1-5].

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå îïèñûâàþòñÿ ìåòîäû è ñïîñîáû àíàëèçà è äèà-

ãíîñòèêè ÿâëåíèÿ îáîáù¼ííîé õàîòè÷åñêîé ñèíõðîíèçàöèè. Íåïîñðåäñòâåííî

ðàññìîòðåíû ìåòîä âñïîìîãàòåëüíîé ñèñòåìû, ìåòîä ìîäèôèöèðîâàííîé ñè-



ñòåìû, ìåòîä ðàñ÷åòà ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà, à òàêæå ìåòîä ôàçîâûõ òðóáîê,

êàê ïðîäîëæåíèå ìåòîäà áëèæàéøèõ ñîñåäåé. Ðàññìîòðåíèå ïðèìåíåíèÿ äàí-

íûõ ìåòîäîâ ïðîâåðåíî íà ïðèìåðå îäíîíàïðàâëåííî ñâÿçàííûõ õàîòè÷åñêèõ

îñöèëëÿòîðîâ Ðåññëåðà.

Ðàáîòà ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ÷åòûðåõ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà èñ-

ïîëüçîâàííîé ëèòåðàòóðû. Ñòðóêòóðà íàñòîÿùåé ìàãèñòåðñêîé ðàáîòû ñëå-

äóþùàÿ:

Ïåðâàÿ ãëàâà íà÷èíàåòñÿ ñ ðàññìîòðåíèÿ îäíîãî èç íàèáîëåå ïîïóëÿð-

íûõ ìåòîäîâ èçó÷åíèÿ îáîáù¼ííîé õàîòè÷åñêîé ñèíõðîíèçàöèè � ñ ìåòîäà

âñïîìîãàòåëüíîé ñèñòåìû [1-3, 5-7]. Èçëàãàåòñÿ ïðèíöèï åãî ðàáîòû, êîòî-

ðûé èëëþñòðèðóåòñÿ íà ïðèìåðå äâóõ îäíîíàïðàâëåííî ñâÿçàííûõ ñèñòåì

Ðåññëåðà [3]. Äàííûé ìåòîä ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü íàëè÷èå èëè îòñóòñòâèå â

ñèñòåìàõ ðåæèìà îáîáù¼ííîé õàîòè÷åñêîé ñèíõðîíèçàöèè. Òàêæå ñ ïîìîùüþ

ìåòîäà âñïîìîãàòåëüíîé ñèñòåìû âîçìîæíî óñòàíîâèòü ìîìåíò âîçíèêíîâå-

íèÿ îáîáù¼ííîé ñèõíðîíèçàöèè.

Âî âòîðîé ãëàâå îïèñûâàåòñÿ ìåòîä ìîäèôèöèðîâàííîé ñèñòåìû [1-

4]. Äàííûé ìåòîä èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ è îáúÿñíåíèÿ óñëîâèé âîç-

íèêíîâåíèÿ îáîáù¼ííîé ñèíõðîíèçàöèè. Â êà÷åñòâå ðàññìàòðèâàåìûõ ñèñòåì

òàêæå èñïîëüçóþòñÿ îäíîíàïðàâëåííî ñâÿçàííûå õàîòè÷åñêèå îñöèëëÿòîðû.

Òðåòüÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà äðóãîìó, àëüòåðíàòèâíîìó ìåòîäó äèàíîñòè-

êè è èçó÷åíèÿ ÿâëåíèÿ îáîáù¼ííîé ñèíõðîíèçàöèè, - ìåòîäó ðàñ÷åòà ïîêà-

çàòåëåé Ëÿïóíîâà [4, 8, 13]. Ïîäîáíî ìåòîäó âñïîìîãàòåëüíîé ñèñòåìû, ìå-

òîä ðàñ÷åòà ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà ñïîñîáåí âûÿâèòü ãðàíèöó âîçíèêíîâåíèÿ

îáîáù¼ííîé ñèíõðîíèçàöèè. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà â âûïóñêíîé ìàãèñòåðñêîé

ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ îäíîíàïðàâëåííî ñâÿçàííûå ñèñòåìû Ðåññëåðà. Ïðîèç-

âîäèòñÿ ðàñ÷åò ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà äëÿ âåäóùåé è âåäîìîé ñèñòåì, à òàêæå

ñîïîñòàâëåíèå ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè ñ ïîìîùüþ äðóãèõ ìåòîäîâ.

Â ÷åòâ¼ðòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìåòîä ôàçîâûõ òðóáîê, êàê ïðî-

äîëæåíèå ìåòîäà áëèæàéøèõ ñîñåäåé [7, 16-18]. Äàííûé ìåòîä ïîÿâèëñÿ îò-

íîñèòåëüíî íåäàâíî, ïîýòîìó ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñîïîñòàâëÿþòñÿ ñ ðå-



çóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè ñ ïîìîùüþ äðóãèõ ìåòîäîâ. Ìåòîä ôàçîâûõ òðó-

áîê òàêæå ðàññìàòðèâàåòñÿ íà ïðèìåðå îäíîíàïðàâëåííî ñâÿçàííûõ ñèñòåì

Ðåññëåðà.

Â çàêëþ÷åíèè ñîäåðæàòñÿ âûâîäû î ïðîäåëàííîé ðàáîòå.

Ìàãèñòåðñêàÿ ðàáîòà ñîäåðæèò 26 ñòðàíèö, 6 ðèñóíêîâ, ïðèâåä¼ííûé

ñïèñîê ëèòåðàòóðû âêëþ÷àåò â ñåáÿ 18 íàèìåíîâàíèé.



Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû.

Ïåðâûé ðàçäåë ïåðâîé ãëàâû ïîñâÿù¼í îïðåäåëåíèþ îáîáù¼ííîé õàîòè÷å-

ñêîé ñèíõðîíèçàöèè è òåîðåòè÷åñêîìó îïèñàíèþ ìåòîäà âñïîìîãàòåëüíîé ñè-

ñòåìû. Îáîáù¼ííàÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ, êàê ïðàâèëî, äëÿ îäíîíàïðàâëåííî ñâÿ-

çàííûõ õàîòè÷åñêèõ îñöèëëÿòîðîâ [1-7] è îçíà÷àåò, ÷òî ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè

îäíîíàïðàâëåííî ñâÿçàííûõ âåäóùåé xd(t) è âåäîìîé xr(t) ñèñòåì:

ẋd = G(xd(t)), ẋr = H(xr(t)) + εA(xd(t)− xr(t)), (1)

ãäå G è H - îïåðàòîðû ýâîëþöèè, - ìàòðèöà ñâÿçè, ε - ïàðàìåòð ñâÿçè,

ñóùåñòâóåò íåêàÿ ôóíêöèîíàëüíàÿ çàâèñèìîñòü F[.] Ïîñëå çàâåðøåíèÿ ïåðå-

õîäíîãî ïðîöåññà óñòàíàâëèâàåòñÿ ñëåäóþùåå ôóíêöèîíàëüíîå ñîîòíîøåíèå:

xr(t) = F[xd(t)]; (2)

Âèä äàííîé çàâèñèìîñòè ìîæåò áûòü âåñüìà ñëîæíûì, à ïðîöåäóðà å¼ íàõîæ-

äåíèÿ íåòðèâèàëüíîé [1-3]. Â çàâèñèìîñòè îò ôóíêöèîíàëüíîãî ñîîòíîøåíèÿ

(ãëàäêîãî èëè ôðàêòàëüíîãî), óñòàíàâëèâàþùåãîñÿ ìåæäó îñöèëëÿòîðàìè,

ðàçëè÷àþò ñèëüíóþ (ñîîòâåòñòâóåò ãëàäêîé ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè) è

ñëàáóþ (ñîîòâåòñòâóåò ôðàêòàëüíîé ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè) ðåæèìû

õàîòè÷åñêîé ñèíõðîíèçàöèè [1-5]. Èçâåñòíî íåñêîëüêî ìåòîäîâ äèàãíîñòèðî-

âàíèÿ îáîáùåííîé ñèíõðîíèçàöèè, ïðåäëîæåííûõ â ëèòåðàòóðå. Îäíèì èç

òàêèõ ìåòîäîâ ÿâëÿåòñÿ ìåòîä âñïîìîãàòåëüíîé ñèñòåìû [1-3, 6-7, 11].

Ñóòü ìåòîäà âñïîìîãàòåëüíîé ñèñòåìû çàêëþ÷àåòñÿ â ââåäåíèè â ðàñ-

ñìîòðåíèå ñèñòåìû xa(t), êîòîðàÿ èäåíòè÷íà âåäîìîé ñèñòåìå xr(t), îäíàêî,

îòëè÷àåòñÿ â çàäàíèè íà÷àëüíûõ óñëîâèé, êîòîðûå, òåì íå ìåíåå, äîëæíû

íàõîäèòüñÿ â áàññåéíå ïðèòÿæåíèÿ òîãî æå ñàìîãî àòòðàêòîðà [6-7]. Òàêàÿ

ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé ñèñòåìîé. Ïðè îòñóòñòâèè îáîáù¼ííîé

ñèíõðîíèçàöèè âåêòîðû ñîñòîÿíèé îáåèõ ñèñòåì, è âåäîìîé xr(t), è âñïî-

ìîãàòåëüíîé xa(t), ïðèíàäëåæàò îäíîìó õàîòè÷åñêîìó àòòðàêòîðó, îäíàêî,



ïðè ýòîì ðàçëè÷íû. Íî, ïðè ïðîÿâëåíèè îáîáù¼ííîé ñèíõðîíèçàöèè çà ñ÷¼ò

óñòàíîâëåíèÿ ôóíêöèîíàëüíûõ çàâèñèìîñòåé xr(t)=F[xd(t)] è xa(t)=F[xd(t)],

âåêòîðû ñîñòîÿíèÿ îáîèõ ñèñòåì ñòàíóò èäåíòè÷íûìè xr(t)≡xa(t) ïîñëå çà-

âåðøåíèÿ ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî â

äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ ïðèñóòñòâóåò îáîáù¼ííàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ, åñëè èìå-

åòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ñîñòîÿíèé âåäîìîé è âñïîìîãàòåëüíîé ñèñòåì ïîñëå ïå-

ðåõîäíîãî ïðîöåññà.

Âî âòîðîì ðàçäåëå ïåðâîé ãëàâû ìåòîä âñïîìîãàòåëüíîé ñèñòåìû ðàñ-

ñìàòðèâàåòñÿ íà ïðèìåðå îäíîíàïðàâëåííî ñâÿçàííûõ ñèñòåì Ðåññëåðà. Ðàñ-

ñìîòðèì îäíîíàïðàâëåííî ñâÿçàííûå îñöèëëÿòîðû, îïèñûâàåìûå ñèñòåìîé

óðàâíåíèé Ðåññëåðà [3]. Îíè âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ẋd = −ωdyd − zd, ẏd = ωdxd + ayd, żd = p+ zd(xd − c), (3)

ẋr = −ωryr + ε(xd − xr), ẏr = ωrxr + ayr, żr = p+ zr(xr − c), (4)

ãäå a = 0.15, p = 0.2, c = 10.0, - óïðàâëÿþùèå ïàðàìåòðû, a ε - ïàðàìåòð

câÿçè ìåæäó ñèñòåìàìè. Óïðàâëÿþùèé ïàðàìåòð âåäîìîé ñèñòåìû ωr=0,95

ôèêñèðîâàí è õàðàêòåðèçóåò îñíîâíóþ ÷àñòîòó êîëåáàíèé, à óïðàâëÿþùèé

ïàðàìåòð âåäóùåé ñèñòåìû ωd ìåíÿåòñÿ â ïðåäåëàõ çíà÷åíèé îò 0.8 äî 1.1

äëÿ òîãî, ÷òîáû îáåñïå÷èòü ðàññòðîéêó ïàðàìåòðîâ âçàèìîäåéñòâóþùèõ îñ-

öèëëÿòîðîâ.

Âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì âñïîìîãàòåëüíîé ñèñòåìû. Ââåä¼ì ñèñòåìó,

èäåíòè÷íóþ âåäîìîé ñèñòåìå (4), íî ñ èíûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè:

ẋa = −ωrya + ε(xa − xa), ẏa = ωrxa + aya, ża = p+ za(xa − c), (5)

Ñ ïîìîùüþ äàííîãî ìåòîäà ñòàíîâèòñÿ âîçìîæíûì ïðîñëåäèòü èçìå-

íåíèå ïîâåäåíèÿ â ðåçóëüòàòå ïîÿâëåíèÿ â ñèñòåìå îáîáù¼ííîé ñèíõðîíè-

çàöèè. Â çàâèñèìîñòè îò ðàññòðîéêè óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåòðà âåäóùåé ñè-

ñòåìû ωd è èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà ñâÿçè ε ìîæíî äèàãíîñòèðîâàòü ïîÿâëåíèå
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Ðèñ. 1: Çàâèñèìîñòü êîîðäèíàòû xr (7) âåäîìîé ñèñòåìû îò êîîðäèíàòû xa (9) âñïîìîãà-
òåëüíîé ñèñòåìû ïðè ïàðàìåòðå ñâÿçè ε = 0.07 è ÷àñòîòå wd=1.0;

ðåæèìà îáîáù¼ííîé ñèíõðîíèçàöèè ñ ïîìîùüþ âåäîìîé è âñïîìîãàòåëüíîé

ñèñòåì. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêàõ Ðèñ.1 è Ðèñ.2. Íà

ðèñóíêå 1 ïðîäåìîíñòðèðîâàíà çàâèñèìîñòü êîîðäèíàò âåäîìîé ñèñòåìû îò

âñïîìîãàòåëüíîé ïðè çíà÷åíèè ïàðàìåòðà ñâÿçè ε<0,11. Ìîæíî óâåðåííî ñêà-

çàòü, ÷òî íà äàííîì ðèñóíêå ïðîäåìîíñòðèðîâàíî îòñóòñòâèå ðåæèìà îáîá-

ù¼ííîé ñèíõðîíèçàöèè â ñèñòåìàõ Ðåññëåðà, ïîñêîëüêó, çíà÷åíèÿ êîîðäèíàò

ñîñòîÿíèé âåäîìîé xr è âñïîìîãàòåëüíîé xa ñèñòåì õàîòè÷íû è íå ñîâïàäàþò

ñ äðóã äðóãîì. Îäíàêî, ïðè çíà÷åíèè ε>0,11 êîîðäèíàòû ñîñòîÿíèÿ âåäîìîé

xr è âñïîìîãàòåëüíîé xa ñèñòåì èäåíòè÷íû. Äàííûé âûâîä ïîäòâåðæäàåòñÿ

ðèñóíêîì (Ðèñ.2), ãäå êîîðäèíàòû âåäóùåé è âåäîìîé ñèñòåì "âûñòðîåíû"â

ëèíèþ.

Òàêèì îáðàçîì, ñ ïîìîùüþ ìåòîäà âñïîìîãàòåëüíîé ñèñòåìû ñòàíî-

âèòñÿ âîçìîæíûì îòñëåäèòü íàëè÷èå èëè îòñóòñòâèå îáîáù¼ííîé ñèíõðîíè-

çàöèè. Íà ïðèìåðå äâóõ îäíîíàïðàâëåííî ñâÿçàííûõ õàîòè÷åñêèõ îñöèëëÿ-

òîðîâ áûëî ïîêàçàíî, ÷òî íàëè÷èå îáîáù¼ííîé ñèíõðîíèçàöèè õàðàêòåðèçó-

åòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ ñîñòîÿíèé âåäîìîé è âñïîìîãàòåëüíîé ñèñòåì ïîñëå

ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà. Ýòîãî ìîæíî äîáèòüñÿ óâåëè÷åíèåì ïàðàìåòðà ñâÿçè
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Ðèñ. 2: Çàâèñèìîñòü êîîðäèíàòû xr (7) âåäîìîé ñèñòåìû îò êîîðäèíàòû xa (9) âñïîìîãà-
òåëüíîé ñèñòåìû ïðè ïàðàìåòðå ñâÿçè ε = 0.11 è ÷àñòîòå wd=1.0;

ε. Îäíàêî, ñ ïîìîùüþ äàííîãî ìåòîäà íåëüçÿ óñòàíîâèòü ïðè÷èíû, êîòîðûå

ïðèâîäÿò ê âîçíèêíîâåíèþ ðåæèìà îáîáù¼ííîé ñèíõðîíèçàöèè. ×òîáû âû-

ÿâèòü äàííûå ïðîöåññû, èñïîëüçóþò èíîé ìåòîä - ìåòîä ìîäèôèöèðîâàííîé

ñèñòåìû.

Â ïåðâîì ðàçäåëå âòîðîé ãëàâû ðàññìàòðèâàþò ìåòîä ìîäèôèöèðî-

âàííîé ñèñòåìû [1, 4]. Åãî ñóòü çàêëþ÷àåòñÿ â ðàññìîòðåíèè âåäîìîé ñèñòåìû

êàê íåêîé ìîäèôèöèðîâàííîé ñèñòåìû:

ẋm = H′(xm(t), ε); (6)

ïîä âíåøíèì âîçäåéñòâèåì εAxd(t):

ẋm = H′(xm(t), ε) + εAxd(t), (7)

ãäå

H′(x(t)) = H(x(t))− εAx(t); (8)



Çäåñü ñëàãàåìîå -εAx(t) ôàêòè÷åñêè îïðåäåëÿåò äîïîëíèòåëüíóþ äèññèïà-

öèþ â ìîäèôèöèðîâàííîé ñèñòåìå (6) [4].

Ïî ñóòè, ðåæèì îáîáù¼ííîé ñèíõðîíèçàöèè, âîçíèêàþùèé â ñèñòåìå

(1) ïðè óâåëè÷åíèè ïàðàìåòðà ñâÿçè ε, ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí êàê ðåçóëü-

òàò äâóõ âçàèìîñâÿçàííûõ ïðîöåññîâ, ïðîèñõîäÿùèõ îäíîâðåìåííî: óâåëè÷å-

íèå äèññèïàöèè â ìîäèôèöèðîâàííîé ñèñòåìå (6) è ðîñò àìïëèòóäû âíåøíåãî

ñèãíàëà [1, 4]. Îáà äàííûõ ïðîöåññà ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì ñ ïîìîùüþ ïà-

ðàìåòðà ñâÿçè ε. Â ðåçóëüòàòå ýòîãî ôàêòà, îíè íå ìîãóò áûòü ðåàëèçîâàíû

â âåäîìîé ñèñòåìå (1) íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà [1]. Îäíàêî, ÷òîáû áîëåå

äåòàëüíî ðàçîáðàòüñÿ â ìåõàíèçìàõ, ïðèâîäÿùèõ ê âîçíèêíîâåíèþ ðåæèìà

îáîáù¼ííîé ñèíõðîíèçàöèè, ðàññìîòðèì îáà ýòèõ ïðîöåññà íåçàâèñèìî äðóã

îò äðóãà.

Âî âòîðîì ðàçäåëå âòîðîé ãëàâû ïðîâîäèòñÿ àíàëèç âëèÿíèÿ ïàðàìåò-

ðà ñâÿçè. Äëÿ ìîäèôèöèðîâàííîé ñèñòåìû ïàðàìåòð ñâÿçè ε èãðàåò ðîëü ïà-

ðàìåòðà äèññèïàöèè [1-4]. Åñëè ε=0, òî ïîâåäåíèå ìîäèôèöèðîâàííîé ñèñòå-

ìû xm(t) èäåíòè÷íî ïîâåäåíèþ âåäîìîé ñèñòåìû xr(t) â îòñóòñòâèå ñâÿçè.

Óâåëè÷åíèå ïàðàìåòðà äèññèïàöèè ïðèâîäèò ê óïðîùåíèþ äèíàìèêè ìîäè-

ôèöèðîâàííîé ñèñòåìû (6). Â ðåçóëüòàòå ýòîãî ìîäèôèöèðîâàííàÿ ñèñòåìà

äîëæíà ïåðåõîäèòü îò õàîòè÷åñêèõ êîëåáàíèé ê ïåðèîäè÷åñêèì, à â ñëó÷àå

áîëüøîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà äèññèïàöèè, ê ñòàöèîíàðíîìó ñîñòîÿíèþ [1-4].

Âíåøíåå âîçäåéñòâèå â ñîîòíîøåíèè (7), íàîáîðîò, ñòðåìèòñÿ íàâÿ-

çàòü õàîòè÷åñêóþ äèíàìèêó âåäóùåé ñèñòåìû ẋd(t) ìîäèôèöèðîâàííîé ñè-

ñòåìå xm(t) è, òàêèì îáðàçîì, óñëîæíèòü äèíàìèêó ìîäèôèöèðîâàííîé ñè-

ñòåìû [1-4, 11]. Î÷åâèäíî, ÷òî îáîáù¼ííàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ ìîæåò ñóùåñòâî-

âàòü òîëüêî ïðè óñëîâèè, ÷òî ñîáñòâåííàÿ õàîòè÷åñêàÿ äèíàìèêà ìîäèôèöè-

ðîâàííîé ñèñòåìû xm(t) áóäåò ïîäàâëåíà óâåëè÷åíèåì ïàðàìåòðà äèññèïàöèè.

Òîëüêî â ýòîì ñëó÷àå òåêóùåå ñîñòîÿíèå ìîäèôèöèðîâàííîé ñèñòåìû xm(t)

ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ âíåøíèì ñèãíàëîì, òî åñòü âïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøå-

íèå xm(t) = F[xd(t)]. Ñîãëàñíî óðàâíåíèþ (7), ôóíêöèîíàëüíîå ñîîòíîøåíèå

xr(t) = F[xd(t)] òàêæå áóäåò ñïðàâåäëèâûì, à çíà÷èò, áóäåò íàáëþäàòüñÿ ðå-



æèì îáîù¼ííîé ñèíõðîíèçàöèè [1, 4].

Òàêèì îáðàçîì, ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ìîäèôèöèðîâàííîé ñèñòåìû ìîæ-

íî óòâåðæäàòü, ÷òî âîçíèêíîâåíèå ðåæèìà îáîáù¼ííîé ñèíõðîíèçàöèè â ðàñ-

ñìàòðèâàåìîé ñèñòåìå (1) âîçìîæíî ëèøü ïðè òàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà ε,

ïðè êîòîðûõ â ìîäèôèöèðîâàííîé ñèñòåìå íàáëþäàþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèå êîëå-

áàíèÿ èëè ñòàöèîíàðíûé ðåæèì. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî äàæå ãàðìîíè÷åñêèé

âíåøíèé ñèãíàë ìîæåò âûçâàòü õàîòè÷åñêèå êîëåáàíèÿ â äèíàìè÷åñêîé ñè-

ñòåìå ñ ïåðèîäè÷åñêîé äèíàìèêîé. Ïîýòîìó óñòàíîâèâøèéñÿ ðåæèì äîëæåí

áûòü äîñòàòî÷íî ñòàáèëüíûì, ÷òîáû âíåøíåå âîçäåéñòâèå íå ìîãëî âîçáóäèòü

ñîáñòâåííóþ õàîòè÷åñêóþ äèàíìèêó ìîäèôèöèðîâàííîé ñèñòåìû. Ïî ñóòè, íà

óñòîé÷èâîñòü ðåæèìà, ïðåæäå âñåãî, âëèÿþò ñâîéñòâà ñàìîé ìîäèôèöèðîâàí-

íîé ñèñòåìû.

Òðåòüÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà àíàëèçó ðåæèìà îáîáùåííîé ñèíõðîíèçàöèè

ñ ïîìîùüþ âû÷èñëåíèÿ óñëîâíûõ ëÿïóíîâñêèõ ýêñïîíåíò [6, 8, 13]. Ðàññìîò-

ðèì äâå ñèñòåìû, â êîòîðûõ íàáëþäàåòñÿ õàîòè÷åñêàÿ äèíàìèêà. Åñëè ðàç-

ìåðíîñòè ôàçîâûõ ïðîñòðàíñòâ âåäóùåé è âåäîìîé ñèñòåì ñîîòâåòñòâåííî

ðàâíû Nd è Nr, òî ïîâåäåíèå îäíîíàïðàâëåííî ñâÿçàííûõ õàîòè÷åñêèõ îñ-

öèëëÿòîðîâ ìîæåò áûòü îõàðàêòåðèçîâàíî ñ ïîìîùüþ ñïåêòðà ëÿïóíîâñêèõ

ïîêàçàòåëåé λ1 ≥ λ2 ≥ ... ≥ λNr+Nd
[6]. Ïîñêîëüêó ïîâåäåíèå âåäóùåé ñèñòå-

ìû íå çàâèñèò îò ñîñòîÿíèÿ âåäîìîé ñèñòåìû, òî ñïåêòð ïîêàçàòåëåé Ëÿïó-

íîâà ìîæåò áûòü ðàçäåë¼í íà 2 ÷àñòè: ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà âåäóùåé ñèñòå-

ìû λd1 ≥ λd2 ≥ ... ≥ λdNd
, è óñëîâíûå ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà âåäîìîé ñèñòåìû

λr1 ≥ λr2 ≥ ... ≥ λrNr
. Ïðè ýòîì, êàê ìèíèìóì äâà ñòàðøèõ ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíî-

âà äîëæíû áûòü ïîëîæèòåëüíûìè ïðè îòñóòñòâèè ñâÿçè ìåæäó ñèñòåìàìè.

Îäíàêî, åñëè ñòàðøèé óñëîâíûé ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà λr1 ÿâëÿåòñÿ îòðèöà-

òåëüíûì, ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî â ñèñòåìå ñóùåñòâóåò îáîáù¼ííàÿ ñèíõðî-

íèçàöèÿ. Ïî ñóòè, ýòî ïîçâîëÿåò âûÿâèòü ãðàíèöó âîçíèêíîâåíèÿ õàîòè÷åñêîé

îáîáù¼ííîé ñèíõðîíèçàöèè.

Ðàññìîòðèì ìåòîä ðàñ÷åòà ïîêàçàòåëåé Ëÿïíîâà äëÿ äâóõ îäíîíàïðàâ-

ëåííî ñâÿçàííûõ õàîòè÷åñêèõ îñöèëëÿòîðà, îïèñûâàåìûõ ñèñòåìaìè óðàâíå-



íèé Ðåññëåðà [3].

ẋd = −ωdyd − zd, ẏd = ωdxd + ayd, żd = p+ zd(xd − c), (9)

ẋr = −ωryr + ε(xd − xr), ẏr = ωrxr + ayr, żr = p+ zr(xr − c), (10)

ãäå a=0.15, p=0.2, c=10.0, - ýòî óïðàâëÿþùèå ïàðàìåòðû, a ε - ïàðàìåòð câÿ-

çè ñèñòåìû. Óïðàâëÿþùèé ïàðàìåòð âåäîìîé ñèñòåìû ôèêñèðîâàí ωr=0,95

è õàðàêòåðèçóåò îñíîâíóþ ÷àñòîòó êîëåáàíèé. Óïðàâëÿþùèé ïàðàìåòð âåäó-

ùåé ñèñòåìû ωd îòâå÷àåò çà ðàññòðîéêó îñöèëëÿòîðîâ è ìåíÿåòñÿ â ïðåäåëàõ

çíà÷åíèé îò 0.8 äî 1.1.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû èçó÷èòü ÿâëåíèå îáîáù¼ííîé ñèíõðîíèçàöèè, äëÿ ñè-

ñòåìû (9-10) áûëè ðàññ÷èòàíû ëÿïóíîâñêèå ïîêàçàòåëè. Ïðè ïðîâåäåíèè ýòîé

îïåðàöèè èñïîëüçîâàëñÿ ìåòîä Ãðàìà-Øìèäòà [14-15]. Èçìåíÿÿ ïàðàìåòð ñâÿ-

çè ε, áûëè îïðåäåëåíû çíà÷åíèÿ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà. Ïîëó÷åííàÿ çàâè-

ñèìîñòü ñïåêòðà ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà îò ïàðàìåòðà ñâÿçè ε ïðèâåäåíà íà

ðèñ.3. Çäåñü äâà ïîêàçàòåëÿ λd1 è λ
d
2 ñîîòâåòñòâóþò ïîâåäåíèþ âåäóùåé ñè-

ñòåìû è íå çàâèñÿò îò ïàðàìåòðà ñâÿçè ε. Äðóãèå äâà ïîêàçàòåëÿ λr1 è λr2

õàðàêòåðèçóþò ïîâåäåíèå âåäîìîé ñèñòåìû è ÿâëÿþòñÿ óñëîâíûìè ëÿïóíîâ-

ñêèìè ïîêàçàòåëÿìè [1, 11, 13]. Ïðè çíà÷åíèè ïàðàìåòðà ñâÿçè ε=0 óñëîâíûå

ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà λr1 è λr2 ñîâïàäàþò ñ Ëÿïíîâñêèìè ïîêàçàòåëÿìè ìî-

äèôèöèðîâàííîé ñèñòåìû λm1 è λm2 . Òàê êàê ïðè ε=0 â ìîäèôèöèðîâàííîé

ñèñòåìå íàáëþäàþòñÿ õàîòè÷åñêèå êîëåáàíèÿ, òî λr1>0, à λ
r
2=0. Ïðè óâåëè-

÷åíèè ïàðàìåòðà ñâÿçè âòîðîé óñëîâíûé ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà ñòàíîâèòñÿ

îòðèöàòåëüíûì, îäíàêî, ïîñêîëüêó ñòàðøèé óñëîâíûé ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà

ïîëîæèòåëåí, äèíàìèêà ìîäèôèöèðîâàííîé ñèñòåìû îñòà¼òñÿ õàîòè÷åñêîé [1,

4]. Ñ äàëüíåéøèì óâåëè÷åíèå ïàðàìåòðà ñâÿçè ε ïîâåäåíèå ìîäèôèöèðîâàí-

íîé ñèñòåìû ñòàíîâèòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì, îäíàêî, ðåæèì îáîáù¼ííîé ñèíõðî-

íèçàöèè â îäíîíàïðàâëåííî ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðàõ åù¼ íå íàáëþäàåòñÿ [4].

Ðåæèì îáîáù¼ííîé õàîòè÷åñêîé ñèíõðîíèçàöèè íà÷èíàåò ïðîÿâëÿòü-
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Ðèñ. 3: Çàâèñèìîñòü ñïåêòðà ëÿïóíîâñêèõ ïîêàçàòåëåé îò ε ïðè wd=0.99 äëÿ ñèñòåìû Ðåñ-
ñëåðà;

ñÿ ïðè çíà÷åíèè ïàðàìåòðà ñâÿçè ε ≈0.109. Èìåííî â ýòîò ìîìåíò çíà÷å-

íèå ñòàðøåãî óñëîâíîãî ëÿïóíîâñêîãî ïîêàçàòåëÿ λr1 ñòàíîâèòñÿ ñëàáî îòðè-

öàòåëüíûì, à ïåðèîäè÷åñêèé ðåæèì ìîäèôèöèðîâàííîé ñèñòåìû ñòàíîâèòñÿ

äîñòàòî÷íî ñòàáèëüíûì [1, 4]. Äàííûé âûâîä òàêæå ïîäòâåðæäàåòñÿ ðèñóíêà-

ìè 1 è 2, ãäå ñ ïîìîùüþ ìåòîäà âñïîìîãàòåëüíîé ñèñòåìû áûëî âûÿâëåíî, ÷òî

ïðè çíà÷åíèè ïàðàìåòðà ñâÿçè ε=0.11 íàáëþäàåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ñîñòîÿ-

íèé âåäîìîé è âñïîìîãàòåëüíîé ñèñòåì ïîñëå ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà [1-3, 6-7].

Åñëè ïðîäîëæàòü óâåëè÷èâàòü ïàðàìåòð ñâÿçè ε, òî â ñèñòåìå îêîí÷àòåëüíî

íà÷èíàåò óñòàíàâëèâàòüñÿ ðåæèì îáîáù¼ííîé õàîòè÷åñêîé ñèíõðîíèçàöèè.

Â ïåðâîì ðàçäåëå ÷åòâåðòîé ãëàâû äëÿ äèàãíîñòèêè îáîáùåííîé õàî-

òè÷åñêîé ñèíõðîíèçàöèè â îäíîíàïðàâëåííî ñâÿçàííûõ ñèñòåìàõ èñïîëüçó-

åòñÿ ìåòîä áëèæàéøèõ ñîñåäåé [7, 19]. Â äàííîì ìåòîäå íàëè÷èå ôóíêöèî-

íàëüíîãî ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè âçàèìîäåéñòâóþùèõ õàîòè÷åñêèõ

îñöèëëÿòîðîâ îçíà÷àåò, ÷òî âñå áëèçêèå ñîñòîÿíèÿ âåäóùåé ñèñòåìû xd(t) â

ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñîîòâåòñòâóþò áëèçêèì ñîñòîÿíèÿì âåäîìîé ñèñòåìû



xr(t) â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Äëÿ äâóõ âçàèìíî ñâÿçàííûõ ñèñòåì îñòà¼òñÿ

ñïðàâåäëèâûì è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå, ÷òî âñå áëèçêèå ñîñòîÿíèÿ â ôàçî-

âîì ïðîñòðàíñòâå âòîðîé ñèñòåìû u(t) äîëæíû ñîîòâåòñòâîâàòü áëèçêèì ñî-

ñòîÿíèÿì â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ïåðâîé ñèñòåìû x(t) [19]. Êîëè÷åñòâåííîé

õàðàêòåðèñòèêîé, êîòîðîé îáîçíà÷àåòñÿ ñòåïåíü áëèçîñòè ñîñòîÿíèé ñèñòåì,

ÿâëÿåòñÿ ñðåäíåå ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ ñîñòîÿíèÿìè îäíîé èç ñèñòåì uk

è ukn, íîðìèðîâàííîå íà ñðåäíåå ðàññòîÿíèå δ ìåæäó ñëó÷àéíî âûáðàííûìè

ñîñòîÿíèÿìè äðóãîé ñèñòåìû:

d = 1/(Nδ)
N−1∑
k=0

||uk − ukn||, (11)

ãäå N - ÷èñëî ïðîèçâîäèìûõ èòåðàöèé.

Â ìîìåíò, êîãäà â ñèñòåìå íàáëþäàåòñÿ ðåæèì îáîáù¼ííîé õàîòè÷å-

ñêîé ñèíõðîíèçàöèè, âåëè÷èíà d→ 0. Ñîîòâåòñòâåííî, â îòñóòñòâèå äàííîãî

ðåæèìà âåëè÷èíà d ≈ 1.

Òàêèì îáðàçîì, áëàãîäàðÿ ìåòîäó áëèæàéøèõ ñîñåäåé ñòàíîâèòñÿ âîç-

ìîæíûì îïðåäåëèòü ïîðîã âîçíèêíîâåíèÿ îáîáù¼ííîé õàîòè÷åñêîé ñèíõðî-

íèçàöèè. Îäíàêî, äàííûé ìåòîä ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî íåòî÷íûì, è ïîýòîìó

îáû÷íî ìåòîä áëèæàéøèõ ñîñåäåé èñïîëüçóþò äëÿ óòî÷íåíèÿ ðåçóëüòàòîâ,

ïîëó÷åííûõ ñ ïîìîùüþ äðóãèõ ìåòîäîâ. Íà îñíîâå ìåòîäà áëèæàéøèõ ñîñå-

äåé ñòðîèòñÿ äðóãîé ìåòîä àíàëèçà îáîáù¼ííîé ñèíõðîíèçàöèè - ìåòîä ôà-

çîâûõ òðóáîê.

Â âòîðîì ðàçäåëå ÷åòâåðòîé ãëàâû ðàññìàòðèâàåòñÿ ìåòîä ôàçîâûõ

òðóáîê. Ñîãëàñíî êîíöåïöèè îáîáùåííîé õàîòè÷åñêîé ñèíõðîíèçàöèè, ñèí-

õðîííûé ðåæèì îçíà÷àåò, ÷òî ïîä âëèÿíèåì âåäóùåé ñèñòåìû xd(t) âåäîìàÿ

ñèñòåìà xr(t) ïðèõîäèò â ñîñòîÿíèå, êîòîðîå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñîñòî-

ÿíèåì âåäóùåé ñèñòåìû, ïðè ýòîì ýòîò ïðîöåññ ¾ñõîäèìîñòè¿ îïðåäåëÿåòñÿ

âåëè÷èíîé ñòàðøåãî óñëîâíîãî ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà λr1<0. Ïî ñóòè, çà îïðå-

äåë¼ííîå âðåìÿ τ âåäóùàÿ ñèñòåìà xd(t) çàñòàâëÿåò âåäîìóþ ñèñòåìó xr(t)

äîñòèãíóòü ñîñòîÿíèÿ, ïðè êîòîðîì ñèñòåìà íå çàâèñèò îò íà÷àëüíûõ óñëî-



âèé. Ñîñòîÿíèå âåäîìîé ñèñòåìû y(t) çàâèñèò íå òîëüêî îò ñîñòîÿíèÿ âåäóùåé

ñèñòåìû x(t) â ìîìåíò âðåìåíè t, íî è îò âñåé ïðåäûñòîðèè ýòîãî ñîñòîÿíèÿ â

òå÷åíèå âðåìåííîãî èíòåðâàëà (t− τ, t], ïðè÷åì âðåìÿ ñõîäèìîñòè ñâÿçàíî ñî

ñòàðøèì óñëîâíûì ïîêàçàòåëåì Ëÿïóíîâà ñîîòíîøåíèåì τ ∼ 1/|λr1| [16-17].

Âûáåðåì ïðîèçâîëüíî îïîðíóþ òî÷êó x0(t) = x0 â âåäóùåé ñèñòåìå,

êîòîðîé áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü òî÷êà y0(t) = y0 â âåäîìîé ñèñòåìå [16]. Âîçü-

ì¼ì òî÷êó xj(t) = xj â âåäóùåé ñèñòåìå, áëèçêóþ ê îïîðíîé, òàêèì îáðàçîì,

÷òî |xj − x0| < ε, è òîãäà yj(t) = yj - ñîîòâåòñòâóþùàÿ òî÷êà â âåäîìîé

ñèñòåìå. Îáîçíà÷èì âåêòîðû îòêëîíåíèÿ ôàçîâîé òî÷êè îò îïîðíîé òî÷êè x0

â âåäóùåé ñèñòåìå ÷åðåç δxj = xj − x0, à â âåäîìîé ñèñòåìå δyj = yj − y0.

Òîãäa ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùåå:

yj = y0 + δyj = F[xj] = F[x0 + δxj] ≈ F[x0] + JF[x0]δxj; (12)

Çäåñü JF[x0] - ÿêîáèàí F[.], âû÷èñëåííûé â îïîðíîé òî÷êå x0, êîòîðûé ÿâëÿ-

åòñÿ m-ìåðíîé ìàòðèöåé.

Íàëè÷èå ðåæèìà îáîáù¼ííîé õàîòè÷åñêîé ñèíõðîíèçàöèè ïðåäïîëàãà-

åò âûïîëíåíèå ñîîòíîøåíèÿ

y0 = F[x0], (13)

èç ÷åãî ñëåäóåò, ÷òî ñîîòíîøåíèå (12) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

δyj = Aδxj, (14)

ãäå A = JF[x0] - êâàäðàòèò÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè m [16].

Ðàññìîòðèì ìàëûå îòêëîíåíèÿ δxs è δys, êîòîðûå ìàëû íà âðåìåííîì

èíòåðâàëå t− τ ≤ s ≤ t. Òîãäà cîîòíîøåíèå (14) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

δy(t) =

∫ t

t−τ
JF[x(s)]δx(s)ds. (15)



Â ñèëó ìàëîñòè îòêëîíåíèé δxs è δys ìîæíî çàïèñàòü

δx(s) = B(s)δx(t), t− τ < s ≤ t, (16)

ãäå B(s) - íåèçâåñòíàÿ ìàòðèöà ñ êîýôôèöèåíòàìè, êîòîðûå çàâèñÿò îò âðå-

ìåíè. Òîãäà èìååì

δy(t) =

∫ t

t−τ
JF[x(s)]B(s)δx(t)ds. (17)

è, êàê ñëåäñòâèå,

δy(t) = C(t)δx(t), (18)

ãäå C(t) - êâàäðàòè÷íàÿ ìàòðèöà m-ðaçìåðíîñòè, îïðåäåëÿåìàÿ êàê

(t) =

∫ t

t−τ
JF[x(s)]B(s)ds. (19)

Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå (18) ôîðìàëüíî ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì (14) è,

ñëåäîâàòåëüíî, ìîæåò áûòü ïîäòâåðæäåíî ðàñ÷åòàìè âåêòîðîâ zj òàê æå, êàê

ýòî áûëî ñäåëàíî äëÿ óðàâíåíèÿ (14). Â òî æå âðåìÿ óðàâíåíèå (14) áûëî ïî-

ëó÷åíî â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âåêòîðû x0 è xj áëèçêè äðóã ê äðóãó, òîãäà êàê

óðàâíåíèå (18) áûëî ïîëó÷åíî ïðè îãðàíè÷åíèè, òðåáóþùåì ïðèáëèæåíèÿ

òðàåêòîðèé â òå÷åíèå âðåìåííîãî èíòåðâàëà t − τ ≤ s ≤ t [16]. Ïîñêîëü-

êó äëÿ õàîòè÷åñêèõ ñèñòåì ôàçîâûå òðàåêòîðèè ìîãóò ñõîäèòüñÿ â îäíîì

íàïðàâëåíèè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà è ðàñõîäèòüñÿ â äðóãîì, ñîñåäíèå âåêòî-

ðû âåäóùåé ñèñòåìû ìîãóò áûòü îõàðàêòåðèçîâàíû ðàçëè÷íûìè ôàçîâûìè

òðàåêòîðèÿìè. Ïîýòîìó äëÿ õàðàêòåðèñòèêè áëèçîñòè ôàçîâûõ òðàåêòîðèé

ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ôàçîâîé òðóáêè [16-17]. Âûðaæåíèå, êîòîðîå îïèñûâàåò ôà-

çîâóþ òðóáêó, âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Tτ = x : |x0(s)− x| < ε, sin[t0 − τ ; t0], (20)



ãäå ε - ìàëàÿ âåëè÷èíà.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ àíàëèçà ðåæèìà îáîáù¼ííîé õàîòè÷åñêîé ñèíõðî-

íèçàöèè â ñèñòåìå òðåáóåòñÿ ó÷èòûâàòü òîëüêî òàêèå âåêòîðû, ôàçîâûå òðà-

åêòîðèè êîòîðûõ ïðîõîäÿò ÷åðåç ôàçîâóþ òðóáêó äëèíîé τ [16-17].

Â òðåòüåì ðàçäåëå ÷åòâåðòîé ãëàâû ðàññìîòðèì ïîâåäåíèå îäíîíà-

ïðàâëåííî ñâÿçàííûõ ñèñòåì Ðåññëåðà, îïèñûâàåìûõ óðàâíåíèÿìè (11-12),

ïðè ïîìîùè ìåòîäà ôàçîâûõ òðóáîê. Äàííóþ ñèñòåìó áóäåì ðàññìàòðèâàòü

ïðè çíà÷åíèè ïàðàìåòðà ñâÿçè ε=0.11, êîãäà â ñèñòåìå çàðîæäàåòñÿ ðåæèì

îáîáù¼ííîé õàîòè÷åñêîé ñèíõðîíèçàöèè.

Âûáåðåì â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå âåäóùåé ñèñòåìû íà àòòðàêòîðå

îïîðíóþ òî÷êó x0 â ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t=100000. Îò îïîðíîé

òî÷êè ðàññ÷èòàåì ôàçîâóþ òðóáêó äëèíîé τ=230 åäèíèö ñ ðàäèóñîì σ=0.5.

Äàííàÿ òðàåêòîðèÿ, âîêðóã êîòîðîé ñòðîèòñÿ ôàçîâàÿ òðóáêà, ÿâëÿåòñÿ îïð-

íîé òðàåêòîðèåé. Íà ðèñ.4 ïðåäñòàâëåí ôàçîâûé ïîðòðåò âåäóùåé ñèñòåìû x

è âûáðàííàÿ ôàçîâàÿ òðóáêà (îáîçíà÷åííàÿ òîëñòîé ëèíèåé) äëèíîé τ=230

â ìîìåíò âðåìåíè t=100000.

Äàëåå îòñëåæèâàåì ïîâåäåíèå âåäóùåé ñèñòåìû è ôèêñèðóåì ìîìåí-

òû âðåìåíè, êîãäà ôàçîâûå òðàåêòîðèè âåäóùåé ñèñòåìû íà âñ¼ì âðåìåííîì

ïðîìåæóòêå τ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (20). Åñëè òàêîå óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ,

òî ìîæíî ãîâîðèòü î òîì, ÷òî íàéäåíà òàêàÿ òðàåêòîðèÿ, êîòîðàÿ ïîïàäàåò

â ôàçîâóþ òðóáêó è, ñîîòâåòñòâåííî, áëèçêà ê îïîðíîé òðàåêòîðèè [16-17]. Â

êà÷åñòâå îïðåäåëåíèÿ ñòåïåíè ñèíõðîíèçìà ðàññìàòðèâàåìûõ îñöèëëÿòîðîâ

â îïîðíîé òî÷êå ðàññìîòðèì êâàäðàò ðàçíèöû ìåæäó x-êîîðäèíàòàìè âåäî-

ìîé xr è âñïîìîãàòåëüíîé xa ñèñòåì. Åñëè (xr − xa)2 áëèçêî èëè ðàâíî 0, òî

ìîæíî ãîâîðèòü î âûñîêîé ñòåïåíè ñèíõðîíèçìà â ñèñòåìå, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò

ëàìèíàðíîé ôàçå. Åñëè æå çíà÷åíèå (xr − xa)2 âåëèêî, òî â äàííûé ìîìåíò

âðåìåíè â ñèñòåìå íàáëþäàåòñÿ àñèíõðîíèçì, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò òóðáóëåíò-

íîé ôàçå [18].

Âûáðàííàÿ ôàçîâàÿ òðóáêà íàõîäèòñÿ â ëàìèíàðíîé ôàçå (ðèñ.5). Íà

äàííîì ðèñóíêå ïðåäñòàâëåíà çàâèñèìîñòü êâàäðàòà ðàçíèöû x-êîîðäèíàò âå-
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Ðèñ. 4: Ôàçîâûé ïîðòðåò âåäóùåé ñèñòåìû xd (ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ); âûáðàííàÿ ôàçîâàÿ
òðóáêà ñ îïîðíîé òî÷êîé t=100000 (òîëñòàÿ ëèíèÿ);
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Ðèñ. 5: Çàâèñèìîñòè êâàäðàòà ðàçíèöû x-êîîðäèíàò âåäîìîé xr è âñïîìîãàòåëüíîé xa

ñèñòåì (ëèíèÿ) è âåëè÷èíû 4 (ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ) îò âðåìåíè t; ñòðåëêîé ïîêàçàíà âû-
áðàííàÿ îïîðíàÿ òî÷êà, îò êîòîðîé ïðîèñõîäèò ðàñ÷¼ò ôàçîâîé òðóáêè äëèíîé τ ;

äîìîé xr è âñïîìîãàòåëüíîé xa ñèñòåì è âåëè÷èíû 4 îò âðåìåíè t. Âåëè÷èíà

4 ââîäèòñÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôàçîâûõ òðàåêòîðèé, áëèçêèõ ê îïîðíîé. Åñëè

íàõîäÿòñÿ òàêèå òðàåêòîðèè, êîòîðûå áëèçêè ê îïîðíîé òðàåêòîðèè, òî4=1.

Êâàäðàò ðàçíèöû x-êîîðäèíàò îòîáðàæàåò ëàìèíàðíûå è òóðáóëåíòíûå ôà-

çû. Ñòðåëî÷êîé ïîêàçàíà âûáðàííàÿ ôàçîâàÿ òðóáêà (4=1).

Ïðîâåä¼ì àíàëèç âðåìåííîé ðåàëèçàöèè è íàéä¼ì òàêèå òðàåêòîðèè,

êîòîðûå áëèçêè ê âûáðàííîé îïîðíîé òðàåêòîðèè. Òåîðåòè÷åñêè òðàåêòîðèè,

êîòîðûå ïîïàäàþò â ôàçîâóþ òðóáêó, äîëæíû íàõîäèòüñÿ â òàêèõ æå ôàçàõ,

ãäå áûëà âûáðàíà ôàçîâàÿ òðóáêà. Îäíàêî, íà ïðàêòèêå äëÿ ôàçîâîé òðóáêè,

âûáðàííîé â ëàìèíàðíîé ôàçå ïðè t=100000 è äëèíîé τ=205 áûëà íàéäåíà 21

òðàåêòîðèÿ, èç êîòîðûõ òîëüêî 12 íàõîäèëèñü â ëàìèíàðíîé ôàçå. Äëÿ ôàçî-

âîé òðóáêè äëèíîé τ=230 â ëàìèíàðíîé ôàçå íaõîäÿòñÿ òîëüêî 4 òðàåêòîðèè

èç íàéäåííûõ 6.

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ôàçîâûõ



òðóáîê ñòàíîâèòñÿ âîçìîæíûì ðàññìîòðåòü òóðáóëåíòíûå è ëàìèíàðíûå ôà-

çû â õàîòè÷åñêèõ ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðàõ, íàõîäÿùèõñÿ â ðåæèìå îáîáù¼í-

íîé ñèíõðîíèçàöèè. Â çàâèñèìîñòè îò âûáîðà îïîðíîé òî÷êè â ëàìèíàðíîé

èëè òóðáóëåíòíîé ôàçå ñ íåêîòîðîé ïîãðåøíîñòüþ ìîæíî íàéòè òàêèå òðàåê-

òîðèè, êîòîðûå áóäóò áëèçêè ê îïîðíîé òðàåêòîðèè, ïðè÷åì äàííûå òðàåêòî-

ðèè äîëæíû íàõîäèòüñÿ â òîé æå ôàçå, ÷òî è îïîðíàÿ òðàåêòîðèÿ. Òî÷íîñòü

ðåçóëüòàòîâ çàâèñèò îò äëèíû âûáðàííîé ôàçîâîé òðóáêè τ . Ñ å¼ óâåëè÷åíè-

åì ðàñò¼ò è òî÷íîñòü íàõîæäåíèÿ áëèçêèõ òðàåêòîðèé, îäíàêî, óìåíüøàåòñÿ

èõ êîëè÷åñòâî. Ïîýòîìó íåîáõîäèìî âûáèðàòü îïòèìàëüíóþ äëèíó ðàññìàò-

ðèâàåìîé ôàçîâîé òðóáêè.



Çàêëþ÷åíèå

Â õîäå ìàãèñòåðñêîé ðàáîòû áûëî ðàññìîòðåíî ÿâëåíèå îáîáù¼ííîé õàîòè-

÷åñêîé ñèíõðîíèçàöèè â äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ. Áûëè ïðîäåìîíñòðèðîâà-

íû ìåòîäû àíàëèçà è äèàãíîñòèðîâàíèÿ ðåæèìà îáîáù¼ííîé ñèíõðîíèçàöèè

â äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ, à èìåííî ìåòîä âñïîìîãàòåëüíîé ñèñòåìû, ìåòîä

ìîäèôèöèðîâàííîé ñèñòåìû, ìåòîä ðàñ÷¼òà ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà è ìåòîä

ôàçîâûõ òðóáîê, êàê ïðîäîëæåíèå ìåòîäà áëèæàéøèõ ñîñåäåé. Ðàññìîòðåíû

ïðèíöèïû ðàáîòû äàííûõ ìåòîäîâ, à òàêæå êðèòåðèè, ïî êîòîðûì âîçìîæ-

íî äèàãíîñòèðîâàòü íàëè÷èå ðåæèìà îáîáù¼ííîé ñèíõðîíèçàöèè. Ïåðå÷èñ-

ëåííûå ìåòîäû áûëè íåïîñðåäñòâåííî ðàññìîòðåíû íà ïðèìåðå äâóõ îäíîíà-

ïðàâëåííî ñâÿçàííûõ ñèñòåì Ðåññëåðà.

Ìåòîä âñïîìîãàòåëüíîé ñèñòåìû ïîçâîëÿåò äèàãíîñòèðîâàëîñü íàëè-

÷èå èëè îòñóòñòâèå â íàáëþäàåìîé ñèñòåìå ðåæèìà îáîáù¼ííîé ñèíõðîíèçà-

öèè â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà ñâÿçè ε. Î íàëè÷èè îáîáù¼ííîé ñèíõðîíèçà-

öèè â ñèñòåìå ìîæíî ãîâîðèòü â òîì ñëó÷àå, êîãäà ñîñòîÿíèÿ âåäîìîé è âñïî-

ìîãàòåëüíîé ñèñòåì ïîñëå ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà ýêâèâàëåíòû. Áëàãîäàðÿ ìå-

òîäó ìîäèôèöèðîâàííîé ñèñòåìû ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî âîçíèêíîâåíèå ðå-

æèìà îáîáù¼ííîé ñèíõðîíèçàöèè â ñèñòåìå äâóõ õàîòè÷åñêèõ îñöèëëÿòîðîâ

âîçìîæíî ëèøü ïðè òàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà ε, ïðè êîòîðûõ â ìîäèôèöè-

ðîâàííîé ñèñòåìå íàáëþäàþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèå êîëåáàíèÿ èëè ñòàöèîíàðíûé

ðåæèì. Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ðàñ÷åòà ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà ììîæíî òàêæå

îïðåäåëèòü ïîðîã âîçíèêíîâåíèÿ îáîáù¼ííîé ñèíõðîíèçàöèè. Ðåæèì îáîá-

ù¼ííîé ñèíõðîíèçàöèè óñòàíàâëèâàåòñÿ â ìîìåíò, êîãäà çíà÷åíèå ñòàðøåãî

óñëîâíîãî ëÿïóíîâñêîãî ïîêàçàòåëÿ λr1 ñòàíîâèòñÿ ñëàáî îòðèöàòåëüíûì, à

ïåðèîäè÷åñêèé ðåæèì ìîäèôèöèðîâàííîé ñèñòåìû ñòàíîâèòñÿ ñòàáèëüíûì.

Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà áëèæàéøèõ ñîñåäåé âîçìîæíî îïðåäåëèòü ïîðîã âîçíèê-

íîâåíèÿ îáîáù¼ííîé õàîòè÷åñêîé ñèíõðîíèçàöèè, îäíàêî, äàííûé ìåòîä ÿâ-

ëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî íåòî÷íûì. Ìåòîä ôàçîâûõ òðóáîê ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê

ïðîäîëæåíèå ìåòîäà áëèæàéøèõ ñîñåäåé. Ãëàâíàÿ îñîáåííîñòü äàííîãî ìå-



òîäà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñîñòîÿíèå âåäîìîé ñèñòåìû xr çàâèñèò íå òîëüêî îò

ñîñòîÿíèÿ âåäóùåé ñèñòåìû xd, íî è âñåé ïðåäûñòîðèè â òå÷åíèå âðåìåííîãî

èíòåðâàëà (t − τ, t]. Ôàçîâàÿ òðóáêà äîëæíà áûòü âûáðàíà òàêîé äëèíû τ ,

÷òîáû òðàåêòîðèè, áëèçêèå ê îïîðíîé, íàõîäèëèñü â òîé æå ôàçå, ãäå áû-

ëà âûáðàíà ôàçîâàÿ òðóáêà. Ñ óâåëè÷åíèåì äëèíû ðàññìàòðèâàåìîé òðóáêè

ðàñò¼ò è òî÷íîñòü ìåòîäà ôàçîâûõ òðóáîê, îäíàêî, êîëè÷åñòâî íàéäåííûõ

òðàåêòîðèé, ïîïàäàþùèõ â ôàçîâóþ òðóáêó, óìåíüøàåòñÿ.
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