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Ââåäåíèå. Ñðåäè ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷ âûäåëÿåòñÿ êëàññ çàäà÷, ðåøå-

íèÿ êîòîðûõ íåóñòîé÷èâû ê ìàëûì èçìåíåíèÿì èñõîäíûõ äàííûõ. Îíè õàðàê-

òåðèçóþòñÿ òåì, ÷òî ñêîëü óãîäíî ìàëûå èçìåíåíèÿ èñõîäíûõ äàííûõ ìîãóò

ïðèâîäèòü ê ïðîèçâîëüíî áîëüøèì èçìåíåíèÿì ðåøåíèé. Çàäà÷è ïîäîáíîãî

òèïà ÿâëÿþòñÿ ïëîõî ïîñòàâëåííûìè. Îíè ïðèíàäëåæàò ê êëàññó íåêîððåêò-

íî ïîñòàâëåííûõ çàäà÷.

Åñëè èñõîäíûå äàííûå èçâåñòíû ïðèáëèæåííî, òî óïîìÿíóòàÿ íåóñòîé÷è-

âîñòü ïðèâîäèò ê ïðàêòè÷åñêîé íååäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ â ðàìêàõ çàäàííîé

òî÷íîñòè è ê áîëüøèì òðóäíîñòÿì â âûÿñíåíèè ñìûñëà ïîëó÷àåìîãî ïðèáëè-

æåííîãî ðåøåíèÿ. Â ñèëó ýòèõ îñîáåííîñòåé äîëãîå âðåìÿ ñ÷èòàëîñü, ÷òî

íåêîððåêòíî ïîñòàâëåííûå çàäà÷è íå ìîãóò èìåòü ïðàêòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ.

Îäíàêî ìîæíî óêàçàòü íåêîððåêòíî ïîñòàâëåííûå çàäà÷è, îòíîñÿùèåñÿ

êàê ê êëàññè÷åñêèì ðàçäåëàì ìàòåìàòèêè, òàê è ê ðàçëè÷íûì êëàññàì ïðàê-

òè÷åñêè âàæíûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷. Ýòî ïîçâîëÿåò ñóäèòü î øèðîòå ðàññìàò-

ðèâàåìîãî êëàññà çàäà÷. Ê ÷èñëó âàæíûõ çàäà÷ îòíîñÿòñÿ çàäà÷è ñîçäàíèÿ

ñèñòåì àâòîìàòè÷åñêîé ìàòåìàòè÷åñêîé îáðàáîòêè ðåçóëüòàòîâ ýêñïåðèìåí-

òà, çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ è îïòèìàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ ñèñòåì.

Îäíèì èç ñóùåñòâåííûõ ýòàïîâ îáðàáîòêè ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå çàäà÷,

íåóñòîé÷èâûõ ê ìàëûì èçìåíåíèÿì èñõîäíûõ äàííûõ. Ïîýòîìó íå âûçûâàåò

ñîìíåíèÿ íåîáõîäèìîñòü ðàçðàáîòêè ìåòîäîâ ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷. Ïðè ýòîì

ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ, ïîëó÷àåìûå ïî ïðèáëèæåííûì èñõîäíûì äàííûì,

äîëæíû áûòü óñòîé÷èâûìè ê ìàëûì èçìåíåíèÿì ïîñëåäíèõ.

Èñõîäíûå äàííûå íåêîððåêòíî ïîñòàâëåííûõ çàäà÷, ïîëó÷àåìûå îáû÷íî

â ðåçóëüòàòå èçìåðåíèé, ñîäåðæàò ñëó÷àéíûå ïîãðåøíîñòè. Ïîýòîìó ïðè ïî-

ñòðîåíèè ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé è ïðè îöåíêå èõ ïîãðåøíîñòè, â çàâèñèìî-

ñòè îò õàðàêòåðà èñõîäíîé èíôîðìàöèè, âîçìîæåí êàê äåòåðìèíèðîâàííûé

ïîäõîä, òàê è âåðîÿòíîñòíûé.

Â àâòîðåôåðàòå ïðèâåäåí íàèëó÷øèé èç ÷åòûðåõ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòîâ

ïî ÷èñëåííîìó ðåøåíèþ çàäà÷è ìîäåëèðîâàíèÿ ôóíêöèè, çàäàííîé ñ ïîãðåø-

íîñòüþ, è òàê æå íàèëó÷øèé èç ÷åòûðåõ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ïî ÷èñëåí-

íîìó ðåøåíèþ çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ íåïðåðûâíîé ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè,

çàäàííîé ñ ïîãðåøíîñòüþ.
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Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû. Â ïåðâîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàþòñÿ ìå-

òîäû, ïðèìåíÿåìûå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ íåïðåðûâíûõ ïåðè-

îäè÷åñêèõ ôóíêöèé, çàäàííûõ ñ ïîãðåøíîñòüþ è íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ èç òåî-

ðèè ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé.

Ìåòîä Sn ÷àñòíûõ ñóìì ðÿäà Ôóðüå. Äëÿ ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè

f̄(x) çàïèøåì å¼ ðÿä Ôóðüå:

f̄(x)
∞∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx),

ãäå a0 = 1
π

π∫
−π
f̄(t) dt; ak = 1

π

π∫
−π
f̄(t) cos kt dt; bk = 1

π

π∫
−π
f̄(t) sin kt dt.

Îáîçíà÷èì Snf̄ � ÷àñòíîé ñóììîé ðÿäà Ôóðüå.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî f̄(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ:‖Snf̄ − f̄‖C → 0 ïðè

n→∞.

Òåîðåìà 1. [13](Èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ñóìì Ôóðüå). Èìååò ìåñòî

ðàâåíñòâî:

Snf̄ =
π∫
−π
Kn(x, t)f̄(t) dt,

ãäå Kn(x, t) = 1
π [1

2 +
n∑
k=1

cos k(t− x)].

Òåîðåìà 2. [13](Ôîðìóëà Äèðèõëå).

Snf̄ =
1

2π

π∫
−π

sin(n+ 1
2)(t− x)

sin t−x
2

f̄(t) dt, ïðè Kn(x, t) =
1

2π

sin(n+ 1
2)(t− x)

sin t−x
2

Òåîðåìà 3. [11] Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî:

‖Sn‖L2→C =

√
2n+ 1

2π
.

Òåîðåìà 4. [14] Ïóñòü En åñòü íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå ôóíêöèè f̄(x).

En = inf
Tm⊂Hn

‖Tm(x)− f̄(x)‖C .

Òîãäà

‖Snf̄ − f̄‖C ≤ (3 + lnn)En ïðè n ≥ 2.
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Òåîðåìà 5. [13] Äëÿ òîãî ÷òîáû ‖Snf̄ − f̄‖C[−π,π] → 0, ïðè n→∞, δ → 0,

äîñòàòî÷íî ÷òîáû lnnω( π
n+1)→ 0 ïðè n→∞

Ìåòîä Fn ÷àñòíûõ ñóìì ðÿäà Ôåéåðà. Îïåðàòîð Ôåéåðà èìååò âèä:

Fnf̄ = 1
n

n−1∑
k=1

Skf̄ ,

ãäå Sk =
a0

2
+

k∑
j=1

(aj cos jx + bj sin jx) ïðè ýòîì a0 =
1

π

π∫
−π
f̄(t) dt; aj =

1

π

π∫
−π
f̄(t) cos jt dt; bj =

1

π

π∫
−π
f̄(t) sin jt dt.

Fnf̄ � ÷àñòíàÿ ñóììà ðÿäà Ôåéåðà.

Òåîðåìà 6. [14](Èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ñóìì Ôåéåðà). Ñïðàâåäëèâî

ðàâåíñòâî:

Fnf̄ =
π∫
−π
Kn(x, t)f̄(t) dt,

ãäå Kn(x, t) = 1
π [1

2 +
n−1∑
k=1

(1− k
n) cos k(t− x)].

Òåîðåìà 7. [14] Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî:

‖Fn‖L2→C =

√
2n+ 1

n

6π
.

Íåêîòîðûå îöåíêè äëÿ îòêëîíåíèÿ ñóìì Ôåéåðà.

Òåîðåìà 8. [14] (Áåðíøòåéíà) Åñëè f̄(x) ∈ C[−π, π] è f̄(x) ∈ LipMα, ãäå
0 < α < 1, òî ïðè âñåõ x

|Fnf̄(x)− f̄(x)| < CαM

nα
,

ãäå Cα � ïîñòîÿííàÿ, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò α.

Òåîðåìà 9. [14] Åñëè f̄(x), îñòàâàÿñü 2π-ïåðèîäè÷åñêîé, ïðîáåãàåò âåñü

êëàññ Lip11 è

δn(1) = sup{max |Fnf̄(x)− f̄(x)|},

òî ñïðàâåäëèâà àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîðìóëà
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δn(1) =
2 lnn

πn
+ ρn

lnn

n
,

ãäå ρn → 0, ïðè n→∞.

Ìåòîä τn ÷àñòíûõ ñóìì Âàëëå-Ïóññåíà. Ñóììû Ôóðüå Sn[f ;x] ôóíê-

öèè f(x) îáëàäàþò òåì âàæíûì ñâîéñòâîì, ÷òî ïðè n ≥ m îíè ñîâïàäàþò

ñ ôóíêöèåé f(x), åñëè ñàìà ýòà ôóíêöèÿ åñòü òðèãàíîìåòðè÷åñêèé ïîëèíîì

m-ãî ïîðÿäêà. Ôåéåðîâñêèå ñóììû Fn[f ;x] ýòèì ñâîéñòâîì íå îáëàäàþò, íî

çàòî îíè óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó

|Fn[f ;x]| ≤ max |f(x)|,

êîòîðîìó íå óäîâëåòâîðÿþò ñóììû Ôóðüå. Âàëëå-Ïóññåí ïîñòðîèë òàêèå ñóì-

ìû τn(x) = τn[f ;x], êîòîðûå îáëàäàþò îáîèìè óêàçàííûìè ñâîéñòâàìè. Èìåí-

íî, îí ïîëàãàåò

τn(x) =
Sn(x) + Sn+1(x) + · · ·+ S2n−1(x)

n
.

Òåîðåìà 10. [14](Âàëëå-Ïóññåíà). Åñëè f(x) ∈ C[−π, π], òî îòêëîíåíèå

ñóìì Âàëëå-Ïóññåíà τn(x) ýòîé ôóíêöèè óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

|τn(x)− f(x)| ≤ 4En, (1)

ãäå En åñòü íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå f(x) òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ïîëèíî-

ìàìè ïîðÿäêà ≤ n.

Òåîðåìà 11. [14](Èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ñóìì Âàëëå-Ïóññåíà).

Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî:

τnf̄ =
π∫
−π
Kn(x, t)f̄(t) dt,

ãäå Kn(x, t) =
1

2πn

[sin2 n(t− x)− sin2 n
2 (t− x)

sin2 (t−x)
2

]
.

Èçâåñòíî ïðåäñòàâëåíèå τn â âèäå ñèíãóëÿðíîãî èíòåãðàëà Âàëëå-Ïóññåíà

[14]:

τnf̄(x) =
(2n)!!

(2n− 1)!!

1

2π

π∫
−π

cos2n t− x
2

f̄(t) dt
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Òåîðåìà 12. [11] Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî:

‖τn‖L2→C =
(8n+ 1

n

6π

)1/2

.

Àïðîêñèìàòèâíûå ñâîéñòâà ëèíåéíûõ ìåòîäîâ ïðèáëèæåíèÿ ïå-

ðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé. Îäíà èç âàæíûõ çàäà÷ òåîðèè ïðèáëèæåíèÿ - çà-

äà÷à èññëåäîâàíèÿ àïïðîêñèìàòèâíûõ ñâîéñòâ ìåòîäîâ òèïà

Uλ
n (x; f̄ ;λ) =

a0λ
n
0

2
+

n∑
k=1

λnk(ak cos kx+ bk sin kx), (2)

ãäå ak = 1
π

π∫
−π
f̄(x) cos kx dx, bk = 1

π

π∫
−π
f̄ sin kx dx. Òàêèå ñâîéñòâà â îáùåì

ñëó÷àå äëÿ êàæäîãî çàäàííîãî êëàññà ôóíêöèé N îïðåäåëÿþòñÿ ïîâåäåíèåì

âåðõíèõ ãðàíåé

En(N;x;λ) = sup
f∈N
|f(x)− Un(x, f, λ)|, (3)

êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ èõ êîëè÷åñòâåííûìè õàðàêòèðèñòèêàìè.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äëÿ ëþáîé íóëü-ïîñëåäîâàòåëüíîñòè θn äàåò ðåøåíèå

çàäà÷è îá àñèìïòîòè÷åñêîì ïîâåäåíèè âåðõíèõ ãðàíåé

Eσn(KW (r)H(α);x) = sup
f∈KW (r)H(α)

|f(x)− σn(f ; θn;x)|, (4)

Eσn(KW (r)H(α);x) = sup
f∈KW (r)H(α)

|f(x)− σn(f ; θn;x)|, (5)

ïðè n→∞.

Òåîðåìà 13. [21] Äëÿ ëþáûõ ÷èñåë r è α(r ≥ 0, 0 < α ≤ 1) è äëÿ ëþáîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè θn → 0 ïðè n → ∞ ñïðàâåäëèâû àñèìïòîòè÷åñêèå

ðàâåíñòâàEσn(KW (r)H(α);x)

Eσn(KW (r)H(α);x)
=

2α+1K ln 1
θ∗n

π2nr+α

π
2∫

0

tα sin tdt+O
( 1

nr+α

)
, (6)
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ãäå θ∗n = max
{
θn;

1
n

}
è O(1) - âåëè÷èíà, ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííàÿ îòíîñè-

òåëüíî âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {θn}, äëÿ êîòîðûõ θn ≤ 1− θ(θ ≤ 0).

Èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 14. [21] Äëÿ ëþáîãî ëèíåéíîãî ìåòîäà ïðèáëèæåíèÿ Uλ
n (x; f̄ ;λ), è

äëÿ ëþáîãî ìîäóëÿ íåïðåðûâíîñòè ω(t) ñïðàâåäëèâû àñèìïòîòè÷åñêèå íåðà-

âåíñòâà:En(W (r)Hω;x;λ)

En(W (r)Hω;x;λ)
≥ 1

π2

π
2∫

0

ω

(
2t

n

)
sin tdt

∣∣∣∣∣ n∑k=1

1− λ(n)
k

kr(n− k + 1)
− lnn

nr

∣∣∣∣∣+

+O

[ω(1

n

)
n

n∑
k=1

1− λ(n)
k

kr

]
+O

[ω(1

n

)
nr

]
, (7)

ãäå âåëè÷èíû O(1), âõîäÿùèå â ïðàâûå ÷àñòè ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà, ðàâ-

íîìåðíî îãðàíè÷åíû îòíîñèòåëüíî âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ ìàòðèö. Â ñëó-

÷àå r = 0 ýòè ñîîòíîøåíèÿ èìåþò ìåñòî äëÿ âñåõ ìàòðèö, äëÿ êîòîðûõ

|λ(n)
k | ≤ C (C-ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà).

Êðîìå òîãî, åñëè ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè ω(t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

1

2
[ω(t1) + ω(t2)] ≤ ω

(t1 + t2
2

)
,

òî íåðàâåíñòâà (6) îñòàþòñÿ â ñèëå ïðè óâåëè÷åíèè â íèõ ïðàâîé ÷àñòè

âäâîå, è â ýòîì ñëó÷àå â êëàññå âñåõ ëèíåéíûõ ìåòîäîâ ïðèáëèæåíèÿ èõ

äàëüøå óëó÷øèòü íåëüçÿ.

Âî âòîðîì ðàçäåëå ïðèâîäèòñÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è âîññòàíîâëå-

íèÿ ôóíêöèè. Ïóñòü íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f(x) íà îòðåçêå [−π, π] óäîâëå-

òâîðÿåò óñëîâèþ f(−π) = f(π), íî âìåñòî ýòîé ôóíêöèè èçâåñòíà ôóíêöèÿ

fδ(x) : ‖fδ(x)− f(x)‖L2[−π,π] ≤ δ. Ôóíêöèÿ fδ(x) íàçûâàåòñÿ δ-ïðèáëèæåíèåì

f(x) â ñðåäíåêâàäðàòè÷íîé ìåòðèêå.

Òðåáóåòñÿ ïî fδ è δ íàéòè ðàâíîìåðíûå ïðèáëèæåíèÿ ê f(x), òî åñòü ôóíê-

öèè f̃δ(x), äëÿ êîòîðûõ

‖f̃δ(x)− f(x)‖C[−π,π] → 0 ïðè δ → 0.
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Ðåøåíèå çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèè ñ "ïåðèîäè÷åñêè-

ìè"êðàåâûìè óñëîâèÿìè. Ñïðàâåäëèâà îöåíêà:

‖Snfδ − f‖C[−π,π] ≤ ‖Sn‖L2→Cδ + ‖Snf − f‖C[−π,π]. (8)

Òåîðåìà 15. [13] Äëÿ òîãî ÷òîáû ‖Snfδ−f‖C[−π,π] → 0, ïðè n→∞, δ → 0,

äîñòàòî÷íî ÷òîáû n = n(δ) áûëî òàêîå, ÷òî :

1. n(δ)→∞ ïðè δ → 0

2. δ
√
n(δ)→ 0 ïðè δ → 0.

Àíàëîãè÷íî äëÿ Fnfδ ñïðàâåäëèâà îöåíêà:

‖Fnfδ − f‖C[−π,π] ≤ ‖Fn‖L2→Cδ + ‖Fnf − f‖C[−π,π] (9)

íà îòðåçêå [−π, π].

Òåîðåìà 16. [13] Äëÿ òîãî ÷òîáû ‖Fnfδ−f‖C[−π,π] → 0, ïðè n→∞, δ → 0,

äîñòàòî÷íî ÷òîáû n = n(δ) áûëî òàêîå, ÷òî :

1. n(δ)→∞ ïðè δ → 0

2. δ
√
n(δ)→ 0 ïðè δ → 0.

Ðàññìîòðèì îïåðàòîð ñóìì Âàëëå-Ïóññåíà τn è ïðèìåíèì åãî ê ôóíêöèè

fδ. Ñïðàâåäëèâà îöåíêà:

‖τnfδ − f‖C[−π,π] ≤ ‖τn‖L2→Cδ + ‖τnf − f‖C[−π,π] (10)

íà îòðåçêå [−π, π].

Òåîðåìà 17. [13] Äëÿ òîãî ÷òîáû ‖τnfδ−f‖C[−π,π] → 0, ïðè n→∞, δ → 0,

äîñòàòî÷íî ÷òîáû n = n(δ) áûëî òàêîå, ÷òî :

1. n(δ)→∞ ïðè δ → 0

2. δ
√
n(δ)→ 0 ïðè δ → 0.

Òàêèì îáðàçîì ðåøåíèåì çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèè ñ "ïåðèîäè÷å-

ñêèìè"êðàåâûìè óñëîâèÿìè ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ (Sn(δ)fδ)(x), ïîñêîëüêó äëÿ

íåå âûïîëíÿåòñÿ ñõîäèìîñòü:

8



‖Sn(δ)fδ(x)− f(x)‖C[−π,π] → 0 ïðè δ → 0,

äëÿ îïåðàòîðà Sn è ôóíêöèÿ (Fn(δ)fδ)(x), ïîñêîëüêó äëÿ íåå âûïîëíÿåòñÿ

ñõîäèìîñòü:

‖Fn(δ)fδ(x)− f(x)‖C[−π,π] → 0 ïðè δ → 0,

äëÿ îïåðàòîðà Fn è ôóíêöèÿ (τn(δ)fδ)(x), ïîñêîëüêó äëÿ íåå âûïîëíÿåòñÿ

ñõîäèìîñòü:

‖τn(δ)fδ(x)− f(x)‖C[−π,π] → 0 ïðè δ → 0,

äëÿ îïåðàòîðà τn.

Ìîäåëèðîâàíèå ôóíêöèè, çàäàííîé ñ ïîãðåøíîñòüþ. Äëÿ ïðîâå-

äåíèÿ ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà ïðèâåäåì àëãîðèòì ìîäåëèðîâàíèÿ ôóíêöèè

fδ(x) ïî òî÷íî çàäàííîé f(x).

Ïóñòü f(x) ∈ C[−π, π] è δ íåêîòîðîå ÷èñëî èç èíòåðâàëà (0, 1). Ïîñòðîèì

ôóíêöèþ f̃δ(x) òàêóþ, ÷òî:

‖f̃δ(x)− f(x)‖L2[−π,π] ≤ δ

Ðàçîáüåì îòðåçîê [−π, π] íà m ÷àñòåé è ðàññìîòðèì óçëû xi, i = 0, . . . ,m.

Äàëåå âîçüìåì íåêîòîðîå δ̃, 0 < δ̃ < 1 è îïðåäåëèì ôóíêöèþ fδ̃(xi) ïðè

i = 0, 1, 4, · · · ,m.

Ïóñòü

fδ̃(xi) = f(xi) + (−1)iAiδ̃,

ãäå Ai � ñëó÷àéíûå ÷èñëà.

Ïðè i = 2, 3 áóäåì ñ÷èòàòü

fδ̃(x2) = f(x2) +NA2δ̃,

fδ̃(x3) = f(x3)−NA2δ̃.

Èç óñëîâèÿ, ÷òî m, δ è δ̃ çàäàíû, ìîæíî îïðåäåëèòü âîçìóùåíèå N :

N =

√
m[(δ

δ̃
)2 − 1]

2
+ 1.
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×èñëåííûé àëãîðèòì âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèè. Îòðåçîê [−π, π]

ðàçîáüåì íà m òî÷åê. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè Snfδ̃ â óçëàõ xi èñïîëüçó-

åì ñèíãóëÿðíûé èíòåãðàë ñóìì Ôóðüå, à èìåííî:

Snfδ̃ =
1

2π

π∫
−π

sin 2n+1
2 (t− x)

sin
(t− x)

2

fδ̃(t) dt.

Êàê ñêàçàííî âûøå, çàìåíÿåì ýòîò èíòåãðàë íà êîíå÷íóþ ñóììó, ñ÷èòàåì

ýòîò èíòåãðàë ïî ôîðìóëå ëåâûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ:

Snfδ̃(xi) = h
1

2π

n−1∑
i=0

sin 2n+1
2 (tj − xi)

sin
(tj − xi)

2

fδ̃(tj).

Êàê òîëüêî tj ñîâïàäàåò ñ xi çàìåíÿåì ÿäðî íà lim
τ→0

sin 2n+1
2 τ

sin
τ

2

.

Àíàëîãè÷íî, çàìåíÿåì ñèíãóëÿðíûé èíòåãðàë ñóìì Ôåéåðà

Fnfδ̃ =
1

2nπ

π∫
−π

sin2 n
2 (t− x)

sin2 (t− x)

2

fδ̃(t) dt,

íà ñóììó ïî ôîðìóëå ëåâûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ:

Fnfδ̃(xi) = h
1

2nπ

n−1∑
i=0

sin2 n
2 (tj − xi)

sin2 (tj − xi)
2

fδ̃(tj).

È êàê òîëüêî tj ñîâïàäàåò ñ xi çàìåíÿåì ÿäðî â ñóììå íà lim
τ→0

sin2 n
2τ

sin2 τ

2

.

Òåïåðü, çàìåíèì ñèíãóëÿðíûé èíòåãðàë ñóìì Âàëëå-Ïóññåíà

τnfδ̄(x) =
(2n)!!

(2n− 1)!!

1

2π

π∫
−π

cos2n t− x
2

fδ̄(t) dt

íà êîíå÷íóþ ñóììó ïî ôîðìóëå ëåâûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ:

τnfδ̄(x) = h
(2n)!!

(2n− 1)!!

1

2π

n−1∑
i=0

cos2n tj − xi
2

fδ̄(tj) dt

Êàê òîëüêî tj ñîâïàäàåò ñ xi çàìåíÿåì ÿäðî íà lim
τ→0

cos2n τ

2
. Î÷åâèäíî, òàêîé

ïðåäåë ðàâåí 1.

Èç òåîðåìû 20, 21 è 22 èçâåñòíî, ÷òî ïàðàìåòð n äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü

óñëîâèÿì n = n(δ):
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1. n(δ)→∞, ïðè δ → 0,

2. δ
√
n(δ)→ 0, ïðè δ → 0.

Òîãäà ïàðàìåòð n(δ) áóäåì âûáèðàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: n(δ) = [
1

δγ
].

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèè f(x) = x2 − π2.

Â ïðèëîæåíèè A áûë ïðîâåäåí ÷èñëåííûé ýêñïåðèìåíò ïî ìåäåëèðîâà-

íèþ ôóíêöèè, çàäàííîé ñ ïîãðåøíîñòüþ. Ïðèâåäåíà ïðîãðàììà, ðåàëèçîâàí-

íàÿ íà ÿçûêå Ñ++, äëÿ ïðîäñ÷åòà ïàðàìåòðîâ, íåîáõîäèìûõ äëÿ ìîäåëèðîâà-

íèÿ ôóíêöèè, çàäàííîé ñ ïîãðåøíîñòüþ. À òàê æå ïðåäñòàâëåíû ïîëó÷åííûå

ãðàôèêè.

Â ðåçóëüòàòå ýêñïåðèìåíòà ëó÷øèé ðåçóëüòàò áûë ïîëó÷åí äëÿ ñëåäóþ-

ùèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ: δ = 0.001, δ̃ = 0.0001, m = 25. Ñ ïîìîùüþ ïðî-

ãðàììû, ðåàëèçîâàííîé íà ÿçûêå Ñ++, áûëè ïîëó÷åííû çíà÷åíèÿ ïàðàìåò-

ðîâ N, h, xi, Ai, f(xi) è fδ̃(xi) è ïîñòðîåí ñëåäóþùèé ãðàôèê:
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Ðèñóíîê 1 � Ãðàôèê ÷åòâåðòîé ìîäåëè fδ̃(x)

Â ïðèëîæåíèè Á áûë ïðîâåäåí ÷èñëåííûé ýêñïåðèìåíò ïî âîññòíîâëå-

íèþ íåïðåðûâíîé ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè, çàäàííîé ñ ïîãðåøíîñòüþ. Ïðè-

âåäåíà ïðîãðàììà, ðåàëèçîâàííàÿ íà ÿçûêå Ñ++, äëÿ ïðîäñ÷åòà ïàðàìåòðîâ,

íåîáõîäèìûõ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãðàôèêîâ ïðèáëèæåííûõ ôóíêöèé, ïîëó÷åííûõ

ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðîâ Ôóðüå è Ôåéðà, à òàê æå ïðåäñòàâëåíû ïîëó÷åííûå

ãðàôèêè.

Â ðåçóëüòàòå ýêñïåðèìåíòà íàèëó÷øèé ðåçóëüòàò âîññòàíîâëåíèÿ ïåðè-

îäè÷åñêîé ôóíêöèè áûë ïîëó÷åí äëÿ ñëåäóþùèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ:

δ = 0.001, δ̃ = 0.0001, m = 25, γ = 0.45. Òîãäà h = 0.2512, N = 35.3624

è n(δ) = 22. Ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììû, ðåàëèçîâàííîé íà ÿçûêå Ñ++, áûëè ïî-

ëó÷åííû çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ xi, fδ̃(xi), Snfδ̃(xi) è Fnfδ̃(xi) è ïîñòðîåí ñëå-

äóþùèé ãðàôèê:

Â òåîðèè èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ãëàäêèõ ôóíêöèé îïåðàòîð Sn ïðèáëèæàåò

ïåðèîäè÷åñêóþ ôóíêöèþ ëó÷øå, ÷åì Fn. Íî íà ïðàêòèêå ðàáîòà ïðîèñõî-

äèò íå ñ èñõîäíîé "õîðîøåé"ôóíêöèåé, à ñ ôóíêöèåé, çàäàííîé ñ ïîãðåøíî-

ñòüþ, êîòîðàÿ óæå íå ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé è ãëàäêîé. Òî åñòü â îöåíêàõ

‖Snf−f‖C ≤ ‖Sn‖L2→Cδ+‖Snf−f‖C è ‖Fnf−f‖C ≤ ‖Fn‖L2→Cδ+‖Fnf−f‖C
áîëüøóþ ðîëü èãðàåò ñëàãàåìûå ‖Sn‖L2→Cδ è ‖Fn‖L2→Cδ ñîîòâåòñâåííî. È ýòè
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Ðèñóíîê 2 � ÷åòâåðòûé ýêñïåðèìåíò

ñëàãàåìûå èãðàþò áîëüøóþ ðîëü â ïðàêòè÷åñêîì ïðèìåíåíèè äàííûõ îïðàòî-

ðîâ ïðè âîññòàíîâëåíèè ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé, çàäàííûõ ñ ïîãðåøíîñòüþ.

Çàêëþ÷åíèå. Â ìàãèñòåðñêîé ðàáîòå ðàññìîòðåíû çàäà÷à ìîäåëèðîâà-

íèÿ ôóíêöèè, çàäàííîé ñ ïîãðåøíîñòüþ è çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ íåïðåðûâ-

íîé ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè. Ðàçðàáîòàí ïðîäóêò ðåøåíèÿ äàííûõ çàäà÷ íà

ÝÂÌ íà âûñîêîóðîâíåâîì ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ Ñ++. Òàê æå áûëè ïîëó-

÷åíû íîðìû îïåðàòîðîâ Ôóðüå, Ôåéåðà è Âàëëå-Ïóññåíà ‖Sn‖L2→C , ‖Fn‖L2→C

è ‖τn‖L2→C ñîîòâåòñòâåííî.

Ñ ïîìîùüþ ïðîâåäåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ áûëè îáíàðóæåíû äîñòîèíñòâà è

íåäîñòàòêè ïðèâåäåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ ïåðèîäè÷å-

ñêîé ôóíêöèè â ïðàêòè÷åñêîì ïðèìåíåíèè. Áûëè ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ëó÷øèõ

ðåçóëüòàòîâ â ìîäåëèðîâàíèè ôóíêöèè, çàäàííîé ñ ïîãðåøíîñòüþ. Ñ ïîìî-

ùüþ îïåðàòîðà Ôåéåðà Fn áûëî ïîëó÷åííî ëó÷øåå ïðèáëèæåíèå ôóíêöèè, çà-

äàííîé ñ ïîãðåøíîñòüþ, ÷åì ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà Ôóðüå Sn è Âàëëå-Ïóññåíà

τn. Õîòÿ, èç òåîðèè ïðèáëèæåíèé èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ãëàäêèõ ïåðèîäè÷åñêèõ

ôóíêöèé îïåðàòîð Âàëëå-Ïóññåíà τn äà¼ò ëó÷øåå ïðèáëèæåíèå, ÷åì îïåðàòîð

Ôåéåðà Fn è Ôóðüå Sn. Íî òàê êàê çàäà÷à ðåøàåòñÿ íå äëÿ èñõîäíîé ãëàäêîé

ôóíêöèè, à äëÿ ñìîäåëèðîâàííîé, êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé è ïåðèîäè÷å-

ñêîé, òî ïîëó÷èëè ïðîòèâîïîëîæíûå ðåçóëüòàòû äëÿ äàííûõ îïåðàòîðîâ.
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