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Ââåäåíèå.

Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ íåêîòîðûõ âîïðîñîâ òåîðèè èíòå-

ãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé â êîìïëåêñíîé îáëàñòè è ïðîáëåìû ïàðàìåòðè÷å-

ñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé. Õîðîøî

èçâåñòíà òåîðèÿ èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå è Âàòñîíà(êàê ñïåöè-

àëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ìåëëèíà) è òåîðèÿ, ðàçâèòàÿ Ì.Ì.Äæðáàùÿíîì, â

ñòðåìëåíèè íàéòè íåêîòîðîå ñðåäíåå ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùåå õàðàêòåðíûå

ïðèçíàêè óêàçàííûõ äâóõ - ïðåîáðàçîâàíèå ñ ÿäðàìè, âûðàæàåìûìè ñ ïî-

ìîùüþ ôóíêöèé òèïà Ìèòòàã-Ëåôôë¼ðà è å¼ êîíòèíóàëüíûìè àíàëîãàìè �

ôóíêöèÿìè Âîëüòåððà. Îäíàêî â îòëè÷èå îò ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå è Âàòñî-

íà, ãäå ïðÿìûå è îáðàòíûå èíòåãðàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ âûðàæàþòñÿ ñõîä-

íûìè ÿäðàìè, ïðåîáðàçîâàíèå ñ ÿäðàìè Ìèòòàã-Ëåôôë¼ðà è Âîëüòåððà òðå-

áóåò îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ñ ÿäðàìè òèïà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå è íàîáî-

ðîò, òî åñòü, ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îáðàùàåòñÿ ïîñðåäñòâîì ïðåîáðàçîâàíèé

ñ ÿäðàìè Ìèòòàã-Ëåôôë¼ðà.

Â äàííîé ðàáîòå â êà÷åñòâå ïðîáëåìû, òðåáóþùåé äàëüíåéøåãî èññëå-

äîâàíèÿ, ïðåäëîæåí íåñêîëüêî èíîé ïîäõîä, à èìåííî, Ñ.Í.Êàáàíîâûì áûëî

çàìå÷åíî, ÷òî ÿäðà ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå è Âàòñîíà ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè

ôóíêöèÿìè ñîîòâåòñòâóþùèõ îïåðàòîðîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà, ïîðîæä¼ííûõ ñà-

ìîñîïðÿæ¼ííûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè âûðàæåíèÿìè, è ñîîòâåòñòâóþò ñëó-

÷àÿì êîýôôèöèåíòîâ äèôôåðåíöèàëüíîãî âûðàæåíèÿ ðàâíûõ åäèíèöå è x

ñîîòâåòñòâåííî. Â ýòîé ñâÿçè áûëà ïîñòàâëåíà çàäà÷à âûÿñíèòü, êàêîìó ïî-

òåíöèàëüíî âîçìîæíîìó èíòåãðàëüíîìó ïðåîáðàçîâàíèþ ñîîòâåòñòâóåò íåêèé

ïðîìåæóòî÷íûé ñëó÷àé, à èìåííî äðîáíî-ñòåïåííîé ñëó÷àé êîýôôèöèåíòà

ñàìîñîïðÿæ¼ííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî âûðàæåíèÿ. Îêàçàëîñü, ÷òî ýòîò ñëó-

÷àé â ÷àñòíîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðîâ ñîîòâåòñòâóåò ãëàâíîé ÷àñòè àñèìïòîòè-

÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ÿäðà Ìèòòàã-Ëåôôë¼ðà, à ñàìî èíòåãðàëüíîå ïðåîá-

ðàçîâàíèå Ìèòòàã-Ëåôôë¼ðà ÿâëÿåòñÿ â îïðåäåë¼ííîì ñìûñëå íåêèì ñðåä-
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íèì ìåæäó ïðåîáðàçîâàíèÿìè Ôóðüå è Âàòñîíà, òàê êàê â àñèìïòîòè÷åñêîì

ïðåäñòàâëåíèè Ôóíêöèé òèïà Ìèòòàã-Ëåôôë¼ðà ñîäåðæàòñÿ êàê ýêñïîíåíöè-

àëüíûå, òàê è ñòåïåííûå ñëàãàåìûå. Â ðàáîòå ïðèâåäåíû êðàòêèå ýëåìåíòû

òåîðèè èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå è Âàòñîíà, íåîáõîäèìûå àñèìï-

òîòè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèé òèïà Ìèòòàã-Ëåôôë¼ðà è íåêîòîðûå âû-

÷èñëåíèÿ â ïîëüçó óêàçàííûõ âûøå ïðåäïîëîæåíèé.

Öåëüþ äàííîé ðàáûîòû áûëî óñòàíîâëåíèå ñâÿçè ìåæäó ïðåîáðàçîâà-

íèÿìè Ôóðüå, Âàòñîíà è Ìèòòàã-Ëåôôë¼ðà.

Âûïóñêíàÿ êâàëèôèêàöèîííàÿ ðàáîòà ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ÷åòûð¼õ

ðàçäåëîâ è ñïèñêà èñïîëüçîâàííûõ èñòî÷íèêîâ.

Â ïåðâîì ðàçäåëå ïðèâîäèòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ôóíäàìåíòàëüíîé òåîðå-

ìû Ïëàíøåðåëÿ î ïîñòðîåíèè è îñíîâíûõ ñâîéñòâàõ îïåðàòîðà Ôóðüå äëÿ

ôóíêöèé êëàññà L2(−∞,+∞). Êðîìå òîãî, áóäóò ïðèâåäåíû íåêîòîðûå òè-

ïè÷íûå òåîðåìû î ñâ¼ðñòêå, ñõîäèìîñòè è ñóììèðóåìîñòè ïðåîáðàçîâàíèé

Ôóðüå â êëàññå L2.

Âî âòîðîì ðàçäåëå èçëàãàþòñÿ òåîðåìû îá îáîáù¼ííûõ èíòåãðàëüíûõ

ïðåîáðàçîâàíèÿõ ñ ÿäðàìè òèïà Ôóðüå-Âàòñîíà â êëàññàõ L2(0,+∞), èçâåñò-

íûå ïîä íàçâàíèåì òåîðåì Âàòñîíà, ïðè ýòîì ïðèâîäèòñÿ òàêæå ðÿä âàæíûõ

ïðèìåðîâ òàêèõ ÿäåð.

Â òðåòüåì ðàçäåëå ïðèâîäèòñÿ îáîáùåíèå òåîðåìû Âàòñîíà íà ñëó÷àé

íåîðòîãîíàëüíûõ ÿäåð. Ïðèâîäÿòñÿ ïðèåìðû áèîðòîãîíàëüíûõ ôóíêöèé ÿäåð

Ôóðüå-Âàòñîíà.

Â ÷åòâ¼ðòîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàçëè÷íûå ñîáñòâåííûå ôóíê-

öèè äèôååðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ, ïîðîæä¼ííûõ ñàìîñîïðÿæåííûì äèô-

ôåðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì ïåðâîãî ïîðÿäêà, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé ÿäðà

ðàçëè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé.
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Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû.

1.Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå â êëàññå L2. Â ýòîì ïóíêòå ïðèâîäèòñÿ

äîêàçàòåëüñòâî ôóíäàìåíòàëüíîé òåîðåìû Ïëàíøåðåëÿ î ïîñòðîåíèè è îñ-

íîâíûõ ñâîéñòâàõ îïåðàòîðà Ôóðüå äëÿ ôóíêöèé êëàññà L2(−∞,+∞).

1.1(a) Òåîðåìà 1.1. Ïóñòü f(x) - ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ èç êëàññà

L2(−∞,+∞). Òîãäà:

1◦. Ôîðìóëà

F (u) =
1√
2π

d

du

+∞∫
−∞

f(t)
e−iut − 1

−it
dt (1)

ïî÷òè âñþäó íà âñåé îñè (−∞,+∞) îïðåäåëÿåò ôóíêöèþ F (u) ≡ F [f ] ∈

L2(−∞,+∞). Äâîéñòâåííàÿ ôîðìóëà

f(x) =
1√
2π

d

dx

+∞∫
−∞

F (u)
eixu − 1

iu
du (2)

òàêæå ñïðàâåäëèâà ïî÷òè âñþäó.

Êðîìå òîãî, äëÿ ïàðû ôóíêöèé f(x) è F (u) = F [f ] èìååò ìåñòî ðàâåí-

ñòâî Ïàðñåâàëÿ
+∞∫
−∞

|F (u)|2 du =

+∞∫
−∞

|f(x)|2 dx. (3)

2◦. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå F (u) = F [f ] è åãî îáðàùåíèå f(x) = F−1[f ],

çàäàâàåìûå ñîîòâåòñòâåííî ôîðìóëàìè (1) è (2), ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû òàê-

æå ïðåäåëüíûìè ñîîòíîøåíèÿìè

F (u) = 1.i.m.
σ→+∞

1√
2π

+σ∫
−σ

f(t)e−iutdt, (4)

f(x) = 1.i.m.
σ→+∞

1√
2π

+σ∫
−σ

F (u)eixudu. (5)
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3◦. Åñëè g(x) - ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ èç êëàññà L2(−∞,+∞) è

G(u) =
1√
2π

d

du

+∞∫
−∞

g(t)
e−iut − 1

−it
dt, (6)

òî äëÿ ïàðû ôóíêöèé f(x) è g(x) è èõ ïðåîáðàçîâàíèé F (u) è G(u) èìååò

ìåñòî îáîáù¼ííîå ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ

+∞∫
−∞

F (u)G(u)du =

+∞∫
−∞

f(x)g(x)dx. (7)

(á) Îáîáù¼ííîå ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ (7) äîïóñêàåò äàëüíåéøåå îáîá-

ùåíèå.

Òåîðåìà 1.2. Ïóñòü ôóíêöèè f(x) è g(x) ïðèíàäëåæàò êëàññó L2(−∞,+∞),

ïðè÷¼ì F (u) = F [f ], G(u) = F [g]. Òîãäà:

1◦. Ñâ¼ðòêà ôóíêöèé f(x) è g(x), ò.å. èíòåãðàë

k(x) =

+∞∫
−∞

f(y)g(x− y)dy =

+∞∫
−∞

f(x− y)g(y)dy, (8)

ñóùåñòâóåò ïðè ëþáîì x è ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé îò x, ñòðåìÿùåé-

ñÿ ê íóëþ ïðè x→ ±∞; ïðè ýòîì

sup
−∞<x<+∞

|k(x)| 6 ‖f‖2 ‖g‖2 . (9)

2◦. Äëÿ âñåõ x, −∞ < x < +∞, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
+∞∫
−∞

F (u)G(u)eixudu =

+∞∫
−∞

f(x− y)g(y)dy. (10)

1.2. Ïðèâåä¼ì òåïåðü íåêîòîðûå ïðåäëîæåíèÿ î ñõîäèìîñòè â îáû÷íîì

ñìûñëå è î ñóììèðîâàíèè èíòåãðàëîâ Ôóðüå äëÿ ôóíêöèé èç êëàññà L2.

(a) Òåîðåìà 1.3. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) ∈ L2(−∞,+∞) è â íåêîòî-

ðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè t = x èìååò îãðàíè÷åííîå èçìåíåíèå. Åñëè ïðè ýòîì

F (u) = F [f ], òî ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà îáðàùåíèÿ

1

2
[f(x+ 0) + f(x− 0)] =

1√
2π
v. p.

+∞∫
−∞

F (u)eixudu. (11)
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(á) Óñëîâèìñÿ ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèè K(x) è H(x) ñîñòàâëÿþò ôåéå-

ðîâñêóþ ïàðó âòîðîãî ðîäà, (K,H) ∈ Φ2, åñëè

1) K(x) ∈ L2(−∞,+∞), K(−x) = K(x);

2) H(x) =
√

2πF [K], 1
2π

+∞∫
−∞

H(x)dx = 1;

3)A = sup
|x|<1
{|H(x)|} < +∞, B = sup

|x|>1
{|x|α |H(x)|} < +∞ (α > 1).

Òåîðåìà 1.4. Ïóñòü (K,H) ∈ Φ2, f(x) ∈ L2(−∞,+∞) è ôóíêöèÿ

fσ(x,K) îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëàì

fσ(x,K) =
1√
2π

+∞∫
−∞

F (u)K(
u

σ
)eixudu (12)

è

fσ(x,K) =
σ

2π

+∞∫
−∞

f(x− t)H(σt)dt =
σ

2π

+∞∫
−∞

f(x+ t)H(σt)dt. (13)

Òîãäà:

1◦. Â ëþáîé òî÷êå x ∈ (−∞,+∞), äëÿ êîòîðîé

lim
h→+0

1

h

h∫
−0

|φx(t)| dt = 0, φx(t) =
f(x+ t) + f(x− t)

2
− f(x), (14)

ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

lim
σ→+∞

fσ(x,K) = f(x). (15)

2◦.Åñëè f(x) íåïðåðûâíà íà ïðîìåæóòêå (a, b), òî ñòðåìëåíèå ê ïðåäåëó

â (15) èìååò ìåñòî ðàâíîìåðíî íà ëþáîì îòðåçêå [a1, b1] ⊂ (a, b).

(â) Èç äîêàçàííîé òåîðåìû, â ÷àñòíîñòè, âûòåêàåò

Òåîðåìà 1.5. Ïóñòü f(x) ∈ L2(−∞,+∞) è F (u) = F [f ]. Òîãäà

f(x) =
1√
2π

lim
σ→+∞

σ∫
−σ

(
1− |u|

σ

)
F (u)eixudu

äëÿ âñÿêîé òî÷êè x, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ

lim
h→+0

1

h

h∫
0

∣∣∣∣f(x+ t) + f(x− t)
2

− f(x)

∣∣∣∣ dt = 0,
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ò.å. ïî÷òè âñþäó íà âñåé îñè (−∞,+∞).

1.3 Ñëåäóþùèå ïðåäëîæåíèÿ âûòåêàþò èç òåîðåìû Ïëàíøåðåëÿ.

Òåîðåìà 1.6. Ïóñòü xk−
1
2f(x) ∈ L2(0,+∞). Òîãäà:

1◦. Ôóíêöèè

F (s, a) =

a∫
1/a

f(x)xs−1dx (Re s = k) (16)

ïðè a→ +∞ ñõîäÿòñÿ â ñðåäíåì íà ïðÿìîé (k− i∞, k+ i∞), ò.å. ñóùåñòâóåò

ôóíêöèÿ F (s) ∈ L2(k − i∞, k + i∞) òàêàÿ, ÷òî

1.i.m.
a→+∞

k+i∞∫
k−i∞

|F (s)−F (s, a)|2 |ds| = 0. (17)

2◦. Ôóíêöèè

f(x, a) =
1

2πi

k+ia∫
k−ia

F (s)x−sds (0 < x < +∞) (18)

ïðè a → +∞ ñõîäÿòñÿ â ñðåäíåì ê ôóíêöèè f(x) c âåñîì x2k−1 íà ïîëóîñè

(0,+∞), ò.å.

1.i.m.
a→+∞

+∞∫
0

|f(x)− f(x, a)|2 x2k−1dx = 0. (19)

ïðè÷¼ì ïî÷òè âñþäó íà (0,+∞)

f(x) =
1

2πi

d

dx

k+i∞∫
k−i∞

F (s)
x1−s

1− s
ds. (20)

3◦. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

+∞∫
0

|f(x)|2 x2k−1dx =
1

2π

+∞∫
−∞

|F (k + it)|2 dt. (21)

4◦. Îáðàòíî, äëÿ ëþáîé ôóíêöèè F (s) ∈ L2(k − i∞, k + i∞) ôóíêöèè

(18) ïðè a → +∞ ñõîäÿòñÿ â ñðåäíåì â ñìûñëå (19) ê íåêîòîðîé ôóíêöèè
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f(x) ∈ L2(0,+∞), ïðåäñòàâèìîé â âèäå (20). Ôóíêöèè æå (16) ïðè a → +∞

ñõîäÿòñÿ ê F (s) â ñìûñëå (17), ïðè÷¼ì îïÿòü èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (21).

Òåîðåìà 1.7 Ïóñòü xk−
1
2f(x) ∈ L2(0,+∞), x

1
2−kg(x) ∈ L2(0,+∞), ïðè-

÷¼ì

F (k + it) = 1.i.m.
a→+∞

a∫
1/a

f(x)xk+it−1dx,

G (1− k + it) = 1.i.m.
a→+∞

a∫
1/a

g(x)x−k+itdx.

(22)

Òîãäà èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

+∞∫
0

f(x)g(x)dx =
1

2πi

k+i∞∫
k−i∞

F (s)G (1− s)ds. (23)

2.Ïðåîáðàçîâàíèå Âàòñîíà. Âàòñîí ïåðâûé ïîñòðîèë òåîðèþ îáîá-

ùåííûõ èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñ ÿäðàìè Ôóðüå â êëàññàõ L2. Â íà-

ñòîÿùåì ïóíêòå èçëàãàåòñÿ òåîðåìà Âàòñîíà è íåêîòîðûå å¼ ïðèìåíåíèÿ.

2.1.(a) Óñëîâèìñÿ ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèè ϕ(x) ∈ L2(0,+∞) è

Φ
(
1
2 + it

)
∈ L2(−∞,+∞) äâîéñòâåííû ïî Ìåëëèíó, åñëè ñîîòíîøåíèÿ

Φ

(
1

2
+ it

)
= 1.i.m.

a→+∞

a∫
1/a

ϕ(x)xs−1dx

(
s =

1

2
+ it

)
, (24)

ϕ(x) = 1.i.m.
σ→+∞

1

2πi

1
2+iσ∫

1
2−iσ

Φ(s)x−sds (25)

âûïîëíÿþòñÿ â ñìûñëå òåîðåìû 1.6.

Ëåììà 1.1. Ïóñòü ôóíêöèè

k(x)

x
∈ L2(0,+∞) è

K(s)

1− s
∈ L2

(
1

2
− i∞, 1

2
+ i∞

)
(26)

äâîéñòâåííû ïî Ìåëëèíó. Òîãäà óñëîâèå

+∞∫
0

k(ξx)k(ηx)

x2
dx = min(ξ, η) (ξ > 0, η > 0) (27)
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è óñëîâèå ∣∣∣∣K (1

2
+ it

)∣∣∣∣ = 1 (−∞ < t < +∞) (28)

ýêâèâàëåíòíû.

(á) Íàçîâ¼ì ôóíêöèþ k(x) ÿäðîì òèïà Ôóðüå-Âàòñîíà, åñëè

1)
k(x)

x
∈ L2(0,+∞),

2)

+∞∫
0

k(ξx)k(ηx)

x2
dx = min{ξ, η} (ξ > 0, η > 0).

(29)

Äîêàçàííóþ âûøå ëåììó ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðà-

çîì. Ëåììà 1.1'. Êëàññ W0 âñåõ ÿäåð k(x) òèïà Ôóðüå-Âàòñîíà ñîâïàäàåò ñ

ìíîæåñòâîì ôóíêöèé, ïðåäñòàâèìûõ â âèäå

k(x) = x 1.i.m.
σ→+∞

1

2π

σ∫
−σ

eiψ(t)

1
2 − it

x−
1
2−itdt. (30)

ãäå ψ(t) - ïðîèçâîëüíàÿ âåùåñòâåííàÿ èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ.

(â)Äîêàæåì òåïåðü òåîðåìó Âàòñîíà.

Òåîðåìà 2.1. 1◦. Ïóñòü ôóíêöèÿ k(x) ÿâëÿåòñÿ ÿäðîì òèïà Ôóðüå-

Âàòñîíà, ò.å.

k(x)

x
∈ L2(0,+∞),

+∞∫
0

k(ξx)k(ηx)

x2
dx = min(ξ, η) (ξ > 0, η > 0).

(31)

Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f(x) ∈ L2(0,+∞) ôîðìóëà

g(x) =
d

dx

+∞∫
0

k(xu)

u
f(u)du, x ∈ (0,+∞), (32)

îïðåäåëÿåò ïî÷òè âñþäó ôóíêöèþ g(x) òàêæå èç êëàññà L2(0,+∞).

Äâîéñòâåííàÿ ôîðìóëà

f(x) =
d

dx

+∞∫
0

k(xu)

u
g(u)du, x ∈ (0,+∞), (33)
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òàêæå ñïðàâåäëèâà ïî÷òè âñþäó, ïðè÷¼ì èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

+∞∫
0

|f(x)|2dx =

+∞∫
0

|g(x)|2dx. (34)

2◦. Îáðàòíî, åñëè äâîéñòâåííûå ôîðìóëû (32), (33) âåðíû äëÿ ëþáîé

ôóíêöèè f(x) ∈ L2(0,+∞, òî ôóíêöèÿ k(x) ÿâëÿåòñÿ ÿäðîì òèïà Ôóðüå-

Âàòñîíà.

(ã) Â ýòîì ïóíêòå ïðèâîäèòñÿ ñëåäñòâèå èç òåîðåìû 2.1.

(ä) Îòìåòèì òàêæå åù¼ îäíî ïðåäëîæåíèå, ïîçâîëÿþùåå îáðàçîâàòü

íîâûå ÿäðà òèïà Ôóðüå-Âàòñîíà.

Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü ôóíêöèè k(x) è l(x) ÿâëÿþòñÿ ÿäðàìè òèïà Ôóðüå-

Âàòñîíà, ò.å. k(x)x è l(x)
x ïðèíàäëåæàò êëàññó L2(0,+∞) è, êðîìå òîãî,

+∞∫
0

k(ξx)k(ηx)

x2
dx =

+∞∫
0

l(ξx)l(ηx)

x2
dx = min(ξ, η) (ξ > 0, η > 0).

Åñëè m
(
1
x

)
åñòü l-ïðåîáðàçîâàíèå ôóíêöèè k(x)

x , ò.å. ïî÷òè âñþäó

m

(
1

x

)
=

d

dx

+∞∫
0

l(xu)

u

k(u)

u
du, x ∈ (0,+∞), (35)

òî ôóíêöèÿ m(x) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ÿäðîì Ôóðüå-Âàòñîíà.

2.2. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Âàòñîíà 2.1 èëè òåîðåìó 2.2, ìîæíî ïîëó÷èòü

ðÿä èçâåñòíûõ èç àíàëèçà èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé.

(a) Êîñèíóñ- è ñèíóñ- ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå-Ïëàíøåðåëÿ.

(á) Ïðåîáðàçîâàíèå Ãèëüáåðòà íà ïîëóîñè (0,+∞).

(â) Ïðåîáðàçîâàíèå Õàíêåëÿ.

3.Áèîðòîãîíàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ Âàòñîíà. Â íàñòîÿùåì ïóíê-

òå ïðèâîäèòñÿ îáîáùåíèå òåîðåìû Âàòñîíà íà ñëó÷àé íåîðòîãîíàëüíûõ ÿäåð.

3.1.(a) Ïóñòü ôóíêöèè

k(x)

x
∈ L2(0,+∞) è

K(s)

1− s
∈ L2

(
1

2
− i∞, 1

2
+ i∞

)
, (36)
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à òàêæå ôóíêöèè

h(x)

x
∈ L2(0,+∞) è

H(s)

1− s
∈ L2

(
1

2
− i∞, 1

2
+ i∞

)
, (37)

äâîéñòâåííû ïî Ìåëëèíó.

Òîãäà, êàê è âûøå (ëåììà 1.1), ëåãêî óñòàíîâèòü, ÷òî óñëîâèå

+∞∫
0

k(ξx)k(ηx)

x2
dx = min(ξ, η) (ξ > 0, η > 0) (38)

è óñëîâèå

K(s)H(1− s) = 1

(
Res =

1

2

)
(39)

ýêâèâàëåíòíû.

(á) Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü äâîéñòâåííûå ïî Ìåëëèíó ôóíêöèè (36) è (37)

òàêîâû, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (38) è, êðîìå òîãî, èìååì òàêæå

sup
−∞<t<+∞

∣∣∣∣K (1

2
+ it

)∣∣∣∣2 6 A(k) < +∞,

sup
−∞<t<+∞

∣∣∣∣H (1

2
+ it

)∣∣∣∣2 6 B(h) < +∞.
(40)

Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1◦. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f(x) ∈ L2(0,+∞) ôîðìóëû

gk(x) =
d

dx

+∞∫
0

k(xu)

u
f(u)du,

gh(x) =
d

dx

+∞∫
0

h(xu)

u
f(u)du, x ∈ (0,+∞),

(41)

îïðåäåëÿþò ïî÷òè âñþäó ôóíêöèè gk(x) è gh(x), ïðèíàäëåæàùèå êëàññó L2(0,+∞).

Äâîéñòâåííûå ôîðìóëû

f(x) =
d

dx

+∞∫
0

h(xu)

u
gk(u)du,

f(x) =
d

dx

+∞∫
0

k(xu)

u
gh(u)du, x ∈ (0,+∞),

(42)
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òàêæå èìåþò ìåñòî ïî÷òè âñþäó.

2◦. Ñïðàâåäëèâ àíàëîã ðàâåíñòâà Ïàðñåâàëÿ

+∞∫
0

gk(x)gh(x)dx =

+∞∫
0

|f(x)|2dx, (43)

à òàêæå íåðàâåíñòâà

B−1(h)

+∞∫
0

|f(x)|2dx 6

+∞∫
0

|gk(x)|2dx 6 A(k)

+∞∫
0

|f(x)|2dx,

A−1(k)

+∞∫
0

|f(x)|2dx 6

+∞∫
0

|gh(x)|2dx 6 B(h)

+∞∫
0

|f(x)|2dx,

(44)

(â) Â ýòîì ïóíêòå ïðèâîäèòñÿ ñëåäñòâèå èç òåîðåìû 3.1.

3.2.Äàëåå ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû áèîðòîãîíàëüíûõ ôóíêöèé ÿäåð Ôóðüå-

Âàòñîíà.

(à) Ïðåîáðàçîâàíèÿ òèïà Ãèëüáåðòà.

(á)Ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèå ÿäðà.

Ïðåîáðàçîâàíèå ñ ÿäðàìè Ìèòòàã-Ëåôôë¼ðà êàê "ïðîìåæó-

òî÷íîå"ìåæäó ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñ ÿäðàìè Ôóðüå è Âàòñîíà. Â äàí-

íîé ðàáîòå ïðåäëîãàåòñÿ îáùèé âçãëÿä íà èíòåãðàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ â

êîìïëåêñíîé îáëàñòè. Ýòîò ïîäõîä âûäåëÿåò ÿäðà ðàçëè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ

ïðåîáðàçîâàíèé ïî ñëåäóþùåìó ïðèíöèïó.

Êàæäîå òàêîå ÿäðî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñîáñòâåííóþ ôóíêöèþ äèôôå-

ðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà, ïîðîæä¼ííîãî ñàìîñîïðÿæ¼ííûì äèôôåðåíöèàëü-

íûì âûðàæåíèåì 1-îãî ïîðÿäêà.

Ðàññìîòðèì îáùèé âèä ñàìîñîïðÿæ¼ííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî âûðà-

æåíèÿ íå÷¼òíîãî ïîðÿäêà (â íàøåì ñëó÷àå 1-îãî ïîðÿäêà) ïðåäñòàâèìûé â

âèäå

l2ν−1(y) =
1

2

[
(ipy(ν−1))(ν) + (ipy(ν))(ν−1)

]
(45)

ãäå p = p(x).
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Ïîëîæèâ â (45) ν = 1, ïîëó÷èì

l1(y) = i(py′ +
1

2
p′y); (46)

Ðàññìîòðèì 3 ñëó÷àÿ:

1) Ïîëîæèì â (46) p(x) ≡ 1. Çíàÿ, ÷òî ðåøåíèå ïðåäñòàâèìî â âèäå

l1(y) = λ(y) ïîëó÷àåì, ÷òî ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ èìååò âèä y(x) = e−iλx, à

ýòî åñòü èçâåñòíîå ÿäðî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå.

2) Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà p(x) = x. Ïîëó÷àåì ÷òî y(x) = x−s, ãäå

s = 1
2 + iλ. Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî

óðàâíåíèÿ ýòî ÿäðî ïðåîáðàçîâàíèÿ Âàòñîíà.

Öåëüþ äàííîé ðàáîòû áûëî ðàññìîòðåíèå ïðîìåæóòî÷íîãî ñëó÷àÿ, ãäå

p(x) = xα. Îòìåòèì, ÷òî ñëó÷àé ïðè α = 0 ñîîòâåòñòâóåò ïðåîáðàçîâàíèþ

Ôóðüå, à α = 1 ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Âàòñîíà.

3) Ëåãêî ïîêàçàòü ÷òî â ñëó÷àå p(x) = xα, 0 < α < 1 ñîáñòâåííàÿ

ôóíêöèÿ îïåðàòîðà l1(y) = i(py′ + 1
2p
′y) èìååò âèä

y = Cx−
1
2αe−iλ

x1−α
1−α (47)

Âèä ýòîé ôóíêöèè ñîâïàäàåò ñ ãëàâíîé ÷àñòüþ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïðåä-

ñòàâëåíèÿ ôóíêöèè Ìèòàãã-Ëåôë¼ðà.

Eρ(z, µ) = ρzρ(1−µ)ez
ρ −

ρ∑
k=1

z−k

Γ(µ− kρ−1)
+O

(
|z|−1−ρ

)
Çàêëþ÷åíèå

Òàêèì îáðàçîì â îïðåäåë¼ííîì ñìûñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñ ÿäðàìè òèïà

Ìèòàãã-Ëåôôë¼ðà ìîãóò èãðàòü ïåðåõîäíóþ ðîëü îò ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ê

ïðåîáðàçîâàíèþ Âàòñîíà. Òàêæå ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî èñòî÷íèêîì îáîáù¼í-

íîãî èíòåãðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ñàìîñî-

ïðÿæ¼ííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî âûðàæåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà.
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