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Ââåäåíèå. Î÷åíü ìíîãèå ÷èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ ìàòåìàòè÷å-
ñêîãî àíàëèçà ñâÿçàíû ñ àïïðîêñèìàöèåé ôóíêöèé. Ê òàêèì çàäà÷àì îòíî-
ñÿòñÿ íåïîñðåäñòâåííî çàäà÷è ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé (ñãëàæèâàíèå, èíòåð-
ïîëÿöèÿ), à òàêæå çàäà÷è, â êîòîðûõ àïïðîêñèìàöèÿ ôóíêöèè ïðèñóòñòâóåò
â êà÷åñòâå ïðîìåæóòî÷íîãî øàãà àíàëèçà èëè èññëåäîâàíèÿ. Îäíîé èç òàêèõ
òèïè÷íûõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à èíòåðïîëÿöèè, êîãäà ïî çàäàííûì çíà÷å-
íèÿì íåèçâåñòíîé ôóíêöèè f(x) â òî÷êàõ x0, x1, . . . , xn, íàçûâàåìûõ óçëàìè
èíòåðïîëÿöèè, òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü ôóíêöèþ P (x), êîòîðàÿ ïðèáëèæàëà áû
èñêîìóþ ôóíêöèþ ñ òîé èëè èíîé òî÷íîñòüþ è ñîâïàäàëà ñ f(x) â óçëàõ
èíòåðïîëÿöèè. Èíûìè ñëîâàìè:

f(xi) = P (xi), i = 0, n

Ìíîãèå èç êëàññè÷åñêèõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ èíòåðïîëÿöèè, íàïðèìåð,
ìíîãî÷ëåí Ëàãðàíæà èëè èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí Íüþòîíà, èìåþò ðÿä
íåäîñòàòêîâ, ïîñêîëüêó îíè ñòðîÿòñÿ ñðàçó ïî âñåì óçëàì èíòåðïîëÿöèè. Ïðè
ýòîì óâåëè÷åíèå ÷èñëà óçëîâ ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíà è,
ñëåäîâàòåëüíî, ê ïîÿâëåíèþ êîëåáàíèé.

Äëÿ íèâåëèðîâàíèÿ ïîäîáíûõ íåäîñòàòêîâ áûëà ïðèäóìàíà ñïåöèàëüíàÿ
èíòåðïîëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ, íåïðåðûâíàÿ â óçëàõ ñêëåéêè ëîêàëüíûõ ìíî-
ãî÷ëåíîâ ïî ïðîèçâîäíûì 1-ãî, 2-ãî, 3-ãî ïîðÿäêà è òàê äàëåå. Ýòó ôóíêöèþ
íàçâàëè ñïëàéíîì.

Îñîáóþ ïîïóëÿðíîñòü ñïëàéíû ïîëó÷èëè â òåîðèè ïðèáëèæåíèÿ äëÿ ðå-
øåíèÿ çàäà÷è èíòåðïîëÿöèè. Ýòî ëîãè÷íî, âåäü ñïëàéíû îáëàäàþò õîðîøèìè
àïïðîêñèìàòèâíûìè ñâîéñòâàìè è îáåñïå÷èâàþò ïðîñòîòó ðåàëèçàöèè âû÷èñ-
ëèòåëüíûõ àëãîðèòìîâ.

Ñàì òåðìèí ¾ñïëàéí¿ áåð¼ò ñâîè èñòîêè ñ ñåðåäèíû 20-ãî âåêà èç ðàáîò
Àéçåêà Øîíáåðãà. Äàëåå, â 50-õ-70-õ ãîäàõ 20-ãî âåêà òåîðèÿ ñïëàéíîâ ïîëó-
÷èëà áóðíîå ðàçâèòèå. Ñïëàéí � ýòî íå ïðîñòî ìàòåìàòè÷åñêàÿ àáñòðàêöèÿ,
à âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ýòî ðåøåíèå óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ êàêèå-ëèáî ôè-
çè÷åñêèå ïðîöåññû.

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ è èçó÷àþòñÿ îñíîâîïîëàãàþùèå ïðèí-
öèïû ïîñòðîåíèÿ B-ñïëàéíîâ, ïðèâîäÿòñÿ îñíîâíûå òåðìèíû è ïîíÿòèÿ, à
òàêæå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî B-ñïëàéíû îáðàçóþò áàçèñ ïðîñòðàíñòâà êóñî÷íî-
ìíîãî÷ëåííûõ ôóíêöèé.

Îñíîâíàÿ ÷àñòü ðàáîòû ñîñòîèò èç ÷åòûð¼õ ðàçäåëîâ. Ïåðâûé ðàçäåë íà-
çûâàåòñÿ ¾Ðàçäåëåííûå ðàçíîñòè¿, âòîðîé ðàçäåë � ¾B-ñïëàéíû¿, òðåòèé ðàç-
äåë - ¾Áàçèñ ïðîñòðàíñòâà êóñî÷íî-ñòåïåííûõ ôóíêöèé è åãî ðàçìåðíîñòü¿
è, íàêîíåö, ÷åòâåðòûé ðàçäåë íàçûâàåòñÿ ¾Èíòåðïîëÿöèÿ äâîè÷íûìè áàçèñ-
íûìè ñïëàéíàìè 3-åé ñòåïåíè¿. Â ïåðâîì ðàçäåëå ðàññìîòðåíû îñíîâîïîëà-
ãàþùèå àñïåêòû ðàçäåëåííûõ ðàçíîñòåé, èõ ñâîéñòâà è îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ.
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Âî âòîðîì ðàçäåëå ïîäðîáíî ðàññìàòðèâàþòñÿ B-ñïëàéíû, èõ âèäû è ñâîé-
ñòâà, à òàêæå ïðèâîäÿòñÿ ñïîñîáû èõ ïîñòðîåíèÿ. Òðåòèé ðàçäåë ïîñâÿùåí
B-ñïëàéíàì êàê áàçèñó â ïðîñòðàíñòâå êóñî÷íî-ñòåïåííûõ ôóíêöèé. Â ÷åò-
âåðòîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ íîâûé âèä ñïëàéíîâ � äâîè÷íûå áàçèñíûå
ñïëàéíû, ïîñòðîåííûå ïóò¼ì èíòåãðèðîâàíèÿ ôóíêöèé èç ñèñòåìû Óîëøà.
Ïîìèìî ñàìîãî îïðåäåëåíèÿ äâîè÷íîãî áàçèñíîãî ñïëàéíà, â ÷åòâåðòîì ðàç-
äåëå ïðèâîäèòñÿ àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ èíòåðïîëÿöèîííîãî ñïëàéíà 3-åé ñòå-
ïåíè, à òàêæå óêàçûâàåòñÿ ïîãðåøíîñòü ïðè èíòåðïîëÿöèè òàêèì ñïîñîáîì.

Êîíå÷íîé öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå èíòåðïîëÿöèîííî-
ãî ñïëàéíà íà îñíîâå äâîè÷íûõ B-ñïëàéíîâ, ïîëó÷åííûõ ïóò¼ì èíòåãðèðî-
âàíèÿ ôóíêöèé èç ñèñòåìû Óîëøà. Â ðàáîòå ïðèâîäèòñÿ àëãîðèòì ïîñòðîå-
íèÿ èíòåðïîëÿöèîííîãî ñïëàéíà è äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñïëàéí, ïîñòðîåííûé ïî
òàêîìó àëãîðèòìó, áóäåò âñåãäà ÿâëÿòüñÿ èíòåðïîëÿöèîííûì ñïëàéíîì 3-åé
ñòåïåíè.

Àêòóàëüíîòü èññëåäîâàíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî èíòåðïîëÿöèÿ äâîè÷íûìè
áàçèñíûìè ñïëàéíàìè òðåáóåò ìåíüøåå êîëè÷åñòâî è ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèé,
÷åì èíòåðïîëÿöèÿ ñïëàéíàìè, ïîñòðîåííûìè ÷åðåç ðàçäåëåííûå ðàçíîñòè.

Ðåçóëüòàòîì äàííîé äèïëîìíîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïðèâåäåíèå àëãîðèòìà, ñ
ïîìîùüþ êîòîðîãî ìîæíî ñòðîèòü èíòåðïîëÿöèîííûå ñïëàéíû 3-åé ñòåïåíè.
Òàêæå äà¼òñÿ îöåíêà ïîãðåøíîñòè äëÿ èíòåðïîëÿöèè äâîè÷íûì áàçèñíûì
ñïëàéíîì.

Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû. Â îñíîâå B-ñïëàéíîâ ëåæèò îïðåäåëå-
íèå ðàçäåëåííîé ðàçíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 1. Ðàçäåëåííîé ðàçíîñòüþ ïåðâîãî ïîðÿäêà, ïîñòðîåííîé ïî
çíà÷åíèÿì ôóíêöèè â óçëàõ xi, xj íàçûâàþò îòíîøåíèå âèäà:

f [xi, xj] =
f(xj)− f(xi)

xj − xi
(1)

Îïðåäåëåíèå 2. Ðàçäåëåííîé ðàçíîñòüþ k-ãî ïîðÿäêà, ïîñòðîåííîé ïî çíà-
÷åíèÿì ôóíêöèè â óçëàõ xi, xi+1, . . . , xi+k íàçûâàþò îòíîøåíèå âèäà:

f [xi, xi+1, . . . , xi+k] =
f [xi+1, xi+2, . . . , xi+k]− f [xi, xi+1, . . . , xi+k]

xi+k − xi
(2)

Ïîä ðàçäåëåííîé ðàçíîñòüþ íóëåâîãî ïîðÿäêà ïîíèìàþò çíà÷åíèå ñàìîé
ôóíêöèè f â òî÷êå xi:

f [xi] = f(xi) (3)

Ëåììà 1. k-óþ ðàçäåëåííóþ ðàçíîñòü, âû÷èñëåííóþ â òî÷êå x = xi, ìîæíî
îïðåäåëèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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f [xi, xj, . . . , xi] =
1

k!
f (k)(xi) (4)

Â äàííîì âûðàæåíèè óçåë xi ó÷àñòâóåò k + 1 ðàç.

Ñëåäñòâèå 1. Ðàçäåëåííàÿ ðàçíîñòü k-ãî ïîðÿäêà, âû÷èñëåííàÿ â óçëå xi,
ðàâíÿåòñÿ k-ìó ñëàãàåìîìó ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè f(x) â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñò-
íîñòè òî÷êè x = xi.

Òåîðåìà 2. Ðàçäåëåííàÿ ðàçíîñòü k-ãî ïîðÿäêà äëÿ ôóíêöèè f(x) âûðàæà-
åòñÿ ÷åðåç çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f(x) â óçëàõ xi, x(i+1), . . . , xi+k ïî ñëåäóþùåé
ôîðìóëå:

f [xixi+1, . . . , xi+k] =
i+k∑
j=1

f(xj)

W ′
i,k(xj)

, (5)

ãäå W ′
i,k(x) - ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè Wi,k(x) = (x − xi)(x − xi+1) . . . (x −

xi+k−1)(x − xi+k), âû÷èñëåííàÿ â òî÷êå x = xj. Â äàííîì ñëó÷àå èíäåêñû i,
k ãîâîðÿò îá èíäåêñå íà÷àëüíîãî óçëà è î êîëè÷åñòâå óçëîâ âñåãî, ñîîòâåò-
ñòâåííî.

Ïðÿìûì ñëåäñòâèåì èç Òåîðåìû 2 ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî ðàçäåëåííàÿ
ðàçíîñòü ëþáîãî ïîðÿäêà ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé ôóíêöèåé ñâîèõ àðãó-
ìåíòîâ:

f [xi, xi+1, . . . , xi+k] = f [xτ(i), xτ(i+1), . . . , xτ(i+k)],

ãäå τ(i) � ôóíêöèÿ, îñóùåñòâëÿþùàÿ âñåâîçìîæíûå ïåðåñòàíîâêè ìíî-
æåñòâà èíäåêñîâ {i, i+ 1, . . . , i+ k}.

Îïðåäåëåíèå 3. Ðàçäåëåííîé ðàçíîñòü ïåðâîãî ïîðÿäêà äëÿ ìíîãî÷ëåíà
p(x) íàçûâàþò îòíîøåíèå âèäà:

p[x, x0] =
p(x0)− p(x)
x0 − x

(6)

Îïðåäåëåíèå 4. Ðàçäåëåííîé ðàçíîñòüþ k-ãî ïîðÿäêà äëÿ ìíîãî÷ëåíà p(x)
íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèå âèäà:

p[x, x0, . . . , xk−1] =
p[x0, x1, . . . , xk−1]− p[x, x0, . . . , xk−2]

xk − x
(7)

Ëåììà 3. Ïóñòü p(x) � èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí äëÿ ôóíêöèè f(x).
x0, x1, . . . , xk � óçëû èíòåðïîëÿöèè. Òîãäà ðàçäåëåííûå ðàçíîñòè, ïîñòðîåí-
íûå ïî ýòèì óçëàì äëÿ ôóíêöèè f(x) è èíòåðïîëÿöèîííîãî ìíîãî÷ëåíà p(x),
áóäóò ñîâïàäàòü.
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Òàêæå â ïåðâîì ðàçäåëå ðàññìîòðåíû ñâîéñòâà ðàçäåëåííûõ ðàçíîñòåé.
Ñâîéñòâî 1. Åäèíñòâåííîñòü ðàçäåëåííûõ ðàçíîñòåé. Ðàçäåëåííûå ðàç-

íîñòè, ïîñòðîåííûå ïî ñîâîêóïíîñòè òî÷åê x0, x1, . . . , xm îïðåäåëÿþòñÿ îäíî-
çíà÷íî.

Ñâîéñòâî 2. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) ïðåäñòàâèìà â ñëåäóþùåì âèäå:

f(x) = a0 + a1x+ · · ·+ amx
m,

òî âåðíî ñëåäóþùåå:

f [x0, x1, . . . , xm] = am

f [x0, x1, . . . , xm+1] = 0

Ñâîéñòâî 3. Ñèììåòðè÷íîñòü. Ðàçäåëåííàÿ ðàçíîñòü åñòü ñèììåòðè÷å-
ñêàÿ ôóíêöèÿ ñâîèõ àðãóìåíòîâ:

f [xi, xi+1, . . . , xi+k] = f [xτ(i), xτ(i+1), . . . , xτ(i+k)],

ãäå τ(i) � ôóíêöèÿ, îñóùåñòâëÿþùàÿ âñåâîçìîæíûå ïåðåñòàíîâêè ìíî-
æåñòâà èíäåêñîâ {i, i+ 1, . . . , i+ k}.

Ñâîéñòâî 4. Ëèíåéíîñòü. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) ïðåäñòàâèìà â ñëåäóþùåì
âèäå:

f(x) = ag(x) + bh(x),

òî âåðíî ñëåäóþùåå:

f [x0, x1, . . . , xm] = a · g[x0, x1, . . . , xm] + b · h[x0, x1, . . . , xm] (8)

Ñâîéñòâî 5. Ôîðìóëà Ëåéáíèöà. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) ïðåäñòàâèìà â ñëå-
äóþùåì âèäå:

f(x) = g(x) · h(x),

òî ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà Ëåéáíèöà:

f [x0, x1, . . . , xm] =
m∑
k=0

g[x0, x1, . . . , xk] · h[xk, xk+1, . . . , xm] (9)

Âî âòîðîé ãëàâå ðàáîòû ïåðåõîäèì íåïîñðåäñòâåííî ê ïîíÿòèþ óñå÷åííîé
ñòåïåííîé ôóíêöèè è ðàññìîòðåíèþ B-ñïëàéíîâ.
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Îïðåäåëåíèå 5. Óñå÷åííîé ñòåïåííîé ôóíêöèåé áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèþ
ñëåäóþùåãî âèäà:

ϕm(t, x) =

{
(t− x)m, t > x

0, t ≤ x
(10)

Òàêæå óñå÷åííóþ ñòåïåííóþ ôóíêöèþ ìîæíî îïðåäåëèòü ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì:

ϕm(t, x) = max(0, (t− x))m

Ëåììà 4. Åñëè âñå óçëû xi, i = 0, k áóäóò òàêèìè, ÷òî ∀i, xi > x, ãäå x �
ôèêñèðîâàííûé ïàðàìåòð, òî ∀k:

ϕm−1[x0, x1, . . . , xk] = 0 (11)

Îïðåäåëåíèå 6. Ôèíèòíàÿ ôóíêöèÿ �� ýòî ôóíêöèÿ, íîñèòåëü êîòîðîé êîì-
ïàêòåí. Èíûìè ñëîâàìè, ôèíèòíàÿ ôóíêöèÿ îáðàùàåòñÿ â íîëü çà ïðåäåëàìè
íåêîòîðîãî êîìïàêòà.

Âî âòîðîé ÷àñòè âòîðîãî ðàçäåëà äà¼òñÿ îïðåäåëåíèå B-ñïëàéíàì è ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ ñïîñîáû èõ ïîñòðîåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 7. Íåíîðìèðîâàííûì i-ûì áàçèñíûì ñïëàéíîì m-ãî ïîðÿäêà
Mi,m(x) äëÿ íåóáûâàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè óçëîâ xi, xi+1, . . . , xi+m íàçû-
âàþò ðàçäåëåííóþ ðàçíîñòü m-ãî ïîðÿäêà îò óñå÷åííîé ñòåïåííîé ôóíêöèè
ϕm−1(t, x).

Mi,m(x) = ϕm−1[xi, xi+1, . . . , xi+m](x) (12)

Îïðåäåëåíèå 8. Íîðìèðîâàííûì i-ûì áàçèñíûì ñïëàéíîì m-ãî ïîðÿäêà
Ni,m(x) äëÿ íåóáûâàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè óçëîâ xi, xi+1, . . . , xi+m íàçû-
âàþò ðàçäåëåííóþ ðàçíîñòü m-ãî ïîðÿäêà îò óñå÷åííîé ñòåïåííîé ôóíêöèè
ϕm−1(t, x).

Ni,m(x) = (xi+m − xi)ϕm−1[xi, xi+1, . . . , xi+m](x) (13)

Ëåììà 5. Ïóñòü B-ñïëàéí ïîñòðîåí ïî íåóáûâàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
(m + 1) óçëîâ xa, xa+1, . . . , xa+m−1, xa+m. Ïóñòü xb = xa+m. Òîãäà B-ñïëàéí
áóäåò îòëè÷åí îò íóëÿ òîëüêî íà îòðåçêå xa ≤ x < xb, èëè, Na,m(x) = 0 ïðè
x < xa è x ≥ xb.
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Íîðìèðîâàííûé B-ñïëàéí Ni,m(x) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåì âèäå,
âîñïîëüçîâàâøèñü îïðåäåëåíèåì ðàçäåëåííîé ðàçíîñòè:

Na,m(x) = ϕm−1[xa+1, xa+2, . . . , xb](x)− ϕm−1[xa, xa+1, . . . , xb−1](x) (14)

B-ñïëàéíû ìîæíî îïðåäåëÿòü ÷åðåç ðàçäåëåííûå ðàçíîñòè, îäíàêî íà ïðàê-
òèêå ñóùåñòâóþò áîëåå óäîáíûå ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ, ïîçâîëÿþùèå
âû÷èñëÿòü B-ñïëàéíû ïîðÿäêà m ÷åðåç B-ñïëàéíû áîëåå íèçêèõ ïîðÿäêîâ.
Òàêèå ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ íàçûâàþòñÿ Ôîðìóëàìè Êîêñà-äå Áóðà.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü èìååòñÿ íåóáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óçëîâ

xa, xa+1, . . . , xa+m−1, xa+m = xb,

à òàêæå íîðìèðîâàííûé Na,m(x) è íåíîðìèðîâàííûéMa,m(x) B-ñïëàéíû, ïî-
ñòðîåííûå ïî ýòèì óçëàì. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ðåêóððåíòíûå ñî-
îòíîøåíèÿ:

1. Äëÿ Ma,m(x):

Ma,m(x) =
(xb − x)Ma+1,m−1(x) + (x− xa)Ma,m−1(x)

xb − xa
(15)

2. Äëÿ Na,m(x)

Na,m(x) =
xb − x

xb − xa+1
Na+1,m−1(x) +

x− xa
xb − xa

Na,m−1(x) (16)

Êàê ìîæíî çàìåòèòü, B-ñïëàéí ïîðÿäêàm âû÷èñëÿåòñÿ ÷åðåç äâà B-ñïëàéíà
ïîðÿäêà (m−1). Îäèí èç ýòèõ äâóõ B-ñïëàéíîâ ïðèìûêàåò ê íà÷àëó èñêîìî-
ãî, à äðóãîé � ê êîíöó. Áîëåå òîãî, êàæäûé èç ýòèõ äâóõ B-ñïëàéíîâ áåðåòñÿ ñ
êîýôôèöèåíòîì, ïðîïîðöèîíàëüíûì ðàññòîÿíèþ îò êðàéíåãî óçëà çàäàííîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè óçëîâ, ïðè÷åì ñóììà ýòèõ êîýôôèöèåíòîâ ðàâíà 1:

xb − x
xb − xa

+
x− xa
xb − xa

=
xb − xa
xb − xa

= 1

Ôîðìóëû Êîêñà-äå Áóðà ïîìîãàþò ñîñòàâèòü ñõåìó âû÷èñëåíèÿ B-ñïëàéíîâ.
Íàïðèìåð, B-ñïëàéíû 1-ãî ïîðÿäêà ìîæíî âû÷èñëèòü íåïîñðåäñòâåííî ÷åðåç
ðàçäåëåííûå ðàçíîñòè (èç îïðåäåëåíèÿ). Îíè áóäóò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì
îáðàçîì:
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Ma,1(x) =

{
1

xa+1−xa , xa ≤ x < xa+1

0, x < xa, x ≥ xa+1

Na,1(x) =

{
1, xa ≤ x < xa+1

0, x < xa, x ≥ xa+1

(17)

B-ñïëàéíû áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ âû÷èñëÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî ïî ôîð-
ìóëàì Êîêñà-äå Áóðà.

Òðåòèé ðàçäåë äèïëîìíîé ðàáîòû ñêîíöåíòðèðîâàí íà ïîíÿòèè áàçèñà
ïðîñòðàíñòâà êóñî÷íî-ñòåïåííûõ ôóíêöèé, à òàêæå íà äîêàçàòåëüñòâå òîãî,
÷òî ñèñòåìà èç B-ñïëàéíîâ îáðàçóåò áàçèñ ïðîñòðàíñòâà êóñî÷íî-ìíîãî÷ëåííûõ
ôóíêöèé.

Îïðåäåëåíèå 9. Ôóíêöèþ f(x) áóäåì íàçûâàòü êóñî÷íî-ìíîãî÷ëåííîé (êóñî÷íî-
ïîëèíîìèàëüíîé), åñëè îíà èìååò ñëåäóþùèé âèä:

f(x) =



P1(x), x0 ≤ x < x1

P2(x), x1 ≤ x < x2

· · ·
Pn(x), xn−1 ≤ x < xn

(18)

Òåîðåìà 7. Ìíîæåñòâî Pk,ξ åñòü ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî.

Ëåììà 8. Ïóñòü X � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, (e1, e2, . . . , em) � ñèñòåìà ýëå-
ìåíòîâ â X. Åñëè ñóùåñòâóåò ñèñòåìà ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ λi(x), i = 1,m
â X òàêàÿ, ÷òî

λi(ej) = δi,j =

{
1, i = j

0, i 6= j

òî ñèñòåìà ýëåìåíòîâ (e1, e2, . . . , em) ëèíåéíî íåçàâèñèìà.

Îïðåäåëåíèå 10. Îïåðàòîðîì ñêà÷êà ôóíêöèè f(x) â òî÷êå xj áóäåì íàçû-
âàòü ðàçíîñòü çíà÷åíèé ôóíêöèè â òî÷êàõ xj + 0 è xj − 0, ñîîòâåòñòâåííî.

jumpf(xj) = f(xj + 0)− f(xj − 0)

Òåîðåìà 9. Ñèñòåìà ôóíêöèé ϕi,j, îïðåäåëÿåìàÿ â (3.2) è (3.3), ëèíåéíî
íåçàâèñèìà.

8



Òåîðåìà 10. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) ∈ Pk,ξ. Òîãäà ïðè x ∈ [x1, xn) f(x) ïðåä-
ñòàâèìà â ñëåäóþùåì âèäå:

f(x) =
k−1∑
i=1

f (i)(x1)ϕi,1(x)+

+
k−1∑
i=1

jumpf (i)(x2)ϕi,2(x) + · · ·+

+
k−1∑
i=1

jumpf (i)(xn)ϕi,n(x),

ãäå ôóíêöèè ϕi,1(x) è ϕi,j(x) îïðåäåëÿþòñÿ ñîãëàñíî óòâåðæäåíèÿì (3.2)
è (3.3), ñîîòâåòñòâåííî.

Òåîðåìà 11. Ñèñòåìà ôóíêöèé ϕi,j îáðàçóåò áàçèñ ïðîñòðàíñòâà êóñî÷íî-
ìíîãî÷ëåííûõ ôóíêöèé Pk,ξ.

Ñëåäñòâèå 2. Ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà Pk,ξ ðàâíà k · s.

Çàòåì ðàññìàòðèâàåòñÿ íå âñ¼ ïðîñòðàíñòâî Pk,ξ, à åãî ïîäïðîñòðàíñòâî.
Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ïðè îïðåäåëåíèè êóñî÷íî-ìíîãî÷ëåííûõ ôóíêöèé
f(x) ∈ Pk,ξ íå ââîäÿòñÿ óñëîâèÿ íà òî÷êè ñêëåéêè îòäåëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ.

Ëåììà 12. Ôóíêöèè ϕi,j, i = vj, k − 1, j = 2, n îáðàçóþò áàçèñ ïîäïðîñòðàí-
ñòâà Pk,ξ,v.

Ñëåäñòâèå 3. Ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà Pk,ξ,v ðàâíà k +
∑n

j=2(k − vj).

Òåîðåìà 13. Ïóñòü Pk,ξ,v � ïîäïðîñòðàíñòâî êóñî÷íî-ìíîãî÷ëåííûõ ôóíê-
öèé ñ çàäàííûìèóñëîâèÿìè, à x1 < x2 < · · · < xn−1 < xn � ñèñòåìà óçëîâ.
Äîïîëíèì ñèñòåìó óçëîâ òî÷êàìè t1 ≤ t2 ≤ · · · ≤ tk = x1, xn+1 = ts+1 ≤
ts+2 ≤ · · · ≤ ts+k, ãäå s = k +

∑n
j=2(k − vj) � ðàçìåðíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâà

Pk,ξ,v. Ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó òî÷åê îáîçíà÷èì {tj}s+kj=0.
Ðàññìîòðèì äëÿ i = 0, s íîðìèðîâàííûå B-ñïëàéíû:

Ni,k(x) = (xi+k − xi)σk−1[xi, xi+1, . . . , xi+k](x)

Òîãäà ñèñòåìà ôóíêöèé {Ni,k}si=1 îáðàçóåò áàçèñ ïîäïðîñòðàíñòâà Pk,ξ,v íà
èíòåðâàëå (x0, xn) = (tk, ts).

×åòâåðòûé ðàçäåë ðàáîòû ïîñâÿùåí äâîè÷íûì áàçèñíûì ñïëàéíàì è àë-
ãîðèòìó ïîñòðîåíèÿ èíòåðïîëÿöèîííîãî ñïëàéíà ÷åðåç äâîè÷íûé áàçèñíûé
ñïëàéí 3-åé ñòåïåíè.
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Ïóñòü If(x) =
x∫
0

f(t) dt(x ∈ [0, 1]) � îïåðàòîð èíòåãðèðîâàíèÿ, rn(t) =

sgn sin 2n+1πt�ôóíêöèè Ðàäåìàõåðà,W2n−1(x) =
n−1∏
k=0

rk(x)�ôóíêöèè Óîëøà

â íóìåðàöèè Ïýëè, f(x) � èíòåðïîëèðóåìàÿ ôóíêöèÿ.

Ðèñ. 0.1 W7(x) Ðèñ. 0.2
ψ′′(x)

25
= (23I)W7(x)

Ðèñ. 0.3
ψ′(x)

22
= (23I)2W7(x)

Ðèñ. 0.4 ψ(x) = (22I)(23I)2W7(x)

Îïðåäåëåíèå 11. Ôóíêöèþ ψ(x), ãäå

ψ(x) =

{
(22I)(23I)2W7(x), x ∈ [0, 1]

0, x 6∈ [0, 1]
(19)

áóäåì íàçûâàòü äâîè÷íûì áàçèñíûì ñïëàéíîì 3-åé ñòåïåíè.

Ôóíêöèÿ ψ(x) åñòü êóñî÷íî-ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ, ñîâïàäàþùàÿ ñ ìíîãî-

÷ëåíîì 3-åé ñòåïåíè íà êàæäîì îòðåçêå [
n

8
,
n+ 1

8
] (n = 0, 1, 2, . . . , 7). Ôóíê-

öèÿ ψ(x) ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî òî÷êè x = 1
2 .
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Äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ ïîëîæèì ôóíêöèþ ϕ(x) ðàâíîé ψ(n8x),
ò.å. ïðèìåíèì ê èçíà÷àëüíîé ñïëàéí-ôóíêöèè ñæàòèå è áóäåì ðàññìàòðèâàòü
å¼ íà îòðåçêå 8

n , ñîñòîÿùåì èç n ó÷àñòêîâ. Òîãäà supp ϕ(x) = [0, 8n ]. ϕ(x)
åñòü ìíîãî÷ëåí 3-åé ñòåïåíè íà îòðåçêàõ [ jn ,

j+1
n ], j = 0, 7 ñ òî÷êàìè ñêëåéêè

xk =
k
n (k = 1, 2, . . . , 7).

Èíòåðïîëÿöèîííûé B-ñïëàéí ñòðîèòñÿ ðåêóðñèâíî. Íà ïåðâîì øàãå ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ ôóíêöèÿ ϕ(x + 7

n), êîòîðàÿ åñòü ñäâèã ôóíêöèè ϕ(x) âëåâî íà
7
n èíòåðâàëîâ.

S−2(x) =
ϕ(x+ 7

n)

ϕ′′( 7n)
m2 (20)

Íà âòîðîì øàãå ðàññìàòðèâàåòñÿ ôóíêöèÿ ϕ(x+ 6
n).

S−1(x) = S−2(x) +
ϕ(x+ 6

n)

ϕ′( 6n)
· (m1 − S ′−2(0)) (21)

Íà òðåòüåì øàãå ñòðîèì ñïëàéí S0(x), èñïîëüçóÿ ôóíêöèþ ϕ(x+ 4
n):

S0(x) = S−1(x) +
ϕ(x+ 4

n)

ϕ( 4n)
·
(
f

(
0

n

)
− S−1

(
0

n

))
(22)

Íà äàëüíåéøèõ ýòàïàõ ñïëàéí çàäà¼òñÿ ñëåäóþùèì óðàâíåíèåì:

Sk(x) = Sk−1(x) +
ϕ(x+ k−1

n )

ϕ( 1n)
·
(
f

(
k

n

)
− Sk−1

(
k

n

))
(23)

Ïðè ýòîì èìååì:

Sk

(
k

n

)
= Sk−1

(
k

n

)
+
ϕ( 1n)

ϕ( 1n)
·
(
f

(
k

n

)
− Sk−1

(
k

n

))
= f

(
k

n

)

S ′′k(0) = m2

S ′k(0) = m1

Â êîíå÷íîì èòîãå ïîëó÷àåì ñïëàéí S(x) = Sk(x) òàêîé, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ
ñëåäóþùèå êðàåâûå óñëîâèÿ:

S(
k

n
) = f(

k

n
) (k = 0, 1, . . . , n)

S ′′(0) = m2

S ′(0) = m1
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Òåîðåìà 14. Ïóñòü S̃(x) - ñïëàéí 3-åé ñòåïåíè äåôåêòà 2, èíòåðïîëèðóþùèé
ôóíêöèþ f(x) â óçëàõ èíòåðïîëÿöèè xk = k

n (k = 0, 1, . . . , n).
Åñëè ïðè ïîñòðîåíèè ñïëàéíà S(x) ïî ïðèâåäåííîìó âûøå àëãîðèòìó âû-

áðàòü m2 = S̃ ′′(0), m1 = S̃ ′(0), òî ìû ïîëó÷èì ñïëàéí S̃(x).

Ñëåäñòâèå 4. Ïîñòîÿííûå m1 è m2 ìîæíî ïîäîáðàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òî
äëÿ ðàçíîñòè S(x)− f(x) áóäóò ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà:

|S ′′(x)− f ′′(x)| ≤ 5 · ω 1
n
(f ′′)

|S ′(x)− f ′(x)| ≤ 5

n
· ω 1

n
(f ′′)

|S(x)− f(x)| ≤ 5

8 · n2
· ω 1

n
(f ′′)

Çàêëþ÷åíèå. Â äàííîé äèïëîìíîé ðàáîòå áûëè ïðèâåäåíû îñíîâíûå ïî-
íÿòèÿ èç òåîðèè ñïëàéíîâ, ïîäðîáíî ðàññìîòðåíû òàêèå ôóíêöèè êàê ðàçäå-
ëåííûå ðàçíîñòè, à òàêæå äàíû îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ ñïëàéíîâ, èõ ñâîéñòâà
è ìåòîäû íàõîæäåíèÿ.

Â ðàáîòå áûëî äàíî îïðåäåëåíèå ôîðìóëàì Êîêñà-äå Áóðà, ñ ïîìîùüþ
êîòîðûõ ìîæíî ñòðîèòü è âû÷èñëÿòü B-ñïëàéíû.

Ïîìèìî ýòîãî, áûëî ïîêàçàíî ôóíäàìåíòàëüíîå ñâîéñòâî B-ñïëàéíîâ ��
òî, ÷òî îíè îáðàçóþò áàçèñ ïðîñòðàíñòâà âñåõ êóñî÷íî-ìíîãî÷ëåííûõ ôóíê-
öèé.

Ïðè ýòîì îäíèì èç îñíîâîïîëàãàþùèõ ìîìåíòîâ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ òîò
ôàêò, ÷òî ïîìèìî ñòàíäàðòíûõ ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ B-ñïëàéíîâ � ÷åðåç ðàç-
äåëåííûå ðàçíîñòè � ñóùåñòâóþò è äðóãèå, áîëåå óäîáíûå. Íàïðèìåð, áûë
ïðåäëîæåíèå íîâûé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ èíòåðïîëÿöèîííûõ ñïëàéíîâ � ÷å-
ðåç äâîè÷íûå B-ñïëàéíû, ïîëó÷åííûå ïóò¼ì èíòåãðèðîâàíèÿ ôóíêöèé èç ñè-
ñòåìû Óîëøà. Áûë ïðèâåä¼í àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ òàêèõ èíòåðïîëÿöèîííûõ
ñïëàéíîâ, à òàêæå äîêàçàíî, ÷òî ïîñòðîåííûå òàêèì îáðàçîì ñïëàéíû âñå-
ãäà áóäóò ÿâëÿåòüñÿ èíòåðïîëÿöèîííûìè ñïëàéíàìè 3-åé ñòåïåíè. Ïîìèìî
ýòîãî, áûëà äàíà îöåíêà ïîãðåøíîñòè ïðè òàêîì ïîäõîäå ê èíòåðïîëÿöèè,
è ïðèâåäåíû ãðàôèêè ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ. Ïîñòðîåíèå èíòåðïîëÿöèîí-
íûõ ñïëàéíîâ ÷åðåç äâîè÷íûå B-ñïëàéíû ÿâëÿåòñÿ äåéñòâèòåëüíî íîâûì è
óäîáíûì ñïîñîáîì èíòåðïîëÿöèè.
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