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Ââåäåíèå

Òåîðèÿ èíòåðïîëèðîâàíèÿ êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíûìè ôóíêöèÿìè íå áû-
ëà ñèñòåìàòèçèðîâàíà äî êîíöà 60-õ ãîäîâ 20-îãî âåêà. Âîïðîñû ñõîäèìî-
ñòè ëîêàëüíûõ èíòåðïîëÿöèîííûõ è êðàòíûõ èíòåðïîëÿöèîííûõ ïðîöåññîâ,
ñâÿçàííûõ ñ àïïðîêñèìàöèåé ôóíêöèé íà ìíîãîãðàííûõ îáëàñòÿõ êóñî÷íî-
ïîëèíîìèàëüíûìè ôóíêöèÿìè, ñâÿçàíû ñ ðàçáèåíèåì îáëàñòè íà ñèìïëåêñû.
Äàííûå âîïðîñû òåñíî ñâÿçàíû ñ ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÊÝ).

Ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ îñíîâàí íà ëîêàëüíîé àïïðîêñèìàöèè ðåøå-
íèÿ êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíûìè ôóíêöèÿìè. Èñõîäíàÿ îáëàñòü ðàçáèâàåòñÿ
íà ïîäîáëàñòè ñòàíäàðòíîãî âèäà, â êà÷åñòâå êîòîðûõ âûñòóïàþò òðåóãîëü-
íèêè èëè ÷åòûðåõóãîëüíèêè. Äåëàÿ ïîäîáëàñòü äîñòàòî÷íî ìàëîé, ëèáî âû-
áèðàÿ äîñòàòî÷íî âûñîêóþ ñòåïåíü ïîëèíîìîâ, ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû
àïïðîêñèìèðóþùàÿ ôóíêöèÿ äîñòàòî÷íî òî÷íî ïåðåäàâàëà ëîêàëüíîå ïîâå-
äåíèå ðåøåíèÿ.

Îöåíêè ïîãðåøíîñòè àïïðîêñèìàöèè èíòåðïîëèðóåìîé ôóíêöèè è åå ïðî-
èçâîäíûõ õàðàêòåðèçóþòñÿ äâóìÿ ïàðàìåòðàìè - äèàìåòðîì ðàçáèåíèÿ (òðè-
àíãóëÿöèè) è íåêîòîðîé õàðàêòåðèñòèêîé ñèìïëåêñà. Â äâóìåðíûõ ñëó÷àÿõ,
íàïðèìåð, â áîëüøèíñòâå ðàáîò â êà÷åñòâå ýòîé âòîðîé õàðàêòåðèñòèêè ñëó-
æèò ñèíóñ íàèìåíüøåãî óãëà ðàçáèåíèÿ.

Ïåðâàÿ îöåíêà àïïðîêñèìàöèè ïðîèçâîäíûõ êóñî÷íî-ëèíåéíûìè ôóíêöè-
ÿìè íà òðåóãîëüíèêå áûëà ïðåäñòàâëåíà Øâàðöåì. Çäåñü ðîëü âòîðîé õà-
ðàêòåðèñòèêè èãðàåò ñèíóñ íàèáîëüøåãî óãëà òðèàíãóëÿöèè. Äëÿ ïîëèíîìîâ
ïåðâîé ñòåïåíè Çëàìàë [1] â äâóìåðíîì ñëó÷àå óêàçàë îöåíêè ñâåðõó è ñíè-
çó, êîòîðûå çàâèñÿò îò äèàìåòðà ðàçáèåíèÿ è ñèíóñà íàèáîëüøåãî óãëà òðè-
àíãóëÿöèè. Ýòè îöåíêè ÿâëÿþòñÿ ðàâíîìåðíûìè ïî óêàçàííûì ïàðàìåòðàì.
Îáùóþ æå îöåíêó ñâåðõó äëÿ ïðîèçâîëüíîé òðèàíãóëÿöèè, ïðîèçâîëüíûõ èí-
òåðïîëÿöèîííûõ ïðîöåññîâ â Rn ïîëó÷èëè Ñüÿðëå è Ðàâüÿð [2]. Â íåêîòîðûõ
ñëó÷àÿõ íàèìåíüøèé óãîë, ôèãóðèðóþùèé â îöåíêàõ, ìîæíî çàìåíèòü íà
ñðåäíèé (èëè íàèáîëüøèé, ÷òî ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíò ðàâíîñèëüíî). Îòìå-
òèì, ÷òî äî ðàáîòû Ñüÿðëå è Ðàâüÿðà (1972 ãîä) èçó÷àëñÿ òîëüêî äâóìåðíûé
ñëó÷àé, îíè æå ïîëó÷èëè îöåíêè ïîãðåøíîñòè äëÿ ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíî-
ñòè. Äëÿ ôóíêöèé n ïåðåìåííûõ îíè óñòàíîâèëè îöåíêè, â êîòîðûõ êîíñòàí-
òû ïðè àïïðîêñèìàöèè n�ûõ ïðîèçâîäíûõ çàâèñÿò îò äèàìåòðà ñèìïëåêñà è
ðàäèóñà âïèñàííîãî â íåãî øàðà. Ýòà õàðàêòåðèñòèêà ÿâëÿåòñÿ äâóìåðíûì
àíàëîãîì ñèíóñà íàèìåíüøåãî óãëà òðèàíãóëÿöèè.

Çàìåòèì, ÷òî âî âñåõ ïåðå÷èñëåííûõ âûøå ðàáîòàõ îöåíêè àïïðîêñèìàöèè
áûëè äàíû â òåðìèíàõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Íàøåé çàäà÷åé áóäåò îáîáùå-
íèå ðåçóëüòàòà [3], ñâÿçàííîãî ñ èíòåðïîëÿöèåé êóáè÷åñêèìè ñïëàéíàìè â
òåðìèíàõ ïðîèçâîäíûõ ïî íàïðàâëåíèÿì. Çíàÿ ðåçóëüòàòû îòêëîíåíèÿ â òåð-
ìèíàõ ïðîèçâîäíûõ ïî íàïðàâëåíèÿì, ìîæíî óêàçàòü ðåçóëüòàò îòêëîíåíèÿ
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â òåðìèíàõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.
Ìû âûáèðàåì èíòåðïîëÿöèîííûå óñëîâèÿ â òåðìèíàõ ïðîèçâîäíûõ ïî íà-

ïðàâëåíèÿì ðåáåð ñèìïëåêñà. Â ýòèõ æå òåðìèíàõ ïîëó÷åíû îöåíêè îòêëî-
íåíèÿ ïðîèçâîäíûõ ìíîãî÷ëåíà îò ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîèçâîäíûõ èíòåðïî-
ëèðóåìîé ôóíêöèè â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî èíòåðïîëèðóåìàÿ ôóíêöèÿ èìååò
íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå ïî íàïðàâëåíèÿì äî 4-ãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî.
Îïðåäåëåíî ïîíÿòèå äëèííîãî ðåáðà è â òåðìèíàõ äëèííûõ ðåáåð ââåäåíû
ãåîìåòðè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ñèìïëåêñà. Äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ðàçìåðíîñòè
3 è 4 èíòåðïîëÿöèîííûå óñëîâèÿ ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òî îöåíêè îòêëîíå-
íèÿ ïðîèçâîäíûõ íå çàâèñÿò îò ãåîìåòðèè ñèìïëåêñà, à â ñëó÷àå ðàçìåðíîñòè
áîëüøå 4 ïðè âûáðàííûõ èíòåðïîëÿöèîííûõ óñëîâèÿõ ýòî íåâîçìîæíî. Ïî-
ñòàâëåíà ãåîìåòðè÷åñêàÿ çàäà÷à îá èçáàâëåíèè îò âòîðîãî ïàðàìåòðà â îöåíêå
÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Àïïðîêñèìàöèÿ íà ñèìïëåêñàõ èñïîëüçóåòñÿ â ìå-
òîäå êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, îäíàêî, ïðåäñòàâëÿåò è ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ.
Ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ àêòèâíî ïðèìåíÿåòñÿ, íàïðèìåð, â çàäà÷àõ ïðè-
êëàäíîé ìåõàíèêè.

Íîâèçíà. Ìû âûáèðàåì èíòåðïîëÿöèîííûå óñëîâèÿ â òåðìèíàõ ïðîèç-
âîäíûõ ïî íàïðàâëåíèÿì ðåáåð ñèìïëåêñà, òåì ñàìûì ñòðîèì òàê íàçûâàå-
ìûé Ýðìèòîâ ñïëàéí. Â ðàáîòå äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ðàçìåðíîñòè 3 è 4 èíòåð-
ïîëÿöèîííûå óñëîâèÿ íà ñèìïëåêñå ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òî îöåíêè îòêëîíå-
íèÿ ïðîèçâîäíûõ íå çàâèñÿò îò ãåîìåòðèè ñèìïëåêñà, à â ñëó÷àå ðàçìåðíîñòè
áîëüøå 4 ïðè âûáðàííûõ èíòåðïîëÿöèîííûõ óñëîâèÿõ ýòî íåâîçìîæíî. Íà
òåêóùèé ìîìåíò èçâåñòíî î÷åíü ìàëî ðåçóëüòàòîâ, ñâÿçàííûõ ñ àïïðêñèìà-
öèåé ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè ñ ïðîèçâîäíûìè èíòåðïîëÿöèîíûõ ìíîãî÷ëåíîâ
Ýðìèòà ðàçìåðíîñòè 3 è âûøå è ýòà ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ øàãîì â èçó÷åíèè äàííîé
ïðîáëåìàòèêè. Âîçìîæíî, ÷òî â äàëüíåéøåì íàêîïëåíèå ðåçóëüòàòîâ òàêîãî
ðîäà äàñò âîçìîæíîñòü ñòðîèòü êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíûå ôóíêöèè ýðìèòîâà
òèïà íà ïðîèçâîëüíûõ òðèàíãóëÿöèÿõ â ïðèëîæåíèè ê ìåòîäó êîíå÷íûõ ýëå-
ìåíòîâ, îäíîâðåìåííî ÿâëÿþùèåñÿ íåïðåðûâíûìè è ïðèâîäÿùèìè ê "õîðî-
øèì"îöåíêàì ïðîèçâîäíûõ. Îòìåòèì, ÷òî èíòåðïîëÿöèÿ ýðìèòîâà òèïà äà¼ò
ìåíüøåå ÷èñëî îïðåäåëÿþùèõ ãëîáàëüíûõ ïàðàìåòðîâ ïî ñðàâíåíèþ ñ èíòåð-
ïîëÿöèåé Ëàãðàíæà ïðè ðåàëèçàöèè ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.

Öåëü. Èçó÷èòü àïïðîêñèìàöèþ íà ñèìïëåêñàõ è â òåðìèíàõ ïðîèçâîäíûõ
ïî íàïðàâëåíèÿì ðåáåð ñèìïëåêñà ïîëó÷èòü îöåíêè îòêëîíåíèÿ ïðîèçâîäíûõ
ìíîãî÷ëåíà îò ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîèçâîäíûõ èíòåðïîëèðóåìîé ôóíêöèè â
ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî èíòåðïîëèðóåìàÿ ôóíêöèÿ èìååò íåïðåðûâíûå ïðîèç-
âîäíûå ïî íàïðàâëåíèÿì äî 4-ãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî. Ïîêàçàòü, êàê îöåí-
êè çàâèñÿò îò ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà. Ïîñòàâèòü çàäà÷ó îá èçáàâëåíèè îò
âòîðîãî ïàðàìåòðà â ýòèõ îöåíêàõ.
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Ñòðóêòóðà è îáú¼ì ðàáîòû. Âûïóñêíàÿ êâàëèôèêàöèîííàÿ ðàáîòà ñîñòî-
èò èç ââåäåíèÿ, òð¼õ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ, ñïèñêà èñïîëüçîâàííûõ èñòî÷íèêîâ,
âêëþ÷àþùåãî 25 íàèìåíîâàíèé.

Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Âî ââåäåíèè ïðèâîäèòñÿ èñòîðèÿ èçó÷åíèÿ äàííîé òåìàòèêè, ïðèâîäÿòñÿ
àðãóìåíòû â ïîëüçó çàùèòû àêòóàëüíîñòè ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è, ôîðìó-
ëèðóåòñÿ îñíîâíàÿ ïðîáëåìà. Íàøåé çàäà÷åé áóäåò îáîáùåíèå ðåçóëüòàòà [4],
ñâÿçàííîãî ñ èíòåðïîëÿöèåé êóáè÷åñêèìè ñïëàéíàìè â òåðìèíàõ ïðîèçâîä-
íûõ ïî íàïðàâëåíèÿì. Çíàÿ ðåçóëüòàòû îòêëîíåíèÿ â òåðìèíàõ ïðîèçâîäíûõ
ïî íàïðàâëåíèÿì, ìîæíî óêàçàòü ðåçóëüòàò îòêëîíåíèÿ â òåðìèíàõ ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ.

Â ïåðâîé ãëàâå ââåäåíû îñíîâíûå ïîíÿòèÿ, òàêèå, êàê àïïðîêñèìàöèÿ, èí-
òåðïîëÿöèÿ, ïðèâåäåíû ïðîñòåéøèå ïðèìåðû èñïîëüçîâàíèÿ àïïðîêñèìàöèè
è èíòåðïîëÿöèè íà ïðàêòèêå. Òàêæå ââåä¼í â ðàññìîòðåíèå ñèìïëåêñ, èçó÷å-
íû îñíîâíûå ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà ñèìïëåêñà. Ââåäåíû ïîíÿòèÿ ñïëàéíà,
âèäû ñïëàéíîâ, èõ ñâîéñòâà è ò.ä., â ÷àñòíîñòè, áóäåò óäåëåíî áîëüøîå âíèìàå
Ýðìèòîâó ñïëàéíó. Òàê æå áóäåò ðàçîáðàíà èäåÿ ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.

Àïïðîêñèìàöèÿ ôóíêöèé çàêëþ÷àåòñÿ â ïðèáëèæåííîé çàìåíå çàäàííîé
ôóíêöèè f (x ) íåêîòîðîé ôóíêöèåé F (x ) òàê, ÷òîáû îòêëîíåíèå ôóíêöèè
F (x ) îò f (x ) â çàäàííîé îáëàñòè áûëî íàèìåíüøèì. Ôóíêöèÿ F (x ) ïðè ýòîì
íàçûâàåòñÿ àïïðîêñèìèðóþùåé.

Òèïè÷íîé çàäà÷åé àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à èíòåðïîëÿ-
öèè. Íåîáõîäèìîñòü èíòåðïîëÿöèè ôóíêöèé â îñíîâíîì ñâÿçàíà ñ äâóìÿ ïðè-
÷èíàìè:

1. Ôóíêöèÿ f (x ) èìååò ñëîæíîå àíàëèòè÷åñêîå îïèñàíèå, âûçûâàþùåå
îïðåäåëåííûå òðóäíîñòè ïðè åãî èñïîëüçîâàíèè (íàïðèìåð, f (x ) ÿâëÿåòñÿ
ñïåöôóíêöèåé: ãàììà-ôóíêöèåé, ýëëèïòè÷åñêîé ôóíêöèåé è äð.).

2. Àíàëèòè÷åñêîå îïèñàíèå ôóíêöèè f (x ) íåèçâåñòíî, ò.å. f (x ) çàäàíà òàá-
ëè÷íî. Ïðè ýòîì íåîáõîäèìî èìåòü àíàëèòè÷åñêîå îïèñàíèå, ïðèáëèæåííî
ïðåäñòàâëÿþùåå f (x ) (íàïðèìåð, äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé f (x ) â ïðîèçâîëü-
íûõ òî÷êàõ, îïðåäåëåíèÿ èíòåãðàëîâ è ïðîèçâîäíûõ îò f (x ) è ò. ï.)

Òàêèå çàäà÷è ÷àñòî âîçíèêàþò íà ïðàêòèêå. Íàïðèìåð, â ãåîëîãèè ïðî-
âîäèòñÿ îïðîáîâàíèå ìåñòîðîæäåíèå è îïðåäåëÿåòñÿ êîíöåíòðàöèÿ ïîëåçíûõ
èñêîïàåìûõ â îïðåäåëåííûõ òî÷êàõ, ñ ïîìîùüþ èíòåðïîëÿöèè ìîæíî îöå-
íèòü êîíöåíòðàöèþ â ïðîìåæóòî÷íûõ òî÷êàõ. Â äåìîãðàôèè ïðîâîäèòñÿ ïå-
ðåïèñü íàñåëåíèÿ ÷åðåç êàæäûå 10 ëåò, ñ ïîìîùüþ èíòåðïîëÿöèè ìîæíî îïðå-
äåëèòü ÷èñëåííîñòü íàñåëåíèÿ â ïðîìåæóòî÷íûõ òî÷êàõ.

Ïðîñòåéøàÿ çàäà÷à èíòåðïîëÿöèè çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Íà îòðåçêå
[a, b] çàäàíû n+1 òî÷êè x0 , x1 , ..., xn , êîòîðûå íàçûâàþòñÿ óçëàìè èíòåðïîëÿ-
öèè, è çíà÷åíèÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè f(x) â ýòèõ òî÷êàõ f (x0 ) = y0 , f (x1 ) = y1 ,
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..., f (xn) = yn .
Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü ôóíêöèþ F (x ) (èíòåðïîëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ), ïðè-

íàäëåæàùóþ èçâåñòíîìó êëàññó è ïðèíèìàþùóþ â óçëàõ èíòåðïîëÿöèè òå æå
çíà÷åíèÿ, ÷òî è f(x), ò. å. òàêóþ, ÷òî F (x0 ) = y0 ,F (x1 ) = y1 , ...,F (xn) = yn .

Ãåîìåòðè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íóæíî íàéòè êðèâóþ y = F (x ) íåêîòîðî-
ãî îïðåäåëåííîãî òèïà, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç çàäàííóþ ñèñòåìó òî÷åê M (xi , yi)
(i = 0, 1, ..., n).

Â äàííîé ðàáîòå áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ çàäà÷à èíòåðïîëÿöèè ïðîèçâîä-
íîé ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ.

Ñïëàéí � ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ âìåñòå ñ íåñêîëüêèìè ïðîèçâîäíûìè íåïðå-
ðûâíà íà âñåì çàäàííîì îòðåçêå [a,b], à íà êàæäîì ÷àñòè÷íîì îòðåçêå [xi , xi+1 ]
â îòäåëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðûì àëãåáðàè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì.

Ìàêñèìàëüíàÿ èç ñòåïåíåé èñïîëüçîâàííûõ ïîëèíîìîâ íàçûâàåòñÿ ñòåïå-
íüþ ñïëàéíà.

Ðàçíîñòü ìåæäó ñòåïåíüþ ñïëàéíà è ïîëó÷èâøåéñÿ ãëàäêîñòüþ íàçûâà-
åòñÿ äåôåêòîì ñïëàéíà.

Ñïëàéíû èìåþò ìíîãî÷èñëåííûå ïðèìåíåíèÿ êàê â ìàòåìàòè÷åñêîé òåî-
ðèè, òàê è â ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêå (â ÷àñòíîñòè, â ðàçíîîáðàçíûõ âû÷èñ-
ëèòåëüíûõ ïðîãðàììàõ). Â ÷àñòíîñòè, ñïëàéíû äâóõ ïåðåìåííûõ èíòåíñèâíî
èñïîëüçóþòñÿ äëÿ çàäàíèÿ ïîâåðõíîñòåé â ðàçëè÷íûõ ñèñòåìàõ êîìïüþòåð-
íîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Ñïëàéíû äâóõ àðãóìåíòîâ íàçûâàþò áè-ñïëàéíàìè (íà-
ïðèìåð, áèêóáè÷åñêèé ñïëàéí), êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ äâóìåðíûìè ñïëàéíàìè,
ìîäåëèðóþùèìè ïîâåðõíîñòè.

Ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÊÝ) � ýòî ÷èñëåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, à òàêæå èíòåãðàëüíûõ
óðàâíåíèé, âîçíèêàþùèõ ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ïðèêëàäíîé ôèçèêè. Ìåòîä øè-
ðîêî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ìåõàíèêè äåôîðìèðóåìîãî òâ¼ðäîãî
òåëà, òåïëîîáìåíà, ãèäðîäèíàìèêè è ýëåêòðîäèíàìèêè.

Ñóòü ìåòîäà ñëåäóåò èç åãî íàçâàíèÿ. Îáëàñòü, â êîòîðîé èùåòñÿ ðåøå-
íèå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ðàçáèâàåòñÿ íà êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî ïîä-
îáëàñòåé (ýëåìåíòîâ). Â êàæäîì èç ýëåìåíòîâ ïðîèçâîëüíî âûáèðàåòñÿ âèä
àïïðîêñèìèðóþùåé ôóíêöèè. Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå ýòî ïîëèíîì ïåðâîé ñòå-
ïåíè. Âíå ñâîåãî ýëåìåíòà àïïðîêñèìèðóþùàÿ ôóíêöèÿ ðàâíà íóëþ. Çíà÷å-
íèÿ ôóíêöèé íà ãðàíèöàõ ýëåìåíòîâ (â óçëàõ) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è
è çàðàíåå íåèçâåñòíû. Êîýôôèöèåíòû àïïðîêñèìèðóþùèõ ôóíêöèé îáû÷íî
èùóòñÿ èç óñëîâèÿ ðàâåíñòâà çíà÷åíèÿ ñîñåäíèõ ôóíêöèé íà ãðàíèöàõ ìåæäó
ýëåìåíòàìè (â óçëàõ). Çàòåì ýòè êîýôôèöèåíòû âûðàæàþòñÿ ÷åðåç çíà÷åíèÿ
ôóíêöèé â óçëàõ ýëåìåíòîâ. Ñîñòàâëÿåòñÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé. Êîëè÷åñòâî óðàâíåíèé ðàâíî êîëè÷åñòâó íåèçâåñòíûõ çíà÷åíèé
â óçëàõ, íà êîòîðûõ èùåòñÿ ðåøåíèå èñõîäíîé ñèñòåìû, ïðÿìî ïðîïîðöèî-
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íàëüíî êîëè÷åñòâó ýëåìåíòîâ è îãðàíè÷èâàåòñÿ òîëüêî âîçìîæíîñòÿìè ÝÂÌ.
Òàê êàê êàæäûé èç ýëåìåíòîâ ñâÿçàí ñ îãðàíè÷åííûì êîëè÷åñòâîì ñîñåäíèõ,
ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé èìååò ðàçðåæ¼ííûé âèä, ÷òî
ñóùåñòâåííî óïðîùàåò å¼ ðåøåíèå.

Íàèáîëåå èçâåñòíûì ñïîñîáîì ðàçáèåíèÿ îáëàñòè íà ïîäîáëàñòè â ìåòî-
äå êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ÿâëÿåòñÿ òðèàíãóëÿöèÿ. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ââåñòè ýòî
ïîíÿòèå, íóæíî äàòü îïðåäåëåíèå ñèìëåêñà.

Ñèìïëåêñ (òî÷íåå, n-ñèìïëåêñ, ãäå ÷èñëî n íàçûâàåòñÿ ðàçìåðíîñòüþ ñèì-
ïëåêñà) � ýòî, ïî îïðåäåëåíèþ, âûïóêëàÿ îáîëî÷êà n+1 òî÷êè àôôèííîãî
ïðîñòðàíñòâà (ðàçìåðíîñòè n èëè áîëüøå), êîòîðûå ïðåäïîëàãàþòñÿ àôôèí-
íî íåçàâèñèìûìè (òî åñòü íå ëåæàò â ïîäïðîñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòè n�1). Ýòè
òî÷êè íàçûâàþòñÿ âåðøèíàìè ñèìïëåêñà.

n-cèìïëåêñ ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü â âèäå ïîëíîãî ãðàôà ñ n+1 âåðøèíîé
(ðèñ.1)

Ðèñ. 1: 14-ñèìïëåêñ.

Âî âòîðîé ãëàâå ñòàâèòñÿ è ðåøàåòñÿ çàäà÷à îá ýðìèòîâîé èíòåðïîëÿöèè
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íà ñèìïëåêñå.
ÏóñòüD - ïîäìíîæåñòâî åâêëèäîâîãî ïðîñòðàíñòâà Rn (n ≥ 3) íà êîòîðîì

ìîæíî ïîñòðîèòü ãåîìåòðè÷åñêèé êîìïëåêñ {Ti}i∈I (ðàçáèòü D íà ñèìïëåêñû
Ti). Áóäåì ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó âûáîðà íà ñèìïëåêñå Ti èíòåðïîëÿöèîííûõ
óñëîâèé äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìíîãî÷ëåíà Ýðìèòà òðåòüåé ñòåïåíè, ïðîèçâîäíûå äî
òðåòüåãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî êîòîðîãî áóäóò àïïðîêñèìèðîâàòü ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ïðîèçâîäíûå íåêîòîðîé ôóíêöèè f ∈ C4(Ti). Çàäà÷à ìíîãîìåðíîé
àïïðîêñèìàöèè íà ñèìïëåêñå èçó÷àëàñü, íàïðèìåð, â ðàáîòàõ [4-7]. Â äàí-
íîé ðàáîòå ìû ïðåäëàãàåì íîâûé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ìíîãî÷ëåíà Ýðìèòà íà
ìíîãîìåðíîì ñèìïëåêñå (ýðìèòîâ ìíîãî÷ëåí ñòðîèëñÿ, íàïðèìåð, â ðàáîòàõ
[8-10]). Åñòü ñìûñë ïîëó÷àòü îöåíêè îòêëîíåíèÿ â òåðìèíàõ ïðîèçâîäíûõ ïî
íàïðàâëåíèÿì òàê, ÷òîáû îöåíêà ñòàíîâèëàñü "ëó÷øå"ïðè óìåíüøåíèè äèà-
ìåòðà ñèìïëåêñà (èçìåëü÷åíèè êîìïëåêñà). Â [3] òðåáóåìûé ðåçóëüòàò áûë
ïîëó÷åí äëÿ òåòðàýäðà. Íàø ðåçóëüòàò ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ è íà òð¼õìåðíûé
ñëó÷àé. Îò îí îòëè÷àåòñÿ òîëüêî îäíèì èíòåðïîëÿöèîííûì óñëîâèåì. Côîð-
ìóëèðóåì ýòîò ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà. [4] Ïóñòü T = A0A1A2A3 - òåòðàýäð, f ∈ C4(T ),

M4 = max
e1,e2,e3,e4

max
0≤ij≤4:

∑
ij=4

max
x∈T

∣∣∣∣∣ ∂4f(x)

∂ei11 ∂e
i2
2 ∂e

i3
3 ∂e

i4
4

∣∣∣∣∣,
ãäå e1, e2, e3, e4 - âñåâîçìîæíûå íàïðàâëåíèÿ â òåòðàýäðå.

Â ëþáîì òåòðàýäðå åñòü âåðøèíà, èç êîòîðîé âûõîäÿò ïî êðàéíåé ìå-

ðå äâà ðåáðà, áîëüøèõ
d

2
, ïóñòü ýòî áóäåò âåðøèíà A3. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

òî÷êà x çàäàíà ñâîèìè áàðèöåíòðè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè (x0 , x1 , x2 , x3 ) îò-
íîñèòåëüíî âåðøèí òðåóãîëüíèêà. d - äèàìåòð T , è ïóñòü ìíîãî÷ëåí

Q(x) =
3∑

i=0

aix
3
i +

∑
0≤i,j≤3

i 6=j

aijx
2
ixj +

∑
0≤i<j<k≤3

aijkxixjxk

óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

f (Ai) = Q(Ai), i = 0, 3,

∂f (Ai)

∂eij
=

∂Q(Ai)

∂eij
, i, j = 0, 3, i 6= j.

∂(Q− f)(P31)

∂e30
= 0,

∂(Q− f)(P32)

∂e31
= 0,

∂(Q− f)(P20)

∂e32
= 0,

∂(Q− f)(P20)

∂e31
= 0,
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ãäå Pij åñòü ñåðåäèíà îòðåçêà [AiAj], eij =

−−→
AiAj

|AiAj|
.

Òîãäà ∃C > 0 : ∀x ∈ T ,∣∣∣∣ ∂r(Q− f)(x)

∂ei30∂e
k
31∂e

r−i−k
32

∣∣∣∣ ≤ CM4d
4−r, 1 ≤ r ≤ 3, 0 ≤ i, k ≤ r (i+ k ≤ r).

Ìû áóäåì ïîëó÷àòü îöåíêè, íå çàâèñÿùèå îò ãåîìåòðèè ñèìïëåêñà â ïðî-
ñòðàíñòâàõ ðàçìåðíîñòè 3 è 4 , à â ïðîñòðàíñòâàõ áîëüøåé ðàçìåðíîñòè äëÿ
ïîëó÷åíèÿ "õîðîøåé"îöåíêè íóæíî áóäåò âûáðàòü ïîäõîäÿùóþ òðèàíãóëÿ-
öèþ, ò.ê. â ýòîì ñëó÷àå â îöåíêå ïðèñóòñòâóåò äîïîëíèòåëüíûé ïàðàìåòð,
êîòîðûé ñâÿçàí ñ êîýôôèöèåíòîì èçîïåðèìåòðè÷íîñòè ñèìïëåêñà.

Ïóñòü T = A0A1 ...An åñòü n-ñèìïëåêñ (n ≥ 3), d - äèàìåòð ýòîãî ñèìïëåê-
ñà (äëèíà íàèáîëüøåãî ðåáðà). Ïóñòü cn > 1. Íàçîâ¼ì ðåáðî äëèííûì, åñëè

îíî áîëüøå, ÷åì
d

cn
. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñèìïëåêñ T âûáðàí òàêèì îá-

ðàçîì, ÷òî â í¼ì ìîæíî íàéòè âåðøèíó, èç êîòîðîé âûõîäÿò ïî êðàéíåé ìåðå
(n − 1) äëèííîå ð¼áðî è ïóñòü ýòî âåðøèíà An. Äëèííûå ð¼áðà îáîçíà÷èì
[AnAm] è [AnAl] , à òå, ïðî êîòîðûå íåèçâåñòíî, ÿâëÿþòñÿ ëè îíè äëèííûìè
èëè íåò, íàçîâ¼ì íåèçâåñòíûìè è îáîçíà÷èì èõ [AnAs] (m < l < s).

Ïóñòü

M4 = max
e1,e2,e3,e4

max
0≤ij≤4:

∑
ij=4

max
x∈T

∣∣∣∣∣ ∂4f(x)

∂ei11 ∂e
i2
2 ∂e

i3
3 ∂e

i4
4

∣∣∣∣∣,
ãäå e1, e2.e3, e4 - âñåâîçìîæíûå íàïðàâëåíèÿ â ñèìïëåêñå.
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òî÷êà x çàäàíà ñâîèìè áàðèöåíòðè÷åñêèìè êîîðäèíà-

òàìè (x0 , x1 , x2 , ..., xn).
Ïóñòü ìíîãî÷ëåí

Q(x) =
n∑

i=0

aix
3
i +

∑
0≤i,j≤n

i6=j

aijx
2
ixj +

∑
0≤i<j<k≤n

aijkxixjxk.

óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì èíòåðïîëÿöèîííûì óñëîâèÿì:

f (Ai) = Q(Ai), i = 0, n,

∂f (Ai)

∂eij
=

∂Q(Ai)

∂eij
, i, j = 0, n, i 6= j,

∂(Q− f)(Pnk)

∂enp
= 0, 0 ≤ p < k < n,

∂(Q− f)(Pij)

∂enp
= 0, 0 ≤ i < j < p < n,
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ãäå Pij åñòü ñåðåäèíà îòðåçêà [AiAj], eij =

−−→
AiAj

|AiAj|
.

Òåîðåìà. Ïóñòü f (x) ∈ C4(T ), òîãäà äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ T

∣∣∣∣∣ ∂r(Q− f)(x)

∂einm∂e
j
nl∂e

r−i−j
ns

∣∣∣∣∣ ≤ 15cnM4d
4−r, 1 ≤ r ≤ 3, 0 ≤ i, j ≤ r, i+ j ≤ r. (1)

Ïðåäëîæåíèå. 1. Â ëþáîì òåòðàýäðå ìîæíî íàéòè âåðøèíó, èç êîòîðîé

âûõîäÿò ïî êðàéíåé ìåðå äâà ðåáðà, áîëüøèõ
d

2
, è â ëþáîì 4-ñèìïëåêñå åñòü

âåðøèíà, èç êîòîðîé èñõîäÿò ïî êðàéíåé ìåðå òðè ðåáðà, áîëüøèõ
d

2
.

2. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ≥ 5 è äëÿ âñÿêîãî c > 0 ñóùåñòâóåò

òàêîé n-ñèìïëåêñ, èç âñåõ âåðøèí êîòîðîãî âûõîäÿò ïî êðàéíåé ìåðå äâà

ðåáðà, äëèíà êîòîðûõ íå áîëüøå, ÷åì
d

c
.

Ñëåäñòâèå. Â ñëó÷àÿõ ðàçìåðíîñòåé n = 3 è n = 4 â íåðàâåíñòâàõ (1)
ìîæíî èçáàâèòüñÿ îò ïàðàìåòðà cn è ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå îöåíêè:∣∣∣∣∣ ∂r(Q− f)(x)

∂einm∂e
j
nl∂e

r−i−k
ns

∣∣∣∣∣ ≤ 30M4d
4−r, 1 ≤ r ≤ 3, 0 ≤ i, j ≤ r, i+ j ≤ r.

Âòîðîé ïóíêò ïðåäëîæåíèÿ îçíà÷àåò, ÷òî åñëè n ≥ 5, òî â íåðàâåíñòâàõ
(1) íåëüçÿ èçáàâèòüñÿ îò ïàðàìåòðà cn. Îòìåòèì, ÷òî ñ ïîõîæåé ïðîáëåìîé
ñòîëêíóëàñü Í.Â. Áàéäàêîâà â ðàáîòå [12], ãäå èíòåðïîëÿöèÿ ïðîâîäèëàñü â
ðàâíîìåðíûõ óçëàõ ñèìïëåêñà.

Â òðåòüåé ãëàâå áóäåò ðàññêàçàíî î òðèàíãóëÿöèè Äåëîíå, êîòîðàÿ èñïîëü-
çóåòñÿ â àïïðîêñèìàöèè ïðîèçâîäíûõ íà ñèìïëåêñå.
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