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Введение. В вычислительной математике важную роль играет интерполя-
ция функций, то есть построение по заданной функции другой (как правило,
более простой) функции, значения которой совпадают со значениями заданной
функции на некотором наборе точек. Причем интерполяция имеет как практи-
ческое, так и теоретическое значение. На практике часто возникает задача о вос-
становлении непрерывной функции по ее табличным значениям, например полу-
ченным в ходе некоторого эксперимента. Для вычисления многих функций ока-
зывается эффективно приблизить их полиномами или дробно-рациональными
функциями. Теория интерполирования используется при построении и исследо-
вании квадратурных формул для численного интегрирования, для получения
методов решения дифференциальных и интегральных уравнений.

Теория интерполяции функций является одной из современных математи-
ческих теорий, имеющих важные приложения в различных отраслях теорети-
ческом и прикладной математики. С начала двадцатого века центр тяжести
проблем и методов этой теории перешел в область теории аналитических функ-
ций.

Ряд важных задач теории интерполяции впервые разрешен нашими сооте-
чественниками С. Н. Бернштейном, М. В. Келдышем, А. О. Гельфондом, В. Л.
Гончаровым и их учениками. в этом деле особенно велики заслуги А. О. Гель-
фонда, решившего ряд важных проблем этой теории.

Впервые в работах А. О. Гельфонда показано, что методы теории интерпо-
ляции функций могут успешно применяться в разрешении некоторых весьма
актуальных задач современной теории интерполяции функций. К числу таких
задач относится, например, проблемы полноты систем аналитических функций,
проблемы единственности функций, задачи теории моментов и др.

В 1945-1948 годах семинар по теории функций комплексного переменного в
Московском государственном университете имени М, В. Ломоносова, работаю-
щий под руководством М. В. Келдыша, А. О. Гельфонда

’
А. И

’
Маркушевича,

сосредоточил свое внимание на задачах теории интерполяции функций ком-
плексного переменного. В дальнейшем его участники стали крупными учеными
в области теории функций комплексного переменного. На этом семинаре было
выполнено значительное число важных работ. В частности, М. В. Келдыш и И.
И.Ибрагимов в совместной работе "Об интерполяции целых функций "[?] уста-
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новили общий критерии сходимости интерполяционного процесса типа Ньютона
во всем классе целых функций. А. О. Гельфонд и И. И. Ибрагимов в совместной
работе [?] разрешили так называемую проблему о двух точках. По теории ин-
терполяции функций на русском языке имеются ценные книги: А. О. Гельфонда
"Исчисление конечных разностей"[?], В. Л.Гончарова [?], В. И. Смирнова, Н. А.
Лебедева [?], Уолша [?] и др. Наиболее полным источником современных иссле-
дований по теории интерполяции функций комплексного переменного является
монография А. О. Гельфонда.

Основные задачи. Основными задачами данной работы являются: изуче-
ние интерполяционных последовательностей и рядов, в частности, сходимость
ряда Дирихле и ряда Ньютона. Работа состоит из трех разделов.

Основные методы исследования:
- методы исследования функций комплексного переменного,
-ряды экспонент,
-свойства аналитических функций и интерполяционных последовательно-

стей аналитических функций.
Основное содержание работы. Первый раздел посвящен исследованию

интерполяционных многочленов Ньютона и Лагранжа,основных проблем интер-
поляционных последовательностей и рядов интерполяции в комплексной плос-
кости. Изучены условия существования интерполяционных многочленов по за-
данным значениям самой функции и по заданным значениям ее производных
некоторого порядка, были определены два метода определения коэффициентов
в формальном разложении интерполяционного ряда Ньютона.

Во втором разделе рассматривается ряд Дирихле, а так же его абсциссы
простой, абсолютной и равномерной сходимости. ряд Дирихле

Под рядом Дирихле понимается ряд вида:

∞∑
n=1

ane
−λnz,

где λn - возрастающая последовательность положительных чисел, коэффициен-
ты an суть заданные, вообще говоря, комплексные числа.

Доказаны следующие теоремы:
Лемма 2.1.
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Пусть ряд
∞∑
n=1

ane
−λnz сходится в точке z0. Тогда он сходится (вообще го-

воря, не абсолютно) в полуплоскости Re z > Re z0 в каждом секторе

|arg(z − zo)| <= Θ < π/2

он сходится равномерно.
Определение.
Полуплоскость Re z > c называется полуплоскостью сходимости, прямая

Re z = c - прямой сходимости, а величина c - абсциссой сходимости ряда Дири-
хле.

Теорема 2.1.
Пусть

α = lim
n→∞

ln |Sn|
λn

, β = lim
n→∞

ln |rn|
λn

.

Тогда c = α, если ряд
∞∑
an расходится, и c = β в противном случае.

В последнем, третьем разделе изучается область сходимости ряда Ньюто-
на, формула для абсциссы сходимости и абсциссы абсолютной сходимости ряда
Ньютона, а так же взаимосвязь рядов Дирихле и Ньютона.

Ряд Ньютона имеет вид:

∞∑
n=1

an(z − z1)(z − z2)...(z − zn),

с узлами интерполяции z1, z2, ..., zn, ..., которые могут быть любыми комплекс-
ными или вещественными числами.

Рассматривалась область сходимости ряда Ньютона и было показано, что
областью сходимости ряда Ньютона может быть произвольная односвязная об-
ласть с аналитической границей.

Так же были сформулированы и доказаны следующие теоремы:
Теорема 3.1.
Пусть ряд Ньютона Ньютона сходится в точке z0, не совпадающей с узла-

ми интерполяции (z0 6= zk, k = 1, 2, ...), и последовательность узлов zk имеет
только одну предельную точку limn→∞ zn = z′. Тогда справедливы утвержде-
ния:
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1) Если z′− конечное число, то ряд Ньютона сходится равномерно в круге

|z − z′| ≤ r < |z0 − z′|

с центром в точке z′ и радиусом r < |z0 − z′|.
2)Если последовательность zn имеет только одну предельную точку в бес-

конечности, т. е. limn→∞ zn = ∞ , и ряд
∑

1
|zn| сходится, то ряд Ньютона

сходится равномерно в каждом конечном круге |z| ≤ R.

3) Если последовательность zn имеет только одну предельную точку в
бесконечности, т. е. limn→∞ zn =∞ , и ряд

∑
1
|zn| расходится, то ряд Ньюто-

на сходится равномерно в каждой конечной части области D, определяемой
условиями:

| arg(z − z0)− arg zk| ≤ ϕ <
π

2
; Re (z − z0) > 0.

В случае, когда последовательность узлов xn (xn ≥ 0) ряда Ньютона имеет
единственную точку в бесконечности, то существует такое конечное или беско-
нечное число σc, что при Re z > σc ряд Ньютона сходится, а при он расходится
Re z < σc. Число σc называется абсциссой сходимости ряда Ньютона Ньютона
с узлами интерполяции xn ≥ 0 (n = 1, 2, ...).

Теорема 3.2
Если ряда Ньютона с вещественными и положительными узлами xn (n =

1, 2, ...) в limn→∞ имеет конечную абсциссу сходимости σc, то он равномерно
сходится в области D(ε, R), определяемой неравенствами:

Re z > σc + ε, |z − σc| ≤ R,

при любом сколько угодно малом и сколь угодно большом R > 0, и его сумма
является регулярной функцией комплексного переменного z в любой конечной
части полуплоскости Rez > σc.

Вообще говоря, из сходимости ряда Ньютона в какой-нибудь области D не
следует его абсолютная сходимость в той же области D.

Теорема 3.3
Пусть ряд Ньютона абсолютно сходится в точке z0, не совпадающей с узлами

интерполяции (z0 6= zk, k = 1, 2, ...), и последовательность узлов zn имеет только
одну предельную точку: limn→∞ zn = z′. Тогда справедливы утверждения:
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1) Если z′− конечное число, то ряд (??) сходится равномерно и абсолютно в
круге:

|z − z′| < |z0 − z′|.

2)Если limn→∞ zn =∞ и ряд
∑

1
|zn| сходится, то ряд (??) сходится равномер-

но и абсолютно в каждой конечной области плоскости z.
3) Если последовательность zn имеет только одну предельную точку в беско-

нечности, т. е. limn→∞ zn =∞, и ряд
∑

1
|zn| расходится, то ряд Ньютона сходится

равномерно и абсолютно в каждой области D определяемой условиями (??)
Теорема 3.4.
Разность между абсциссой сходимости и абсциссой абсолютной сходимо-

сти σa − σc ряда Ньютона
∞∑
n=1

an(z − z1)(z − z2)...(z − zn) с вещественными

положительными узлами xn(n = 1, 2, ...), где limxn = и
∞∑
n=1

1
xn

=∞, не превы-

шает числа σ ≥ 0, определяемого формулой:

σ = lim
n→∞

lnxn
n∑
k=1

1
xk

Теорема 3.5.

Ряд Ньютона
∞∑
n=1

an(z − z1)(z − z2)...(z − zn) и ряд Дирихле
∞∑
n=1

ane
−λnz в

предположении, что

bn = (−1)nanx1x2 · ... · xn (xk > 0, k = 1, 2, ...),

lim
n→∞

xn =∞

и sn =
n∑
n=1

1
xn
→∞ при n→∞, имеют одни и те же абсциссы сходимости и

абсциссы абсолютной сходимости.
Заключение. В первом разделе выпускной квалификационной работы бы-

ли изучены:
-условия существования интерполяционных многочленов по заданным зна-

чениям самой функции и по заданным значениям ее производных некоторого
порядка, основные проблемы интерполяции, заключающиеся в изучении сходи-
мости интерполяционных последовательностей к функции.
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- методы определения коэффициентов интерполяционных полиномов, также
были подробно рассмотрены интерполяционные формулы Лагранжа и Ньютона.

Во втором разделе получены формулы для абсциссы сходимости ряда Ди-
рихле, а так же область сходимости этого ряда.

Третий раздел был посвящен исследованию рядов Ньютона, в частности,
была доказана теорема, в которой показано, что ряд Ньютона и ряд Дирихле
имеют одни и те же абсциссы сходимости и абсциссы абсолютной сходимости.
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