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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Ôèíàíñîâûé ðûíîê � ýòî ÷ðåçâû÷àéíî ñëîæíàÿ

ñòðóêòóðà ñî ìíîæåñòâîì ó÷àñòíèêîâ è ôèíàíñîâûõ ïîñðåäíèêîâ, îïåðèðó-

þùèõ ñ ðàçíîîáðàçíûìè ôèíàíñîâûìè èíñòðóìåíòàìè è âûïîëíÿþùèõ øè-

ðîêèé íàáîð ôóíêöèé ïî îáñëóæèâàíèþ è óïðàâëåíèþ ôèíàíñîâûìè ïðî-

öåññàìè. Â ïîñëåäíèå ãîäû â íàøåé ñòðàíå â ñâÿçè ñ ðàçâèòèåì ðûíî÷íîé

ýêîíîìèêè ñóùåñòâåííî ïîâûñèëñÿ èíòåðåñ ê ïîñòàíîâêå è ðåøåíèþ çàäà÷

òåîðèè èíâåñòèöèé. Ñðåäè ýòèõ çàäà÷ çíà÷èòåëüíîå ìåñòî çàíèìàþò çàäà÷è

îïòèìèçàöèè ïîðòôåëåé àêòèâîâ.

Âûáèðàÿ ðàçëè÷íûå âàðèàíòû ðàñïðåäåëåíèÿ êàïèòàëà ìåæäó îáúåêòà-

ìè, â êîòîðûå èíâåñòèðóåòñÿ êàïèòàë, ìû ïîëó÷èì ðàçëè÷íûå ðåçóëüòàòû,

åñëè ïîä ðåçóëüòàòîì ïîíèìàòü âåëè÷èíó äîõîäà, ïîëó÷åííîãî â òå÷åíèå çà-

ðàíåå îïðåäåëåííîãî ïåðèîäà. Î÷åâèäíî, îïòèìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå èíâå-

ñòèðóåìîãî êàïèòàëà äîëæíî îáåñïå÷èâàòü â íåêîòîðîì ñìûñëå íàèëó÷øèé

ðåçóëüòàò. Â òî æå âðåìÿ, ðåøåíèå î ñòðóêòóðå ðàñïðåäåëåíèÿ êàïèòàëà ïðè-

íèìàåòñÿ ÷àñòî â óñëîâèÿõ íåîïðåäåëåííîñòè, êîãäà äîõîäíîñòü îò âëîæåíèÿ

êàïèòàëà â îáúåêòû èíâåñòèðîâàíèÿ íîñèò ñëó÷àéíûé õàðàêòåð. Òåì ñàìûì

ïîÿâëÿåòñÿ ðèñê âëîæåíèÿ êàïèòàëà è çàäà÷à îïòèìèçàöèè ïîðòôåëÿ èíâå-

ñòèöèé äîëæíà ñòàâèòüñÿ è ðåøàòüñÿ â óñëîâèÿõ íàëè÷èÿ ðèñêà.

Öåëüþ áàêàëàâðñêîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñîñòàâëåíèå îïòèìàëüíîãî ïîðò-

ôåëÿ öåííûõ áóìàã, èñïîëüçóÿ ñòðàòåãèþ ñëåæåíèÿ çà èíäåêñîì (ðåïëèêàöèÿ

èíäåêñà). Ýòî ïàññèâíàÿ ôèíàíñîâàÿ ñòðàòåãèÿ, êîòîðàÿ ñîñòîèò â èìèòàöèè

(ðåïëèêàöèè) äîõîäíîñòè çàäàííîãî èíäåêñà èëè ïîðòôåëÿ. Öåëü èíâåñòîðà

� íàéòè âåñà àêòèâîâ â ñâîåì ïîðòôåëå, ÷òîáû ïîëó÷èâøèéñÿ ïîðòôåëü èìåë

ìèíèìàëüíóþ îøèáêó ñëåæåíèÿ, â êà÷åñòâå êîòîðîé îáû÷íî èñïîëüçóþò äèñ-

ïåðñèþ ðàçíîñòè ìåæäó äîõîäíîñòüþ èíäåêñà è äîõîäíîñòüþ ïîðòôåëÿ. Â

äàííîé ðàáîòå ðåøåíèå ïðîáëåìû ñëåæåíèÿ çà èíäåêñîì ðàññìàòðèâàåòñÿ ñ

îãðàíè÷åíèåì íà êàðäèíàëüíîñòü, ò.å. ñ îãðàíè÷åíèåì íà ìàêñèìàëüíîå êîëè-

÷åñòâî àêòèâîâ, óäåðæèâàåìûõ â ïîðòôåëå. Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ

æàäíûé àëãîðèòì äëÿ ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è è èçó÷àþòñÿ ñâîéñòâà ñõîäè-

ìîñòè æàäíûõ àëãîðèòìîâ äëÿ ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ çàäà÷ îïòèìèçàöèè.

Îáúåêò èññëåäîâàíèÿ � ñîñòàâëåíèå îïòèìàëüíîãî ïîðòôåëÿ öåííûõ

áóìàã ñ îãðàíè÷åíèåì íà ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî àêòèâîâ.

Ïðåäìåò èññëåäîâàíèÿ � ôèíàíñîâûé ðûíîê öåííûõ áóìàã è ñâîéñòâà
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ñõîäèìîñòè æàäíûõ àëãîðèòìîâ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìèçàöèè, â ÷àñòíîñòè

çàäà÷è ñëåæåíèÿ çà èíäåêñîì.

Äëÿ äîñòèæåíèÿ ïîñòàâëåííûõ öåëåé â ðàáîòå íåîáõîäèìî ðåøèòü ñëåäó-

þùèå çàäà÷è:

� îïðåäåëèòü îñíîâíûå ïîíÿòèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ ðàáîòû ñ ïîðòôåëåì

öåííûõ áóìàã;

� ðàññìîòðåòü òåîðèþ óïðàâëåíèÿ ïîðòôåëåì Ìàðêîâèöà;

� ðàññìîòðåòü ïîíÿòèå áèíàðíîé êëàññèôèêàöèè è çàäà÷è îïòèìèçàöèè;

� ðàññìîòðåòü íåðàçäåëèìûå äàííûå, ïðîáëåìû îïòèìèçàöèè ñ ýêñïîíåí-

öèàëüíîé ôóíêöèè ïîòåðü è ëîãèñòè÷åñêîé ôóíêöèè ïîòåðü;

� ðàññìîòðåòü íàõîæäåíèå ðàçðåæåííûõ ðåøåíèé è àëãîðèòìû îïòèìè-

çàöèè äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ áèíàðíîé êëàññèôèêàöèè;

� îïèñàòü àëãîðèòì æàäíîãî êîîðäèíàòíîãî ñïóñêà è åãî ñâîéñòâà;

� àíàëèç è ñëîæíîñòü ìåòîäà æàäíîãî êîîðäèíàòíîãî ñïóñêà;

� ðàññìîòðåòü ìåòîä Ôðàíêà-Âóëôà äëÿ óñëîâíîé îïòèìèçàöèè;

� ðàññìîòðåòü ìåòîä ìèíèìèçàöèè Ôðàíêà-Âóëôà;

� àíàëèç è ñëîæíîñòü ìåòîäà Ôðàíêà-Âóëôà;

� ðàññ÷èòàòü îñíîâíûå ïðàêòè÷åñêèå è òåîðåòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè

äàííîé ñèñòåìû.

Ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ïðîâîäèìîãî èññëåäîâàíèÿ ñîñòîèò â ñî-

ñòàâëåíèå îïòèìàëüíîãî ïîðòôåëÿ öåííûõ áóìàã, èñïîëüçóÿ ñòðàòåãèþ ñëå-

æåíèÿ çà èíäåêñîì, ðåøåíèå ïðîáëåìû ðàññìàòðèâàåòñÿ ñ îãðàíè÷åíèåì íà

êàðäèíàëüíîñòü. Ïî ðåçóëüòàòàì ýòèõ âû÷èñëåíèé ìîæíî äåëàòü âûâîäû î

ðåíòàáåëüíîñòè è äîõîäíîñòè çàäàííîãî èíäåêñà èëè ïîðòôåëÿ.

Ñòðóêòóðà è ñîäåðæàíèå áàêàëàâðñêîé ðàáîòû. Ðàáîòà ñîñòîèò èç

ââåäåíèÿ, ÷åòûðåõ ðàçäåëîâ, çàêëþ÷åíèÿ, ñïèñêà èñïîëüçîâàííûõ èñòî÷íèêîâ

è ïðèëîæåíèÿ.

ÎÑÍÎÂÍÎÅ ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ

Âî ââåäåíèè îáîñíîâûâàåòñÿ àêòóàëüíîñòü òåìû ðàáîòû, ôîðìóëèðóåòñÿ

öåëü ðàáîòû è ðåøàåìûå çàäà÷è, îòìå÷àåòñÿ ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ïîëó-

÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.

Â ïåðâîì ðàçäåëå ïðèâîäÿòñÿ îñíîâíûå ïîíÿòèÿ ïîðòôåëÿ öåííûõ áóìàã,

òåîðèÿ óïðàâëåíèÿ ïîðòôåëåì Ìàðêîâèöà.

3



Âî âòîðîì ðàçäåëå ðàññìîòðåíû îñíîâíûå ïîíÿòèÿ áèíàðíîé êëàññèôè-

êàöèè è çàäà÷è îïòèìèçàöèè, ïîíÿòèÿ î íåðàçäåëèìûõ äàííûõ, ïðîáëåìû

îïòèìèçàöèè ñ ýêñïîíåíöèàëüíîé ôóíêöèè ïîòåðü è ëîãèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

ïîòåðü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äàííûå çàäà÷è íåðàçäåëèìû, êàê ýòî áûâàåò â

áîëüøèíñòâå ïðàêòè÷åñêèõ ñëó÷àåâ. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó îïòèìè-

çàöèè:

LELP : L∗exp := mimizeλLexp(λ) := ln(
1

m
)

m∑
i=1

exp((−Aλ)i), λ ∈ Rn.

Lexp(λ) åñòü öåëåâàÿ ôóíêöèÿ çàäà÷è LELP è íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé ïîòåðü.

Ýòà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ óáûâàþùåé è ìîíîòîííîé ôóíêöèåé (Aλ)i ïðè

i = 1, . . . ,m, ïîýòîìó ïðè ñâåäåíèè ê ìèíèìóìó ýòà ôóíêöèÿ áóäåò äàâàòü

áîëüøèå çíà÷åíèÿ (Aλ)i äëÿ i = 1, . . . ,m.

Åùå îäíà ôóíêöèÿ ïîòåðü, êîòîðàÿ ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ � ëîãèñòè÷åñêàÿ

ôóíêöèÿ ïîòåðü Llogit(·)Rn → R , êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

Llogit(λ) :=
1

m

m∑
i=1

ln(1 + exp((−Aλ)i)).

Îíà èìååò î÷åíü ïðèâëåêàòåëüíûå ñòàòèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà â äîïîëíåíèå ê

íåêîòîðûì ñâîéñòâàì îïòèìèçàöèè. Ýòà ôóíêöèÿ òàêæå ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííî

óáûâàþùåé ôóíêöèåé (Aλ)i äëÿ i = 1, . . .m.

Ëîãèñòè÷åñêîé çàäà÷åé îïòèìèçàöèè ïîòåðü ÿâëÿåòñÿ ìèíèìèçàöèÿ ëîãè-

ñòè÷åñêîé ôóíêöèè ïîòåðü Llogit(. . .), êîòîðàÿ çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îá-

ðàçîì:

L∗logit := minλLlogit(λ) :=
1

m

m∑
i=1

ln(1 + exp((−Aλ)i)), λ ∈ Rn.

Âûøåóêàçàííûå çàäà÷è îïòèìèçàöèè ÿâëÿþòñÿ èëëþñòðàòèâíûìè çàäà-

÷àìè îïòèìèçàöèè, êîòîðûå âîçíèêàþò äîñòàòî÷íî åñòåñòâåííî â ìàøèííîì

îáó÷åíèè. Ïóñòü λ∗ ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì (èëè áëèçêèì ê îïòèìàëüíîìó)

ðåøåíèåì îäíîé èç ïðîáëåì îïòèìèçàöèè ÌÌÐ, LELP. Ïóñòü ‖ λ∗ ‖0 îáîçíà-
÷àåò ÷èñëî íåíóëåâûõ êîìïîíåíò â âåêòîðå λ∗. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ âàæíî, ÷òî-

áû ‖ λ∗ ‖0 áûëî íåáîëüøèì, òî åñòü λ∗ ÿâëÿëîñü áû ðàçðåæåííûì âåêòîðîì
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(ò.å. λ∗ èìååò î÷åíü ìàëî íåíóëåâûõ êîìïîíåíò). Ýòî ïîëåçíî ïðè óïðàâëåíèè

âû÷èñëåíèÿìè è ïàìÿòüþ, îñîáåííî ïðè n >> 0, ïðè çàäà÷àõ áîëüøîé ðàç-

ìåðíîñòè. Íî â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ðàçðåæåííîñòü λ∗ âîçíèêàåò èç òîãî, ÷òî

ðåøåíèå çàâèñèò îò î÷åíü íåáîëüøîãî êîëè÷åñòâà îñíîâíûõ ôóíêöèé (êîì-

ïîíåíòîâ) è ò.ä. Â ïðèñóòñòâèè ïîòåíöèàëüíîãî ïåðåîáó÷åííîãî ðåøåíèÿ íà

îñíîâå äàííûõ, îïûò ðàáîòû âî ìíîãèõ êîíòåêñòàõ ïîêàçàë, ÷òî ðàçðåæåí-

íûå ðåøåíèÿ, êàê ïðàâèëî, ÿâëÿþòñÿ áîëåå òî÷íûìè ïðè ïðîãíîçèðîâàíèè

íà âíåâûáîðî÷íûõ äàííûõ. Ïîýòîìó â äîïîëíåíèå ê îïòèìèçàöèè ôóíêöèé

ïîòåðü â ÌÌÐ, LELP, ìû òàêæå èùåì ðåøåíèå, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ðàçðåæåí-

íûì â òîì ñìûñëå, ÷òî ‖λ∗‖0 îòíîñèòåëüíî ìàëî. Ìû ìîãëè áû ïîïûòàòüñÿ

îáåñïå÷èòü ñîáëþäåíèå òðåáîâàíèé ðàçðåæåííîñòè, äîáàâèâ îãðàíè÷åíèå òè-

ïà "‖λ∗‖0 ≤ r"ê çàäà÷å îïòèìèçàöèè, äëÿ íåêîòîðûõ ìàëûõ çíà÷åíèé. Òåì íå

ìåíåå, ýòîò ïðÿìîé ïîäõîä ê ðåøåíèþ âîïðîñà ðàçðåæåííîñòè äåëàåò çàäà÷ó

î÷åíü ñëîæíîé � íà ñàìîì äåëå òàêàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé â òåîðå-

òè÷åñêîé èíôîðìàòèêå. Âìåñòî ýòîãî, ìû âèäèì, ÷òî íåêîòîðûå àëãîðèòìû,

êîòîðûå îáû÷íî íàçûâàþò ¾æàäíûìè¿, ïî ñâîåé êîíñòðóêöèè ñïîñîáñòâóþò

èëè ãàðàíòèðóþò ïîëó÷åíèå ðàçðåæåííûõ ðåøåíèé.

Â ýòîì ðàçäåëå ðàññìîòðèâàþòñÿ äâà îñíîâíûõ òèïà ¾æàäíûõ¿ àëãîðèò-

ìîâ âûïóêëîé îïòèìèçàöèè, à èìåííî:

1. Æàäíûé êîîðäèíàòíûé ñïóñê. Ìåòîäû êîîðäèíàòíîãî ñïóñêà ÿâëÿþòñÿ

ìåòîäàìè ðåøåíèÿ çàäà÷ âûïóêëîé îïòèìèçàöèè, êîòîðûå èñïîëüçóþò

îäíó êîîðäèíàòó íà êàæäîé èòåðàöèè. Ýòè ìåòîäû áûëè âïåðâûå ðàçðà-

áîòàíû íà çàðå ðàçâèòèÿ òåîðèè îïòèìèçàöèè â êà÷åñòâå îäíîãî èç ñïîñî-

áîâ ïðîâåäåíèÿ âû÷èñëåíèé, íî ñ ìàëîé íàãðóçêîé íà ïàìÿòü. Ñåãîäíÿ òà-

êèå ìåòîäû èñïûòûâàþò îãðîìíûé âñïëåñê èíòåðåñà èç-çà èõ ñïîñîáíîñòè

íàõîäèòü ðàçðåæåííûõ ðåøåíèÿ, òî åñòü ðåøåíèÿ, êîòîðûå èñïîëüçóþò

î÷åíü ìàëî êîîðäèíàò;

2. Ìåòîä Ôðàíêà-Âóëüôà. Ìåòîä Ôðàíêà-Âóëüôà ñîçäàí Ìàðãàðèòîé Ôðàíê

è Ôèëèïïîì Âóëüô, òàêæå èçâåñòåí êàê ìåòîä ¾óñëîâíîãî ãðàäèåíòà¿.

Òðåòèé ðàçäåë ïîñâÿùåí ïðèíöèïàì ïîñòðîåíèÿ æàäíîãî êîîðäèíàòíîãî ñïóñ-

êà, åãî àëãîðèòìó è ñâîéñòâàì.
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Íàøà çàäà÷à âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

P : minimizexf(x), x ∈ Rn, (1)

ãäå f(·) ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé âûïóêëîé ôóíêöèåé, îïðåäåëåííîé íà
Rn. Îáîçíà÷èì f ∗ � îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè çàäà÷è P , è ïóñòü

x∗ îáîçíà÷àåò îïòèìàëüíîå ðåøåíèå P , åñëè òàêîå ðåøåíèå ñóùåñòâóåò. Ïóñòü

∇f(x) îáîçíà÷àåò ãðàäèåíò f(·) â òî÷êå x, è íàïîìíèì, ÷òî íåðàâåíñòâî äëÿ
ãðàäèåíòà èìååò âèä:

f(y) ≥ f(x) +∇f(x)T (y − x), (x, y ∈ Rn). (2)

Ìû èçìåðÿåì ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè, èñïîëüçóÿ íîðìó l1:

‖x‖1 :=
n∑
j=1

| xj | .

Ìû áóäåì èçìåðÿòü âåëè÷èíó ãðàäèåíòîâ â íîðìå l∞, ãäå íîðìà

‖g‖∞ = maxj| gj |.
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ãðàäèåíò f(·) Ëèïøèöåâûì. Ó÷èòûâàÿ íàøå ïðèìå-

íåíèå äëÿ âûøåóêàçàííûõ íîðì, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî L, äëÿ

êîòîðîãî

‖∇f(y)−∇f(x)‖∞ ≤ L‖y − x‖1, x, y ∈ Rn. (3)

Ïóñòü B1(c, R) îáîçíà÷àåò øàð ïî íîðìå l1 ñ öåíòðîì â òî÷êå è ðàäèóñîì

R, à èìåííî:

B1(c, R) := x ∈ Rn : ‖x− c‖1 ≤ R.

Ïóñòü ei îáîçíà÷àåò ith åäèíè÷íûé âåêòîð âRn, à èìåííî ei = (0 . . . 0, 1, 0 . . . 0)T ,

ãäå ïîÿâëÿåòñÿ 1 â i-îì êîýôôèöèåíòå.

Àëãîðèòì 1 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé æàäíûé ìåòîä êîîðäèíàòíîãî ñïóñêà äëÿ

ðåøåíèÿ çàäà÷è (P ). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî àëãîðèòì 1 íà÷èíàåò ðàáîòó â òî÷êå

x0 ← 0. Òîãäà èç-çà ïðàâèëà îáíîâëåíèÿ, îí áóäåò óäîâëåòâîðÿòü

‖xk+1‖0 ≤ ‖xk‖0 + 1.

Ýòà ãàðàíòèÿ ðàçðåæåííîñòè ïîëåçíà, åñëè ðåøàåòñÿ ïðîáëåìà áîëüøîé
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ðàçìåðíîñòè, ãäå n >> 0 ìîæåò èìåòü ïîðÿäîê 106 èëè äàæå áîëüøå.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ìû èñïîëüçóåì æàäíûå àëãîðèòìû. Âûáîð æàäíîãî

àëãîðèòìà äëÿ íàøåãî àíàëèçà îñíîâàí íà òîì ôàêòå, ÷òî æàäíûå àëãîðèò-

ìû ïîêàçàëè âûñîêóþ ýôôåêòèâíîñòü ïðè ðåøåíèè ïðèêëàäíûõ çàäà÷. Ìû

ìîæåì ïðåäïîëîæèòü, ÷òî îíè ÿâëÿþòñÿ ìíîãîîáåùàþùèìè è äëÿ ðåøåíèÿ

çàäà÷è ñëåæåíèÿ çà èíäåêñîì. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, æàäíûå àëãîðèòìû íå îáÿ-

çàòåëüíî äàþò îïòèìàëüíîå ðåøåíèå. Â äàííîé ñëó÷àå ìû èñïîëüçóåì òàêèå

ìåòîäû äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ðåïëèêàöèè èíäåêñà.

Àëãîðèòì íà êàæäîì øàãå ñâîåé ðàáîòû äîáàâëÿåò â ïîðòôåëü àêòèâ,

êîòîðûé åùå íå âõîäèò â ïîðòôåëü è êîòîðûé íàèáîëåå áëèçîê ê èíäåêñó.

Ïðîöåññ âêëþ÷åíèÿ íîâûõ àêòèâîâ â ïîðòôåëü ïðîäîëæàåòñÿ äî òåõ ïîð,

ïîêà â ïîðòôåëå íå îêàæåòñÿ ðîâíî K àêòèâîâ.

Æàäíûé àëãîðèòì.Îïðåäåëåíèå ïàðàìåòðîâ. Èíèöèàëèçèðîâàòü â òî÷-

êå x0, i← 0 Íà i øàãå :

1. Âû÷èñëèòü ãðàäèåíò. Âû÷èñëèòü∇f(xi).

2. Âû÷èñëåíèå êîîðäèíàò. Ðàññ÷èòàòü:

ji ∈ argmaxj∈[1,n]| ∇f(xk)j |;

si ← sgn(∇f(xi)j).

3. Ïîäñ÷èòàòü ðàçìåð øàãà è íîâîé òî÷êè:

ai ← |∇f(xi)j |
L ;

xi+1 ← xi ← aisie
j.

Òàêæå â äèïëîìíîé ðàáîòå ðàññìîòðåíû àíàëèç è ñëîæíîñòü ìåòîäà æàä-

íîãî êîîðäèíàòíîãî ñïóñêà, à òàêæå èçó÷åí ìåòîä ìèíèìèçàöèè Ôðàíêà-

Âóëôà.

Ýòîò ìåòîä îñíîâàí íà òîì, ÷òî ìíîæåñòâî S óäîáíî äëÿ ëèíåéíîé îïòè-

ìèçàöèè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ëèáî S ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ

S = {x|Ax ≤ b} èëè, ÷òî ïðîáëåìà:

LOc : minimizexC
Tx,X ∈ S,

ëåãêî ðåøàåòñÿ äëÿ ëþáîãî çàäàííîãî öåëåâîãî âåêòîðà c. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

àëãîðèòì íàõîäèòñÿ íà íåêîòîðîé èòåðàöèè â òî÷êå xk ∈ S. Ôóíêöèÿ f(x) â
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òî÷êå x = xk ðàâíà

z1(x) := f(xk) + Of(xk)T (x− xk).

Ýòî ðàçëîæåíèå â ðÿä Òåéëîðà ïåðâîãî ïîðÿäêà ôóíêöèè f(·) â òî÷êå xk.

Ïîñêîëüêó ìû ìîæåì ëåãêî ñäåëàòü ëèíåéíóþ îïòèìèçàöèþ íà S, ðåøàåì

çàäà÷ó

LP : minimizexf(x
k) + Of(xk)T (x− xk), X ∈ S,

êîòîðàÿ ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å

LP : minimizexOf(x
k)Tx,X ∈ S.

Ïóñòü xk îáîçíà÷àåò îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è. Ïðîäîëæàåì ìå-

òîä Ôðàíêà-Âóëôà, âûáèðàÿ ñëåäóþùóþ èòåðàöèþ êàê xk+1 ← xk+a(x̃k−xk)
äëÿ íåêîòîðîãî øàãà. Òàê êàê S � âûïóêëîå ìíîæåñòâî è îáà xk è x̃k ñîäåð-

æàòñÿ â S, òî xk + a(x̃k − xk) ∈ S äëÿ âñåõ a ∈ [0, 1]. Ïóñòü ãk ∈ [0, 1]

îáîçíà÷àåò ðàçìåð øàãà íà èòåðàöèè k-ãî ìåòîäà. Èìååì

xk+1 ← xk + a(x̃k − xk), ãk ∈ [0, 1].

Çíà÷åíèå ãk ìîæíî îïðåäåëèòü íåñêîëüêèìè ñïîñîáàìè. Îäèí èç ñïîñîáîâ

ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû óñòàíîâèòü ðàçìåð øàãà ãk òàê, ÷òîáû îí ñîîòâåòñòâîâàë

íåêîòîðîìó çàðàíåå îïðåäåëåííîìó ïðàâèëó, íàïðèìåð ñëåäóþùåìó:

ãk =
2

k + 2
.

Åùå îäèí ñïîñîá � ýòî âûáðàòü ãk, âûïîëíèâ ïîèñê f(·) ïî èíòåðâàëó
a ∈ [0, 1]. Òî åñòü ìû ìîãëè áû îïðåäåëèòü ãk êàê îïòèìàëüíîå ðåøåíèå

ñëåäóþùåé çàäà÷è:

ãk ← argminaf(x
k + a(x̃k − xk)), 0 ≤ a ≤ 1.

Àëãîðèòì 2 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôîðìàëüíîå îïèñàíèå òîëüêî ÷òî îïèñàííîãî

ìåòîäà Ôðýíêà-Âóëôà.

Ïîñìîòðèì òåïåðü, êàê ýòîò ìåòîä ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ ñîçäàíèÿ
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ðàçðåæåííûõ ðåøåíèé â êîíòåêñòå îïðåäåëåííûõ ñòðóêòóðèðîâàííûõ çàäà÷.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàøà çàäà÷à ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîáëåìó óñëîâíîé ìè-

íèìèçàöèè:

Rr : minimizexf(x), ‖x‖1 ≤ r,

ãäå f(·) � äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ ïîòåðü, ñâÿçàííàÿ ñ ïðîáëåìîé äâî-

è÷íîé êëàññèôèêàöèè ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ, íàïðèìåð:

Lexp(x) := ln(
1

m

m∑
i=1

exp((−Ax)i)).

Àëãîðèòì ìåòîäà ìèíèìèçàöèè Ôðàíêà-Âóëôà.

1. Âû÷èñëèòü ãðàäèåíò. Âû÷èñëèòü ∇f(xk), çàòåì ðåøèòü çàäà÷ó ëèíåéíîé

îïòèìèçàöèè: x̃k ← argminx∈Sf(x
k) +∇f(xk)T (x− xk).

2. Íàõîäèì xk+1 ← xk + ãk(x̃k − xk), ãk ∈ [0, 1].

Òàêæå ïðåäñòàâëåíû äâà âàæíûõ ïðåäâàðèòåëüíûõ ðåçóëüòàòà. Ïåðâûé

ðåçóëüòàò ãëàñèò î òîì, ÷òî íà êàæäîé k-îé èòåðàöèè ìåòîäà Ôðàíêà-Âóëôà

ðåøåíèå çàäà÷è ëèíåéíîé îïòèìèçàöèè ïðèâîäèò ê k äåéñòâèòåëüíîé íèæíåé

îöåíêå îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ f ∗ çàäà÷è îïòèìèçàöèè P .

Óòâåðæäåíèå. Íà k èòåðàöèè ìåòîäà Ôðàíê-Âîëüôà âûïîëíÿåòñÿ

f ∗ ≥ f(xk) +∇f(xk)T (x̃k − xk).

Óòâåðæäåíèå. Ïóñòü ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà C > 0, äëÿ êîòîðîé íåîòðèöàòåëü-

íûé ðÿä ai òàêîé ÷òî:

ai+1 ≤ ai(1−
2

i+ 2
) +

C

(i+ 2)2
, i ≥ 0.

Òîãäà îíî óòâåðæäàåò, ÷òî

ak ≤
C

k + 2
, k ≥ 1.

Â ÷åòâåðòîì ðàçäåëå íàïèñàíà ïðîãðàììà íà ÿçûêå C++ äëÿ íàõîæäå-

íèÿ îïòèìàëüíîãî èâåñòèöèîííîãî ïîðòôåëÿ.
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Òàêæå áûëè ñîáðàíû äàííûå ïî áèðæå öåííûõ áóìàã, â ðàáîòå èñïîëüçî-

âàíû îòêðûòûå äàííûå, êîòîðûå ðàñïîëîæåíû â Huge Stock Market Dataset.

Ïîäãîòîâëåíà ìàòðèöà öåí, êîòîðàÿ â ïîñåäñòâèè áûëà ïðåîáðàçîâàííà â

ìàòðèöó äîõîäíîñòè.

Â çàêëþ÷åíèè ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû áàêàëàâðñêîé ðàáîòû.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

1. Îïðåäåëåíû îñíîâíûå ïîíÿòèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ îïèñàíèÿ ïîðòôåëÿ

öåííûõ áóìàã. Èçó÷åíû ÷àñòíûå ñëó÷àè óïðàâëåíèÿ ïîðòôåëåì Ìàðêîâèöà.

2. Îïðåäåëåíû îñíîâíûå ïîíÿòèÿ, ñâÿçàííûå ñ áèíàðíîé êëàññèôèêàöèåé

è çàäà÷åé îïòèìèçàöèè. Ðàññìîòðåíû ïðîáëåìû îïòèìèçàöèè ñ ýêñïîíåíöè-

àëüíîé ôóíêöèè ïîòåðü è ëîãèñòè÷åñêîé ôóíêöèè ïîòåðü.

3. Èçó÷åíû ìåòîäû æàäíîãî êîîðäèíàòíîãî ñïóñêà è åãî ñâîéñòâà, à òàêæå

ìåòîä Ôðàíêà-Âóëôà äëÿ óñëîâíîé îïòèìèçàöèè.

4. Èçó÷åíû ïðèíöèïû è àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ æàäíîãî êîîðäèíàòíîãî

ñïóñêà è ìåòîäà ìèíèìèçàöèè Ôðàíêà-Âóëôà.

5. Ðàçðàáîòàíà ïðîãðàììà, äëÿ íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîãî èíâåñòèöèîí-

íîãî ïîðòôåëÿ.
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