
Ìèíèñòåðñòâî îáðàçîâàíèÿ è íàóêè Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè

ÔÅÄÅÐÀËÜÍÎÅ ÃÎÑÓÄÀÐÑÒÂÅÍÍÎÅ ÁÞÄÆÅÒÍÎÅ

ÎÁÐÀÇÎÂÀÒÅËÜÍÎÅ Ó×ÐÅÆÄÅÍÈÅ ÂÛÑØÅÃÎ ÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈß

¾ÑÀÐÀÒÎÂÑÊÈÉ ÍÀÖÈÎÍÀËÜÍÛÉ ÈÑÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÑÊÈÉ

ÃÎÑÓÄÀÐÑÒÂÅÍÍÛÉ ÓÍÈÂÅÐÑÈÒÅÒ ÈÌÅÍÈ Í.Ã.

×ÅÐÍÛØÅÂÑÊÎÃÎ¿

Êàôåäðà òåîðèè ôóíêöèé

è ñòîõàñòè÷åñêîãî àíàëèçà

ÌÅÒÎÄÛ ÐÅØÅÍÈß ÒÐÀÑÏÎÐÒÍÎÉ ÇÀÄÀ×È

ÀÂÒÎÐÅÔÅÐÀÒ ÁÀÊÀËÀÂÐÑÊÎÉ ÐÀÁÎÒÛ

ñòóäåíòà 4 êóðñà 412 ãðóïïû

íàïðàâëåíèÿ 01.03.02 Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà è èíôîðìàòèêà

Êàíàõèíà Èâàíà Àëåêñàíäðîâè÷à

Íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü

äîöåíò Â.Ð.Øåáàëäèí

Çàâ. êàôåäðîé

ä.ô-ì.í, ïðîôåññîð Ñ.Ï. Ñèäîðîâ

Ñàðàòîâ, 2018



ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Òðàíñïîðòíàÿ çàäà÷à � îäíà èç ðàñïðîñòðàíåí-

íûõ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ïîëó÷èëà â íàñòîÿùåå âðåìÿ øèðî-

êîå ðàñïðîñòðàíåíèå â òåîðåòè÷åñêèõ îáðàáîòêàõ è ïðàêòè÷åñêîì ïðèìåíå-

íèè íà òðàíñïîðòå è â ïðîìûøëåííîñòè. Åå öåëü � ðàçðàáîòêà íàèáîëåå ðà-

öèîíàëüíûõ ïóòåé è ñïîñîáîâ òðàíñïîðòèðîâàíèÿ òîâàðîâ, óñòðàíåíèå ÷ðåç-

ìåðíî äàëüíèõ, âñòðå÷íûõ, ïîâòîðíûõ ïåðåâîçîê. Âñå ýòî ñîêðàùàåò âðåìÿ

ïðîäâèæåíèÿ òîâàðîâ, óìåíüøàåò çàòðàòû ïðåäïðèÿòèé, ôèðì, ñâÿçàííûå ñ

îñóùåñòâëåíèåì ïðîöåññîâ ñíàáæåíèÿ ñûðüåì, ìàòåðèàëàìè, òîïëèâîì, îáî-

ðóäîâàíèåì è ò. ä.

Êðîìå òîãî, ê çàäà÷àì òðàíñïîðòíîãî òèïà ñâîäÿòñÿ ìíîãèå äðóãèå çàäà-

÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ - çàäà÷è î íàçíà÷åíèÿõ, ñåòåâûå, êàëåíäàð-

íîãî ïëàíèðîâàíèÿ. Ôîðìàëüíûì ïðèçíàêîì òðàíñïîðòíîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ

òî, ÷òî êàæäàÿ ïåðåìåííàÿ âõîäèò ëèøü â äâà îãðàíè÷åíèÿ, ïðè÷åì ñ êî-

ýôôèöèåíòàìè, ðàâíûìè åäèíèöå. Åñëè ïðè ýòîì êðèòåðèé îïòèìàëüíîñòè

(ñóììà ðàñõîäîâ, îáùèé ïðîáåã) ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëåí çíà÷åíèÿì ïåðåìåí-

íûõ (òðàíñïîðòíûõ ïîòîêîâ), âîçíèêàåò ëèíåéíàÿ òðàíñïîðòíàÿ çàäà÷à. Â

äðóãèõ ñëó÷àÿõ ðàññìàòðèâàåòñÿ íåëèíåéíàÿ òðàíñïîðòíàÿ çàäà÷à, ðåøàåìàÿ

äðóãèìè ìåòîäàìè.

Äàííàÿ ðàáîòà ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ, ïîñêîëüêó ïðèìåíåíèå ìàòåìàòè-

÷åñêèõ ìåòîäîâ è âû÷èñëèòåëüíûõ â ïëàíèðîâàíèè ïåðåâîçîê äàåò áîëüøîé

ýêîíîìè÷åñêèé ýôôåêò. Ðàñ÷åò ýôôåêòèâíîñòè ðàáîòû ïðîèçâîäèòñÿ ïî ôàê-

òè÷åñêèì çàòðàòàì òðàíñïîðòíîãî ïîäðàçäåëåíèÿ.

Öåëü áàêàëàâðñêîé ðàáîòû - îñâîèòü ìàòåìàòè÷åñêóþ ïîñòàíîâêó òðàíñ-

ïîðòíîé çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ìåòîäû íàõîæäåíèÿ ïåðâîíî-

÷àëüíîãî îïîðíîãî è îïòèìàëüíîãî ïëàíà.

Îáúåêòû èññëåäîâàíèÿ � òðàíñïîðòíàÿ çàäà÷à ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè

ïàðàìåòðàìè.

Ïðåäìåò èññëåäîâàíèÿ � ìåòîäû ðåøåíèÿ òðàíñïîðòíîé çàäà÷è è åå

ïðèëîæåíèÿ.

Äëÿ äîñòèæåíèÿ ïîñòàâëåííûõ öåëåé â ðàáîòå íåîáõîäèìî ðåøèòü ñëåäó-

þùèå çàäà÷è:

� îïðåäåëèòü îñíîâíûå ïîíÿòèÿ, êîòîðûå ñâÿçàíû ñ òðàíñïîðòíûìè çà-

äà÷àìè ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ;
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� ðàññìîòðåòü ïðèìåíåíèå òðàíñïîðòíîé çàäà÷è äëÿ ðåøåíèÿ ýêîíîìè÷å-

ñêèõ çàäà÷;

� îïèñàòü ìåòîäû íàõîæäåíèÿ îïîðíîãî ïëàíà òðàíñïîðòíîé çàäà÷è;

� ðàññìîòðåòü ìåòîäû íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîãî ïëàíà, ñîñòàâèòü àëãî-

ðèòì;

� ïîñòðîèòü ðåøåíèå òðàíñïîðíîé çàäà÷è, ïðèìåíÿÿ ìåòîäû íàõîæäåíèÿ

îïîðíîãî è îïòèìàëüíîãî ïëàíà.

Ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ïðîâîäèìîãî èññëåäîâàíèÿ ñîñòîèò â òîì,

÷òî èñïîëüçóÿ ìåòîäû, ðàññìîòðåííûå â ðàáîòå, ìîæíî ðàñ÷èòàòü ìèíèìàëü-

íûå çàòðàòû ïðåäïðèÿòèÿ. Ðàñ÷åò ýôôåêòèâíîñòè ðàáîòû ïðîèçâîäèòñÿ ïî

ôàêòè÷åñêèì çàòðàòàì òðàíñïîðòíîãî ïîäðàçäåëåíèÿ. Ïî ðåçóëüòàòàì ýòèõ

âû÷èñëåíèé äåëàþòñÿ âûâîäû îá îïòèìàëüíîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è.

Ñòðóêòóðà è ñîäåðæàíèå áàêàëàâðñêîé ðàáîòû. Ðàáîòà ñîñòîèò èç

ââåäåíèÿ, ïÿòè ðàçäåëîâ, çàêëþ÷åíèÿ, ñïèñêà èñïîëüçîâàííûõ èñòî÷íèêîâ,

ñîäåðæàùåãî 20 íàèìåíîâàíèé, è ïðèëîæåíèé. Îáùèé îáúåì ðàáîòû ñîñòàâ-

ëÿåò 44 ñòðàíèöû.

ÎÑÍÎÂÍÎÅ ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ

Âî ââåäåíèè îáîñíîâûâàåòñÿ àêòóàëüíîñòü òåìû ðàáîòû, ôîðìóëèðóåòñÿ

öåëü ðàáîòû è ðåøàåìûå çàäà÷è, îòìå÷àåòñÿ ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ïîëó-

÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.

Â ïåðâîì ðàçäåëå ðàññìîòðåíà ïîñòàíîâêà òðàíñïîðòíîé çàäà÷è î ïåðå-

âîçêàõ íåêîòîðîãî îäíîðîäíîãî ãðóçà èç ïóíêòîâ îòïðàâëåíèÿ (îò ïîñòàâùè-

êîâ) â ïóíêòû íàçíà÷åíèÿ (ê ïîòðåáèòåëÿì). Îáùàÿ ïîñòàíîâêà òðàíñïîðòíîé

çàäà÷è ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè îïòèìàëüíîãî ïëàíà ïåðåâîçîê.

Äëÿ ïåðåâîçîê îäíîðîäíîãî ãðóçà èìååòñÿ m ïóíêòîâ îòïðàâëåíèÿ (ïî-

ñòàâùèêîâ)A1, A2, ..., Am è n ïóíêòîâ íàçíà÷åíèÿ (ïîòðåáèòåëåé)B1, B2, ..., Bn.

Êîëè÷åñòâî ãðóçà, íàõîäÿùåãîñÿ ó ïîòðåáèòåëÿ Ai, áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç

ai (i = 1,m). Êîëè÷åñòâî ãðóçà, íåîáõîäèìîå ïîòðåáèòåëþ Bj � ÷åðåç

bj (j = 1, n).

Â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ îïòèìàëüíîñòè êîòîðîé âçÿòà ìèíèìàëüíàÿ ñòîè-

ìîñòü ïåðåâîçîê âñåãî ãðóçà. ×åðåç cij îáîçíà÷àþòñÿ òàðèôû ïåðåâîçêè åäè-

íèöû ãðóçà èç i-ãî ïóíêòà îòïðàâëåíèÿ â j-é ïóíêò íàçíà÷åíèÿ, ÷åðåç xij �

êîëè÷åñòâî ãðóçà, êîòîðîå íàäî äîñòàâèòü èç i-ãî ïóíêòà îòïðàâëåíèÿ â j-é

ïóíêò íàçíà÷åíèÿ. Ìàòðèöà òàðèôîâ(èçäåðæåê èëè òðàíñïîðòíûõ ðàñõîäîâ)
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C=


c11 c12 ... c1n

c21 c22 ... c2n

... ... ... ...

cm1 cm2 ... cmn

.
Òîãäà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàâêà òðàíñïîðòíîé çàäà÷è ñîñòîèò â îïðåäåëå-

íèè ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè

F (x) =
n∑

j=1

m∑
i=1

cijxij; xij = (x11, x12, ..., x1n, x21, ...) (1)

ïðè óñëîâèÿõ

n∑
j=1

xij = ai (i = 1,m); (2)

m∑
i=1

xij = bj (j = 1, n); (3)

xij ≥ 0 (i = 1,m; j = 1, n). (4)

Ïîñêîëüêó ïåðåìåííûå xij(i = 1,m; j = 1, n) óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìàì ëè-

íåéíûõ óðàâíåíèé (2) è (3) è óñëîâèþ íåîòðèöàòåëüíîñòè (4), îáåñïå÷èâàþòñÿ

äîñòàâêà íåîáõîäèìîãî êîëè÷åñòâà ãðóçà â êàæäûé èç ïóíêòîâ íàçíà÷åíèÿ,

âûâîç èìåþùåãîñÿ ãðóçà èç âñåõ ïóíêòîâ îòïðàâëåíèÿ, à òàêæå èñêëþ÷àþòñÿ

îáðàòíûå ïåðåâîçêè.

Îïðåäåëåíèå. Âñÿêîå íåîòðèöàòåëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâ-

íåíèé (2) è (3), îïðåäåëÿåìîå ìàòðèöåé X = (xij) (i = 1,m; j = 1, n), íàçû-

âàåòÿ ïëàíîì òðàíñïîðòíîé çàäà÷è.

Ïëàí òðàíñïîðòíîé çàäà÷è

Õ=


x11 x12 ... x1n

x21 x22 ... x2n

... ... ... ...

xm1 xm2 ... xmn

.

Îïðåäåëåíèå. Ïëàí X∗ = (x∗ij) (i = 1,m; j = 1, n), ïðè êîòîðîì ôóíê-

öèÿ (1) èìååò ñâîå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå, íàçûâàåòÿ îïòèìàëüíûé ïëàíîì

òðàíñïîðòíîé çàäà÷è.
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Î÷åâèäíî, îáùåå íàëè÷èå ãðóçà ó ïîñòàâùèêîâ ðàâíî

m∑
i=1

ai,

à îáùàÿ ïîòðåáíîñòü â ãðóçå â ïóíêòàõ íàçíà÷åíèÿ ðàâíà åäèïèöå. Åñëè îá-

ùàÿ ïîòðåáíîñòü â ãðóçå â ïóíêòàõ íàçíà÷åíèÿ ðàâíà çàíîñó ãðóçà â ïóíêòàõ

îòïðàâëåíèÿ, òî åñòü

m∑
i=1

ai =
n∑

j=1

bj, (5)

òî ìîäåëü òàêîé òðàíñïîðòíîé çàäà÷è íàçûâàåòñÿ çàêðûòîé.

Åñëè æå óêàçàííîå óñëîâèå íå âûïîëíÿåòñÿ, òî ìîäåëü òðàíñïîðòíîé çà-

äà÷è íàçûâàåòñÿ îòêðûòîé.

Çàìå÷àíèå. Äëÿ ðàçðåøèìîñòè òðàíñïîðòíîé çàäà÷è íåîáõîäèìî è äîñòà-

òî÷íî, ÷òîáû çàïàñû ãðóçà â ïóíêòàõ îòïðàâëåíèÿ áûëè ðàâíû ïîòðåáíîñòÿì

â ãðóçå â ïóíêòàõ íàçíà÷åíèÿ, òî åñòü ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî (5).

Â ñëó÷àå ïðåâûøåíèÿ çàïàñà íàä ïîòðåáíîñòüþ, òî åñòü ïðè

m∑
i=1

ai >

n∑
j=1

bj (6)

ââîäÿò ôèêòèâíûé (n+ 1)-é ïóíêò íàçíà÷åíèÿ ñ ïîòðåáíîñòüþ

bn+1 =
m∑
i=1

ai −
n∑

j=1

bj (7)

è ñîîòâåòñòâóþùèå òàðèôû ñ÷èòàþò ðàâíûìè íóëþ:

cin+1 = 0 (i = 1,m). (8)

Ïîëó÷åííàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ òðàíñïîðòíîé çàäà÷åé, äëÿ êîòîðîé âûïîë-

íÿåòñÿ ðàâåíñòâî (5).

Àíàëîãè÷íî, ïðè
m∑
i=1

ai =
n∑

j=1

bj
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ââîäÿò ôèêòèâíûé (m+ 1)-é ïóíêò îòïðàâëåíèÿ ñ çàïàñîì ãðóçà

am+1 =
n∑

j=1

bj −
m∑
i=1

ai,

è ñîîòâåòñòâóþùèå òàðèôû ïîëàãàþò ðàâíûìè íóëþ:

cm+1j = 0 (j = 1, n). (9)

Ýòèì çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê òðàíñïîðòíîé çàäà÷å ñ çàêðûòîé ìîäåëüþ, èç îï-

òèìàëüíîãî ïëàíà, êîòîðîé ïîëó÷àåòñÿ îïòèìàëüíûé ïëàí èñõîäíîé çàäà÷è.

Âî âòîðîì ðàçäåëå ðàññìîòðåíû êàê êëàñè÷åñêèå àëãîðèòìû è ìåòîäû

ðåøåíèÿ òðàíñïîðòîé çàäà÷è, êîòîðûå ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè ðåøå-

íèè íåêîòîðûõ ýêîíîìè÷åñêèõ çàäà÷, íå èìåþùèé íè÷åãî îáøåãî ñ òðàíñ-

ïîðòèðîâêîé ãðóçà. Â ýòîì ñëó÷àå âåëè÷èíû òàðèôîâ cij èìåþò ðàçëè÷íûé

ñìûñë â çàâèñèìîñòè îò êîíêðåòíîé ýêîíîìè÷åñêîé çàäà÷è. Ê òàêèì çàäà÷àì

îòíîñÿòñÿ ñëåäóþùåå:

- îïòèìàëüíîå çàêðåïëåíèå çà ñòàíêàìè îïåðàöèé ïî îáðàáîòêå äåòàëåé.

Â íèõ cij ÿâëÿåòñÿ òàêèì ýêîíîìè÷åñêèì ïîêàçàòåëåì, êàê ïðîèçâîäèòåëü-

íîñòü. Çàäà÷à ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ñêîëüêî âðåìåíè è íà êàêîé îïåðàöèè

íóæíî èñïîëíÿòü êàæäûé èç ñòàíêîâ, ÷òîáû îáðàáîòàòü ìàêñèìàëüíîå êîëè-

÷åñòâî äåòàëåé. Òàê êàê òðàíñïîðòíàÿ çàäà÷à òðåáóåò íàõîæäåíèå ìèíèìóìà,

òî çíà÷åíèÿ cij áåðóòñÿ ñ îòðèöàòåëüíûì çíàêîì;

-óâåëå÷åíèå ïðîèçâîäèòåëüíîñòè àâòîìîáèëüíîãî òðàíñïîðòà çà ñ÷åò ìè-

íèìàëüíîãî ïîðîæíåãî ïðîáåãà. Óìåíüøåíèå äîðîæíîãî ïðîáåãà ñîêðàòèò êî-

ëè÷åñòâî àâòîìîáèëåé äëÿ ïåðåâîçîê, óâåëè÷èâ èõ ïðîèçâîäèòåëüíîñòü;

- ðåøåíèå çàäà÷ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà çàïðåùùåíèÿ ïåðåâîçîê. Èñïîëüçóåò-

ñÿ â òîì ñëó÷àå, åñëè ãðóç îò íåêîòîðîãî ïîñòàâùèêà ïî êàêèì-òî ïðè÷èíàì

íå ìîæåò áûòü îòïðàâëåí îäíîìó èç ïîòðåáèòåëåé. Äàííîå îãðàíè÷åíèå ìîæ-

íî óáðàòü, ïðèñâîèâ ñîîòâåòñòâóþùåé êëåòêå äîñòàòî÷íî áîëüøîå çíà÷åíèå

ñòîèìîñòè, òåì ñàìûì â ýòó êëåòêó íå áóäóò ïðîèçâîäèòñÿ ïåðåâîçêè.

Òðåòèé ðàçäåë ïîñâÿùåí îïèñàíèþ íàõîæäåíèÿ îïîðíîãî ïëàíà ðàçëè÷-

íûìè ìåòîäàìè. Îïðåäåëåíèå îïòèìàëüíîãî ïëàíà òðàíñïîðòíîé çàäà÷è íà-

÷èíàþò ñ ïîèñêà êàêîãî�íèáóäü åå îïîðíîãî ïëàíà. Ñóùíîñòü ìåòîäà ñîñòî-

èò â òîì, ÷òî îïîðíûé ïëàí íàõîäÿò ïîñëåäîâàòåëüíî çà n+m− 1 øàãîâ,íà
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êàæäîì èç êîòîðûõ â òàáëèöå óñëîâèé çàäà÷è çàïîëíÿþò îäïó êëåòêó, íàçû-

âàåìóþ çàíÿòîé. Çàïîëíåíèå îäíîé èç êëåòîê îáåñïå÷èâàåò ëþáî ïîëíîñòüþ

óäîâëåòâîðåíèå ïîòðåáíîñòè â ãðóçå îäíîãî èç ïóíêòîâ íàçíà÷åíèÿ (òîãî, â

ñòîëáöå êîòîðîãî íàõîäèòñÿ çàïîëíåííàÿ êëåòêà), ëèáî âûâîç ãðóçà èç êàêîãî-

ëèáî ïóíêòà îòïðàâëåíèÿ (èç òîãî, â ñòðîêå êîòîðîãî íàõîäèòñÿ çàïîëíÿåìàÿ

êëåòêå).

Ïîñëå òîãî êàê ïðîäåëàíû m + n − 2 îïèñàííûõ âûøå øàãîâ, ïîëó÷àþò

çàäà÷ó ñ îäíèì ïóíêòîì îòïðàâëåíèÿ è îäíèì ïóíêòîì íàçíà÷åíèÿ. Ïðè ýòîì

îñòàåòñÿ ñâîáîäíîé òîëüêî îäíà êëåòêà, à çàïàñû îñòàâøåãîñÿ ïóíêòà îòïðàâ-

ëåíèÿ áóäóò ðàâíû ïîòðåáíîñòÿì îñòàâøåãîñÿ ïóíêòà íàçíà÷åíèÿ. Çàïîëíèâ

ýòó êëåòêó, òåì ñàìûì äåëàþò (m+n−1)-é øàã è ïîëó÷àþò èñêîìûé îïîðíûé
ïëàí.

Â ÷åòâåðòîì ðàçäåëå îïèñàí ìåòîä ïîòåíöèàëîâ. Îáùèé ïðèíöèï îïðåäå-

ëåíèÿ îïòèìàëüíîãî ïëàíà òðàíñïîðòíîé çàäà÷è ìåòîäîì ïîòåíöèàëîâ àíàëî-

ãè÷åí ïðèíöåïó ðåøåíèÿ çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñèìïëåêñíûì

ìåòîäîì, à èìåííî: ñíà÷àëà íàõîäÿò îïîðíûé ïëàí òðàíñïîðòíîé çàäà÷è, à

çàòåì åãî ïîñëåäîâàòåëüíî óëó÷øàþò äî ïîëó÷åíèÿ îïòèìàëüíîãî ïëàíà.

Îïðåäåëåíèå. ×èñëà αi è βj (i = 1,m; j = 1, n) íàçûâàþòñÿ ïîòåíöèà-

ëàìè ñîîòâåòñòâåííî ïóíêòîâ íàçíà÷åíèÿ è ïóíêòîâ ïîòðåáëåíèÿ.

Ïóñòü èìååòñÿ òðàíñïîðòíàÿ çàäà÷à ñ áàëàíñîâûìè óñëîâèÿìè

n∑
j=1

xij = ai (i = 1,m);
m∑
i=1

xij = bj (j = 1, n);

xij ≥ 0, i = 1,m; j = 1, n

(1)

ïðè÷åì

m∑
i=1

ai =
n∑

j=1

bj. (2)

Ñòîèìîñòü ïåðåâîçêè åäèíèöû ãðóçà èç Ai â Bj ðàâíà cij, òàáëèöà ñòîè-

ìîñòåé çàäàíà.

Íàéäåì ïëàí ïåðåâîçîê (xij), êîòîðûé óäîâëåòâîðÿë áû áàëàíñîâûì óñëî-

âèÿì (1), è ïðè ýòîì ñòîèìîñòü âñåõ ïåðåâîçîê áûëà ìèíèìàëüíà:
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m∑
i=1

n∑
j=1

cijxij → min. (3)

Èäåÿ ìåòîäà ïîòåíöèàëîâ äëÿ ðåøåíèÿ òðàíñïîðòíîé çàäà÷è ñâîäèòñÿ ê

ñëåäóþùåìó. Êàæäûé èç ïóíêòîâ îòïðàâëåíèÿ Ai âíîñèò çà ïåðåâîçêó åäèíè-

öû ãðóçà êàêóþ-òî ñóììó αi; â ñâîþ î÷åðåäü, êàæäûé èç ïóíêòîâ íàçíà÷åíèÿ

òàêæå âíîñèò çà ïåðåâîçêó åäèíèöû ãðóçà ñóììó βi; ýòè ïëàòåæè ïåðåäàþòñÿ

íåêîòîðîìó òðåòüåìó ëèöó (¾ïåðåâîç÷èêó¿).

Îáîçíà÷èì

αi + βj = cij (i = 1,m; j = 1, n); (4)

è áóäåì íàçûâàòü âåëè÷èíó cij ¾ïñåâäîñòîèìîñòüþ¿ ïåðåâîçêè åäèíèöû

ãðóçà èç Ai â Bj

Ïëàòåæè αi, βj íå îáÿçàòåëüíî äîëæíû áûòü ïîëîæèòåëüíûìè: íå èñêëþ-

÷åíî, ÷òî ¾ïåðåâîç÷èê¿ ñàì ïëàòèò òîìó èëè äðóãîìó ïóíêòó êàêóþ-òî ïðå-

ìèþ çà ïåðåâîçêó.

Îáîçíà÷èì äëÿ êðàòêîñòè âñþ ñîâîêóïíîñòü ïëàòåæåé α1, ..., αm,

βj, ..., βn ÷åðåç (αi, βj)

Óñòàíîâèì ñâÿçü ìåæäó ïëàòåæàìè (αi, βj) è ïñåâäîñòîèìîñòüþ

cij = (αi + βj) ñ èñòèííûìè ñòîèìîñòÿìè ïåðåâîçîê cij.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïëàí (xij) íåâûðîæäåííûé (÷èñëî áàçèñíûõ êëåòîê â

òàáëèöå ïåðåâîçîê ðàâíî m+n−1). Äëÿ âñåõ ýòèõ êëåòîê xij > 0. Îïðåäåëèì

ïëàòåæè (αi, βj) òàê, ÷òîáû âî âñåõ áàçèñíûõ êëåòêàõ ïñåâäîñòîèìîñòè áûëè

ðàâíû ñòîèìîñòÿì:

cij = (αi + βj) = cij, ïðè xij > 0,

÷òî êàñàåòñÿ ñâîáîäíûõ êëåòîê, ãäå xij = 0, òî â íèõ ñîîòíîøåíèå ìåæäó

ïñåâäîñòîèìîñòÿìè è ñòîèìîñòÿìè ìîæåò áûòü êàêîå óãîäíî:

cij = cij; cij < cij èëè cij > cij ïðè xij > 0.

Cîîòíîøåíèå ìåæäó ïñåâäîñòîèìîñòÿìè è ñòîèìîñòÿìè â ñâîáîäíûõ êëåò-

êàõ ïîêàçûâàåò, ÿâëÿåòñÿ ëè ïëàí îïòèìàëüíûì, èëè æå îí ìîæåò áûòü óëó÷-

øåí.
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Ïðèçíàêîì îïòèìàëüíîñòè ïëàíà (xij) ÿâëÿåòñÿ âûïîëíåíèå äâóõ óñëîâèé:

cij = cij; (5)

cij ≤ cij. (6)

Ïëàí, îáëàäàþùèé òàêèì ñâîéñòâîì, íàçûâàåòñÿ ïîòåíöèàëüíûì, à ñîîò-

âåòñòâóþùèå åìó ïëàòåæè (αi, βj) � ïîòåíöèàëàìè ïóíêòîâ Ai, Bj

(i = 1,m; j = 1, n).

Ïîëüçóÿñü ýòîé òåðìèíîëîãèåé, ìû ìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùåå:

Âñÿêèé ïîòåíöèàëüíûé ïëàí ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.

Òåîðåìà î ìåòîäå ïîòåíöèàëîâ.Åñëè äëÿ âñåõ áàçèñíûõ êëåòîê ïëàíà

(xij > 0)

αi + βj = cij = cij,

à äëÿ âñåõ ñâîáîäíûõ êëåòîê (xij = 0)

αi + βj = cij ≤ cij,

òî ïëàí ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì è íèêàêèìè ñïîñîáàìè óëó÷øåí áûòü íå ìî-

æåò.

Â ïÿòîì ðàçäåëå ïðîâåäåí ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç îïòèìàëüíîñòè ðåøå-

íèÿ çàäà÷è êàæäûì èç ìåòîäîâ.

Ïîñòðîåíèå îïîðíîãî ïëàíà ìåòîäîì ñåâåðî-çàïàäíîãî óãëà.

Òàáëèöà 1 - Ìåòîä ñåâåðî-çàïàäíîãî óãëà.

B1 B2 B3 B4 ai

A1

5 4 1 2

40 20 - - 60

A2

4 2 6 3

- 5 20 15 40

A3

7 3 5 4

- - - 35 35

bj
40 25 20 50
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X =

40 20 0 0

0 5 20 15

0 0 0 35


Ñòîèìîñòü ïåðåâîçîê áóäåò ðàâíà:

F (x) = 5 ∗ 40 + 4 ∗ 20 + 2 ∗ 5 + 6 ∗ 20 + 3 ∗ 15 + 4 ∗ 35 = 595(ó.ä.å).

Ïîñòðîåíèå îïîðíîãî ïëàíà ìåòîäîì ìèíèìàëüíîãî ýëåìåíòà.

Òàáëèöà 2 - Ìåòîä ìèíèìàëüíîãî ýëåìåíòà.

B1 B2 B3 B4 ai

A1

5 4 1 2

- - 20 40 60

A2

4 2 6 3

5 25 - 10 40

A3

7 3 5 4

35 - - - 35

bj
40 25 20 50

X =

 0 0 20 40

5 25 0 10

35 0 0 0


Ñòîèìîñòü ïåðåâîçîê òàêîâà:

F (x) = 1 ∗ 20 + 2 ∗ 40 + 4 ∗ 5 + 2 ∗ 25 + 3 ∗ 10 + 7 ∗ 35 = 445(ó.ä.å).
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Ïîñòðîåíèå îïîðíîãî ïëàíà ìåòîäîì Ôîãåëÿ.

Òàáëèöà 3 - Ìåòîä Ôîãåëÿ.

B1 B2 B3 B4 ai
Ðàçíîñòü ïî

ñòðîêàì

A1

5 4 1 2
60 1 2 - - -

- - 20 40

A2

4 2 6 3
40 1 1 1 1 -

5 25 - 10

A3

7 3 5 4
35 1 1 1 1 1

35 - - -

bj 40 25 20 50

Ðàçíîñòü ïî

ñòîëáöàì

1 1 4 1

1 1 - 1

1 1 - 1

1 - - 1

1 - - -

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì îïîðíûé ïëàí

X=

 0 0 20 40

5 25 0 10

35 0 0 0


Ñòîèìîñòü ïåðåâîçîê:

F (x) = 1 ∗ 20 + 2 ∗ 40 + 4 ∗ 5 + 2 ∗ 25 + 3 ∗ 10 + 7 ∗ 35 = 445(ó.ä.å).

Ìåòîä ïîòåíöèàëîâ

Òàáëèöà 4 - Ìåòîä ïîòåíöèàëîâ.

B1 B2 B3 B4 αi

A1 5 4 1 2

2 3 20 40 0

A2 4 2 6 3

40 0 4 0 1

A3 7 3 5 4

2 25 2 10 2

βj 3 1 1 2
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X =

 0 0 20 40

40 0 0 0

0 25 0 10


Ñòîèìîñòü ïåðåâîçîê ñîñòàâèò:

F3(x) = 1 ∗ 20 + 2 ∗ 40 + 4 ∗ 40 + 3 ∗ 0 + 3 ∗ 25 + 4 ∗ 10 = 375(ó.ä.å).

Ïðè àíàëèçå ïîëó÷åííûõ äàííûõ î ìåòîäàõ íàõîæäåíèÿ îïîðíîãî ïëàíà

è ìåòîäàõ ïîëó÷åíèÿ îïòèìàëüíîãî îïîðíîãî ïëàíà, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä,

÷òî ó êàæäîãî èç ìåòîäîâ åñòü ñâîè äîñòîèíñòâà è íåäîñòàòêè. Äëÿ íàõîæäå-

íèÿ ïåðâîíà÷àëüíîãî îïîðíîãî ïëàíà æåëàòåëüíî èñïîëüçîâàòü ìåòîä Ôîãå-

ëÿ, êîòîðûé íàõîäèò áëèçêîå ê îïòèìàëüíîìó ðåøåíèå òðàíñïîðòíîé çàäà÷è,

ñàìûé áûñòðûé è ïðîñòîé ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ îïîðíîãî ïëàíà - ìåòîä ñåâåðî-

çàïàäíîãî óãëà, à èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà ïîòåíöèàëîâ äàåò âîçìîæíîñòü íàéòè

îïòèìàëüíûé ïëàí.

Â çàêëþ÷åíèè ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû áàêàëàâðñêîé ðàáîòû.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

1. Îïðåäåëåíû îñíîâíûå ïîíÿòèÿ, êîòîðûå ñâÿçàíû ñ òðàíñïîðòíûìè çà-

äà÷àìè ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ;

2. Ðàññìîòðåíû ïðèìåíåíèå òðàíñïîðòíîé çàäà÷è äëÿ ðåøåíèÿ ýêîíîìè-

÷åñêèõ çàäà÷;

3. Îïèñàíû ìåòîäû íàõîæäåíèÿ îïîðíîãî ïëàíà òðàíñïîðòíîé çàäà÷è;

4. Ðàññìîòðåíû ìåòîäû íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîãî ïëàíà, ñîñòàâëåí àëãî-

ðèòì íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîãî ïëàíà;

5. Ïîñòðîåíî ðåøåíèå òðàíñïîðíîé çàäà÷è, ïðèìåíÿÿ ìåòîäû íàõîæäåíèÿ

îïîðíîãî è îïòèìàëüíîãî ïëàíà;

6. Íàïèñàíà ïðîãðàììà, ïîçâîëÿþùàÿ íàéòè îïòèìàëüíûé ïëàí òðàíñ-

ïîðòíîé çàäà÷è.
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