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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Â 1940-õ ãîäàõ àìåðèêàíñêèé ìàòåìàòèê Ðè÷àðä Ýðíåñò Áåëëìàí âïåðâûå

èñïîëüçîâàë òàêîå ñëîâîñî÷åòàíèå êàê ¾äèíàìè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå¿

äëÿ òîãî, ÷òîáû îïèñàòü íàõîæäåíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è, ãäå ìîæíî ïîëó÷èòü

îòâåò îäíîé çàäà÷è òîëüêî òîãäà, êîãäà áóäåò ðåøåíà ¾ïðåäøåñòâóþùàÿ¿ åé.

Íî óæå â 1953 ãîäó Ð. Áåëëìàí óòî÷íèë ýòî îïðåäåëåíèå äî ñîâðåìåííîãî. Îñ-

íîâíîé åãî ðàáîòîé ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå Áåëëìàíà. Îíî ïðèìåíÿëîñü ê òåîðèè

óïðàâëåíèÿ, ìåæäèñöèïëèíàðíîé îáëàñòè èíæåíåðèè è ìàòåìàòèêè, à òàêæå

ê äðóãèì òåìàì â îáëàñòè ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè. Óðàâíåíèå Áåëëìàíà òàê-

æå çàòðîíóëî è ýêîíîìè÷åñêóþ òåîðèþ, â íåé ýòî óðàâíåíèå ñòàëî âàæíûì

èíñòðóìåíòîì.

Äèíàìè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå � ýòî ñîâîêóïíîñòü ìåòîäîâ, ñ ïîìîùüþ

êîòîðûõ îñóùåñòâëÿþò ïîèñê îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé. Îñíîâîé ýòèõ ðåøåíèé

ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëåíèå èõ ïîñëåäñòâèé è ðàçðàáîòêà îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè

äëÿ ïîñëåäóþùèõ ðåøåíèé.

Ñìûñë äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ äîñòàòî÷íî ïðîñò. Äëÿ ðåøå-

íèÿ èìåþùåéñÿ çàäà÷è íåîáõîäèìî ðàçáèòü å¼ íà ïîäçàäà÷è è îáúåäèíèòü èõ

ðåøåíèå â îäíî îáùåå. Íî ìîæíî ñòîëêíóòüñÿ ñ òåì, ÷òî ïîäçàäà÷è áûâàþò

îäèíàêîâûìè. Öåëü ïîäõîäà äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ è çàêëþ÷àåò-

ñÿ â òîì, ÷òîáû êàæäàÿ ïîäçàäà÷à áûëà ðåøåíà îäèí ðàç, ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü,

óìåíüøàåò êîëè÷åñòâî âû÷èñëåíèé.

Âîïðîñû, êàñàþùèåñÿ èñïîëüçîâàíèÿ äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ ýêîíîìèêè è ìåíåäæìåíòà, ÿâëÿþòñÿ àêòóàëüíûìè â

íàñòîÿùåå âðåìÿ. Èç-çà âûñîêîé âîñòðåáîâàííîñòè â ðåøåíèè óïðàâëåí÷åñêèõ

çàäà÷ ïðîâîäÿòñÿ ìíîãî÷èñëåííûå èññëåäîâàíèÿ ýòèõ âîïðîñ îòå÷åñòâåííûìè

è çàðóáåæíûìè ìàòåìàòèêàìè è ýêîíîìèñòàìè.

Ðàçðàáîòàí ðÿä ìåòîäîâ è ìîäåëåé, ïðåäíàçíà÷åííûõ äëÿ ïðåäïðèÿòèé è

ðàçëè÷íîãî õàðàêòåðà. Ýòî ãîâîðèò î òîì, ÷òî ýòîò ìåòîä ÿâëÿåòñÿ âîñòðåáî-

âàííûì è íåîáõîäèìûì äëÿ ðåøåíèÿ ìíîãèõ óïðàâëåí÷åñêèõ çàäà÷.

Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ:

1. Èçó÷åíèå òåîðåòè÷åñêèõ îñíîâ äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ äëÿ

äåòåðìèíèðîâàííîãî è ñòîõàñòè÷åñêîãî ñëó÷àÿ;
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2. Ïðèìåíåíèå åãî ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ äëÿ ðåøåíèÿ ýêîíîìè÷åñêèõ çàäà÷;

3. Ðåàëèçàöèÿ îäíîãî èç ìåòîäîâ â âèäå àëãîðèòìà ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòè-

ìàëüíîãî ðîñòà ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììíîé ñðåäû Scilab.

Â ïåðâîì ðàçäåëå äàííîé ðàáîòû ââîäèòñÿ îáùåå ïîíÿòèå äèíàìè÷åñêîãî

ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ðàññìàòðèâàåòñÿ ýâðèñòè÷åñêèé âûâîä óðàâíåíèÿ Áåëë-

ìàíà è äîêàçûâàþòñÿ òåîðåìû, ñâÿçàííûå ñ ýòèì óðàâíåíèåì: ïðèíöèï ñæè-

ìàþùèõ îòîáðàæåíèé è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ Áëýêâåëëà.

Âî âòîðîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ íåîêëàññè÷åñêàÿ ìîäåëü ðîñòà, êîòî-

ðàÿ ðàçáèâàåòñÿ íà çàäà÷è ñ êîíå÷íûì è áåñêîíå÷íûì ãîðèçîíòîì. Äëÿ íèõ

ïðèâîäèòñÿ óðàâíåíèå Áåëëìàíà è åãî ðåøåíèå. Òàêæå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðè-

ìåíåíèå ê çàäà÷å îïòèìàëüíîãî ðîñòà äîñòàòî÷íîãî óñëîâèÿ Áëýêâóëëà.

Â òðåòüåì ðàçäåëå îïèñûâàåòñÿ ÷èñëåííûå ìåòîäû äåòåðìèíèðîâàííîãî

ïðîãðàììèðîâàíèÿ, îñíîâàííûå íà ïðèíöèïå ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé, äëÿ

ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Áåëëìàíà. Ê íèì îòíîñÿòñÿ èòåðàöèÿ ïî êðèòåðèþ è

ïðèìåíåíèå ê íåé èíòåðïîëÿöèè, ïðè÷¼ì êóáè÷åñêèì ñïëàéíîì, èòåðàöèÿ ïî

ñòðàòåãèÿì ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà Ãîâàðäà.

×åòâ¼ðòûé ðàçäåë ïîñâÿù¼í ñòîõàñòè÷åñêîìó äèíàìè÷åñêîìó ïðîãðàììè-

ðîâàíèþ. Ðàññìàòðèâàþòñÿ òàêèå âîïðîñû êàê äèñêðåòèçàöèÿ øîêîâ, óðàâ-

íåíèå Áåëëìàíà ñ åãî âûâîäîì è ìåòîäû åãî ðåøåíèÿ: èòåðàöèÿ ïî êðèòåðèþ

è èòåðàöèÿ ïî ñòðàòåãèÿì.

Â ïÿòîì ðàçäåëå â êà÷åñòâå ïðèìåðà çàäà÷è äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììè-

ðîâàíèÿ áåð¼òñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî ðîñòà ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì è íåïðå-

ðûâíûì ñîñòîÿíèåì. Äëÿ íå¼ ðàññìàòðèâàåòñÿ ÷èñëåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ, êî-

òîðûé ðåàëèçóåòñÿ ñ ïîìîùüþ ÿçûêà ïðîãðàììèðîâàíèÿ Scilab äëÿ äâóõ ðàç-

íûõ ñïîñîáîâ ïðèáëèæåíèÿ: ìíîãî÷ëåíàìè ×åáûøåâà è ìíîãî÷ëåíàìè Áåðí-

øòåéíà. È â ðåçóëüòàòå äåëàåòñÿ âûâîä î ðàáîòå àëãîðèòìîâ ñ ïðèìåíåíèåì

ýòèõ äâóõ ïîäõîäîâ.
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Êðàòêîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Â ïåðâîì ðàçäåëå äà¼òñÿ îïðåäåëåíèå äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ,

ðàññìàòðèâàåòñÿ ýâðèñòè÷åñêèé âûâîä óðàâíåíèÿ Áåëëìàíà è äîêàçûâàþòñÿ

òåîðåìû ñâÿçàííûå ñ ýòèì óðàâíåíèåì: ïðèíöèï ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé è

äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ Áëýêâåëëà.

Óðàâíåíèå Áåëëìàíà, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ îñíîâîé äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàì-

ìèðîâàíèÿ, èìååò ñëåäóþùèé âèä:

V (xt) = max
yt∈D(xt)

u(yt, xt) + βV (xt+1),

ãäå yt � óïðàâëÿþùàÿ ïåðåìåííàÿ, xt � ïåðåìåííàÿ ñîñòîÿíèÿ, ïðåäïîëàãàþ-

ùàÿ ïðè çàäàííîì x0, ÷òî xt+1 = h(xt, yt), u(yt, xt) � äèñêîíòèðîâàííàÿ ñóììà

áóäóùèõ âûïëàò, à V (xt) � ôóíêöèÿ öåííîñòè.

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Áåëëìàíà ñîñòîèò â íàõîæäåíèè íåïîäâèæíîé òî÷êè

èëè âî ââåäåíèè òàêîãî îïåðàòîðà T , êîòîðûé íàõîäèë áû ýòó íåïîäâèæíóþ

òî÷êó ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Vi+1 = TVi,

ãäå T - ïåðå÷åíü îïåðàöèé, ó÷àñòâóþùèõ â ðàñ÷åòå óðàâíåíèÿ Áåëëìàíà.

Àëãîðèòì ðåøåíèÿ ñîñòîèò â ñëåäóþùåì:

1. Ñäåëàòü íà÷àëüíîå ïðåäïîëîæåíèå î ôóíêöèè öåííîñòè V0(xt).

2. Îïðåäåëèòü Vi+1(xt), èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå Áåëëìàíà:

Vi+1(xt) = max
yt∈D(xt)

u(yt, xt) + βVi(h(xt, yt)).

3. Åñëè Vi+1(xt) = Vi(xt), òî áóäåò íàéäåíà íåïîäâèæíàÿ òî÷êà, è çàäà÷à

áóäåò ðåøåíà. Èíà÷å ñëåäóåò âåðíóòüñÿ ê ïóíêòó 2 è ïîâòîðÿòü ïðîöåññ

äî ðàâåíñòâà â òî÷êå.

Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ äàííîãî óðàâíåíèå äîêàçûâà-

åòñÿ ïðèíöèïîì îòðàæàþùèõ îòîáðàæåíèé.

Òåîðåìà 1. (Ïðèíöèï ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé). Åñëè ïàðà (S, ρ) ÿâëÿ-

åòñÿ ïîëíûì ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì è T : S → S ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì

îòîáðàæåíèåì ñ ìîäóëåì β ∈ (0, 1), òî:

1. T èìååò ðîâíî îäíó ôèêñèðîâàííóþ òî÷êó V ∈ S òàêóþ, ÷òî V = TV .
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2. Äëÿ ëþáîãî V ∈ S : ρ(T nV0, V ) < βnρ(V0, V ), n = 0, 1, 2. . .

Òåîðåìà 1 óñòàíàâëèâàåò, ÷òî ëþáîé îïåðàòîð, êîòîðûé îáëàäàåò ñâîé-

ñòâîì ñæàòèÿ, áóäåò ïîêàçûâàòü åäèíñòâåííóþ íåïîäâèæíóþ òî÷êó. Òàêæå

ýòà òåîðåìà äà¼ò ôàêòè÷åñêèé ìåòîä ïðèáëèæåííîãî íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ

óðàâíåíèÿ Áåëëìàíà. Ïîìèìî ïðî÷åãî, ïðèíöèï ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé

íàø¼ë ñâî¼ ïðèìåíåíèå ïðè ïîñòðîåíèè èòåðàöèîííûõ ïðîöåññîâ. [1]

×òîáû îáåñïå÷èòü óñëîâèÿ äëÿ ôóíêöèè ñæàòèÿ ðàññìîòðèì òåîðåìó,

ïðåäñòàâëÿþùóþ ñîáîé äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ Áëýêâåëëà.

Òåîðåìà 2. (Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ Áëýêâåëëà). Ïóñòü X � ìåòðè÷åñêîå

ïðîñòðàíñòâî è B(X) � ïðîñòðàíñòâî îãðàíè÷åííûõ, íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé

V : X → R. À T : B(X) → B(X) ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì, óäîâëåòâîðÿþùèì

ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1. (Ìîíîòîííîñòü) Åñëè V,W ∈ B(X) è V (x) ≤ W (x) äëÿ âñåõ x ∈ X, òî

TV (x) ≤ TW (x) äëÿ âñåõ x ∈ X.

2. (Äèñêîíòèðîâàíèå) Ñóùåñòâóåò íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà β ∈ (0, 1), òàêàÿ,

÷òî äëÿ âñåõ V ∈ B(X), a ≥ 0 è ëþáûõ x ∈ X:

T (V + a) ≤ TV + βa

Òîãäà îïåðàòîð T ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì îòîáðàæåíèåì ñ ìîäóëåì β.

Òåîðåìà 2 äà¼ò ïðîñòûå èíñòðóìåíòû äëÿ ïðîâåðêè, áóäåò ëè ðàññìîò-

ðåííàÿ çàäà÷à çàäà÷åé ñæàòèÿ, à, çíà÷èò, ïîçâîëÿåò óáåäèòüñÿ, ÿâëÿåòñÿ ëè

ïðîñòîé àëãîðèòì, îïðåäåë¼ííûé ðàíåå, ïîäõîäÿùèì äëÿ èìåþùåéñÿ çàäà-

÷è. [2]

Âî âòîðîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ íåîêëàññè÷åñêàÿ ìîäåëü ðîñòà, êîòî-

ðàÿ ðàçáèâàåòñÿ íà çàäà÷è ñ êîíå÷íûì è áåñêîíå÷íûì ãîðèçîíòîì. Äëÿ íèõ

ïðèâîäèòñÿ óðàâíåíèå Áåëëìàíà è åãî ðåøåíèå. Òàêæå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðè-

ìåíåíèå ê çàäà÷å îïòèìàëüíîãî ðîñòà äîñòàòî÷íîãî óñëîâèÿ Áëýêâóëëà.

Äîïóñòèì, ÷òî åñòü ñîöèàëüíûé ïëàíèðîâùèê, êîòîðûé ìàêñèìèçèðóåò

ïîëåçíîñòü ðåïðåçåíòàòèâíîå äîìîõîçÿéñòâî:

U =
∞∑
t=0

βtu(ct)
Lt
H
,
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ãäå H - ôèêñèðîâàííîå êîëè÷åñòâî èäåíòè÷íûõ äîìîõîçÿéñòâ, Lt � îáùàÿ

÷èñëåííîñòü íàñåëåíèÿ, LtH � êîëè÷åñòâî ïðåäñòàâèòåëåé êàæäîãî äîìîõîçÿé-

ñòâà, 0 < β < 1 � äèñêîíòèðóþùèé ìíîæèòåëü, ct � ïîòðåáëåíèå êàæäîãî

÷ëåíà äîìîõîçÿéñòâà â ìîìåíò âðåìåíè t, u(c) � ìãíîâåííàÿ ôóíêöèÿ ïîëåç-

íîñòè. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî Lt = H äëÿ âñåõ t. Ïðè ýòîì ñîáëþäàþòñÿ óñëîâèÿ

òåõíîëîãèè:

Yt = F (Kt, Lt),

ãäå Yt � îáùèé îáú¼ì ïðîèçâîäñòâà ïðîäóêöèè, Kt � îñíîâíîé êàïèòàë, à

ôóíêöèÿ F � ïîñòîÿííàÿ íîðìà ïðèáûëè ïðè ðîñòå ìàñøòàáîâ ïðîèçâîäñòâà.

Òàêæå ó÷èòûâàåòñÿ ñîâîêóïíîå îãðàíè÷åíèå íà êîëè÷åñòâî ïðîäóêöèè, âçÿòîå

íà äóøó íàñåëåíèÿ:

ct + kt+1 = f(kt) + (1− δ)kt,

ãäå F (Kt, Lt) = Ltf(kt), ïðè kt ≡ Kt

Lt
è f(kt) ≡ F (Kt, 1), ct = Ct

Lt
, kt+1 = Kt+1

Lt+1
∗

Lt+1

Lt
, ïðè ÷¼ì Ct = Ltct � îáùåå ïîòðåáëåíèå, 0 < δ < 1 � íîðìà àìîðòèçàöèè.

Òàê êàê íàñåëåíèå ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííûì, è êàæäîå äîìîõîçÿéñòâî èìååò ïî

îäíîìó ÷ëåíó, òî ýòà çàäà÷à ýêâèâàëåíòíà âûáîðó ñîöèàëüíîãî ïëàíèðîâùèêà

{ ct, kt+1 }∞t=0 äëÿ ìàêñèìèçàöèè:

∞∑
t=0

βtu(ct),

ïðè óñëîâèè kt+1 ≥ 0, ct ≥ 0 äëÿ t ≥ 0 è óæå äàííîãî k0 ≥ 0.

Òî åñòü çàäà÷ó ñîöèàëüíîãî ïëàíèðîâàíèÿ ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå:

max
{ kt+1 }∞t=0

βtu(f(kt) + (1− δ)kt − kt+1),

ñ óñëîâèåì, ÷òî 0 ≤ kt+1 ≤ f(kt) + (1− δ)kt, äëÿ t ≥ 0 è óæå äàííîãî k0 ≥ 0.

Îïóñòèâ èíäåêñû è îáîçíà÷åíèå ∞ â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å, óðàâíåíèå

Áåëëìàíà áóäåò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

V (k) = max
k′

u(f(k) + (1− δ)k − k′
) + (k

′
),

ïðè óñëîâèè, ÷òî 0 ≤ k
′ ≤ f(k)+(1−δ)k è óæå äàíî k, k′

= f(k)+(1−δ)− c.
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Çàäà÷à ñ êîíå÷íûì ãîðèçîíòîì ïëàíèðîâàíèÿ îòëè÷àåòñÿ îò ðàññìîòðåí-

íîé òåì, ÷òî íà èíäåêñ t íàêëàäûâàåòñÿ îãðàíè÷åíèå, òî åñòü t ∈ [0;T ].

Äàííàÿ ìîäåëü ðîñòà óäîâëåòâîðÿåò äîñòàòî÷íûì óñëîâèÿì Áëýêâåëëà

äëÿ ñæèìàþùåãî îòîáðàæåíèÿ, ÷òî îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííî-

ñòè ôóíêöèè öåííîñòè. Ïîýòîìó íà ïðèìåðå ýòîé ìîäåëè ðàññìàòðèâàþòñÿ

÷èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Áåëëìàíà.

Â òðåòüåì ðàçäåëå îïèñûâàþòñÿ ÷èñëåííûå ìåòîäû äåòåðìèíèðîâàííî-

ãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, îñíîâàííûå íà ïðèíöèïå ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé,

äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Áåëëìàíà. Ê íèì îòíîñÿòñÿ èòåðàöèÿ ïî êðèòåðèþ è

ïðèìåíåíèå ê íåé èíòåðïîëÿöèè, èòåðàöèÿ ïî ñòðàòåãèÿì ñ èñïîëüçîâàíèåì

ìåòîäà Ãîâàðäà.

Ïåðâûì ðàññìîòðåííûì ìåòîäîì ÿâëÿåòñÿ èòåðàöèÿ ïî êðèòåðèþ, çàêëþ-

÷àþùàÿ â èòåðàöèè îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà T , òàêîãî, ÷òî Vi+1 = TVi, âïëîòü

äî òî÷êè, ãäå ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ ïîñëåäóþùèìè ôóíêöèÿìè öåííîñòè

äîñòàòî÷íî ìàëî. Íà÷àòü ñòîèò ñ òîãî, ÷òî ñäåëàòü íà÷àëüíîå ïðåäïîëîæåíèå

äëÿ ôóíêöèè öåííîñòè â êàæäîé òî÷êå êàïèòàëà. Äàëåå âû÷èñëÿåòñÿ ïåðâàÿ

èòåðàöèÿ ôóíêöèè öåííîñòè ñ ó÷¼òîì áóäóùåé ñòîèìîñòè â êà÷åñòâå íà÷àëü-

íîãî ïðåäïîëîæåíèÿ. Ýòî äàñò íîâîå çíà÷åíèå � ñóììó òåêóùåé è áóäóùåé

âûïëàòû. Åãî ìîæíî èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå áóäóùåé ñòîèìîñòè â ñëåäóþ-

ùåé èòåðàöèè äëÿ ïîëó÷åíèÿ íîâîãî çíà÷åíèÿ è ò.ä.

Âîçìîæíîå óñîâåðøåíñòâîâàíèå ïðåäûäóùåãî ìåòîäà - ýòî èñïîëüçîâàíèå

áîëåå øèðîêîé ñåòêè îñíîâíîãî êàïèòàëà è áîëåå ìåëêîé äëÿ óïðàâëÿþùåé

ïåðåìåííîé. Òîãäà çíà÷åíèå ïåðåìåííîé ñîñòîÿíèÿ ñëåäóþùåãî ïåðèîäà âðå-

ìåíè ìîæíî âû÷èñëèòü áîëåå òî÷íî. Îäíàêî, èç-çà ýòîé òî÷íîñòè è ôàêòà,

÷òî ñåòêà íåðàâíîìåðíàÿ, ìîæåò áûòü, ÷òî âû÷èñëåííîå îïòèìàëüíîå çíà-

÷åíèå ïåðåìåííîé ñîñòîÿíèÿ ñëåäóþùåãî ïåðèîäà íå ëåæèò íà ñåòêå çíà÷å-

íèé, òàêîé, ÷òî ôóíêöèÿ öåííîñòè íåèçâåñòíà ïðè ýòîì êîíêðåòíîì çíà÷å-

íèè. Ïîýòîìó èñïîëüçóåì ëþáóþ èíòåðïîëÿöèîííóþ ñõåìó, ÷òîáû ïîëó÷èòü

àïïðîêñèìàöèþ ôóíêöèè öåííîñòè ïðè ýòîì çíà÷åíèè. Ïðåèìóùåñòâî ìåòî-

äà ñîñòîèò â òîì, ÷òî îí âêëþ÷àåò â ñåáÿ ìåíüøåå êîëè÷åñòâî âû÷èñëåíèé

ôóíêöèè.

Èòåðàöèÿ ïî êðèòåðèþ èìååò ïðèâëåêàòåëüíóþ îñîáåííîñòü â ïðîñòîòå

ðåàëèçàöèè. Íî, ýòî ìåäëåííàÿ ïðîöåäóðà îñîáåííî äëÿ çàäà÷ ñ áåñêîíå÷íûì
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ãîðèçîíòîì. Ýòîò ìåòîä âû÷èñëÿåò íåíóæíûå âåëè÷èíû, çàìåäëÿþùèå ñõîäè-

ìîñòü. Òàêèì îáðàçîì, õîòåëîñü áû èìåòü âîçìîæíîñòü óñêîðèòü ñõîäèìîñòü

àëãîðèòìà. Ýòîãî ìîæíî äîñòè÷ü ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Ãîâàðäà. Ýòîò ïîäõîä

îòëè÷àåòñÿ òåì, ÷òî â í¼ì èòåðàöèÿ ñîâåðøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî ñòðàòåãèè, à

íå ôóíêöèè öåííîñòè.

×åòâ¼ðòûé ðàçäåë ïîñâÿù¼í ñòîõàñòè÷åñêîìó äèíàìè÷åñêîìó ïðîãðàììè-

ðîâàíèþ. Ðàññìàòðèâàþòñÿ òàêèå âîïðîñû êàê äèñêðåòèçàöèÿ øîêîâ, óðàâ-

íåíèå Áåëëìàíà ñ åãî âûâîäîì è ìåòîäû åãî ðåøåíèÿ: èòåðàöèÿ ïî êðèòåðèþ

è èòåðàöèÿ ïî ñòðàòåãèÿì.

Äëÿ ñòîõàñòè÷åñêîãî ñëó÷àÿ îïðåäåëÿåòñÿ òàêàÿ ôóíêöèÿ öåííîñòè, â êî-

òîðîé â êà÷åñòâå àðãóìåíòà âûñòóïàåò íå òîëüêî ïåðåìåííàÿ ñîñòîÿíèÿ xt, íî

è ñòàöèîíàðíûé øîê st, ïðè÷¼ì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü { st }+∞t=0 óäîâëåòâîðÿåò

ñëåäóþùåìó ñîîòíîøåíèþ:

st+1 = φ(st, εt+1),

ãäå ε � áåëûé øóì, òî åñòü ñëó÷àéíûé ïðîöåññ, ó êîòîðîãîM(ε) = 0 è D(ε) =

σ2.

Ïîýòîìó óðàâíåíèå Áåëëìàíà äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îá-

ðàçîì:

V (xt, st) = max
yt∈D(xt,st)

u(yt, xt, st) + βMtV (xt+1, st+1).

Îäíîé èç ïðîáëåì, âîçíèêàþùåé ïðè ñòàëêíîâåíèè ñ èòåðàöèåé ïî êðè-

òåðèþ è èòåðàöèåé ïî ñòðàòåãèè â ñòîõàñòè÷åñêîé ñðåäå, ÿâëÿåòñÿ äèñêðå-

òèçàöèÿ ïðîñòðàíñòâà, ïîðîæä¼ííîãî øîêàìè. Èñïîëüçîâàíèå íåïðåðûâíîé

ïîääåðæêè ñòîõàñòè÷åñêèõ øîêîâ ÿâëÿåòñÿ íåâûïîëíèìûì äëÿ êîìïüþòåðà,

èìåþùèì äåëî òîëüêî ñ äèñêðåòíîé ïîääåðæêîé. Ïîýòîìó íåîáõîäèìî ïðå-

îáðàçîâàòü íåïðåðûâíóþ çàäà÷ó â äèñêðåòíóþ ñ òàêèì îãðàíè÷åíèåì, ÷òîáû

àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà íåïðåðûâíûõ è äèñêðåòíûõ ïðîöåññîâ áûëè îäèíà-

êîâûìè. Òàêèì îáðàçîì,ñòàëêèâàåìñÿ ñ âîïðîñîì: ñóùåñòâóåò ëè äèñêðåòíîå

ïðåäñòàâëåíèå äëÿ S, ýêâèâàëåíòíîå åãî íåïðåðûâíîìó èñõîäíîìó ïðåäñòàâ-

ëåíèþ? Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ óòâåðäèòåëüíûé. Â ÷àñòíîñòè, åñëè èìååì äåëî

ñ ïðîöåññàìè àâòîðåãðåññèè AR(1), òî ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ òàêèì ìîùíûì

èíñòðóìåíòîì êàê öåïè Ìàðêîâà.
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Îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñòîõàñòè÷åñêèé ïðîöåññ ñ äèñêðåòíûì èíäåêñè-

ðîâàíèåì S, òàêèì, ÷òî óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå st+1 ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìûì

îò âñåõ ïðåäûäóùèõ äîñòèãíóòûõ ñîñòîÿíèé, äàþùèõ st:

πij = P (st+1 = sj | st = si), si, sj ∈ S.

Âñå ýëåìåíòû ìîäåëè öåïè Ìàðêîâà ìîãóò áûòü çàêîäèðîâàíû â ìàòðèöå

âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà:

Π =

 π11 . . . π1M
... . . . ...

πM1 . . . πMM


Êàê è äëÿ äåòåðìèíèðîâàííîãî ñëó÷àÿ, òàê è äëÿ ñòîõàñòè÷åñêîãî ïðèìå-

íÿþòñÿ èòåðàöèÿ ïî êðèòåðèþ è èòåðàöèÿ ïî ñòðàòåãèÿì. Ñõîäèìîñòü ïðî-

öåññà ïåðâîãî ìåòîäà îáåñïå÷èâàåòñÿ ïðèíöèïîì ñæèìàþùèõñÿ îòîáðàæåíèé.

Ñòîõàñòè÷åñêèé ñëó÷àé íå èìååò ñóùåñòâåííûõ îòëè÷èé çà èñêëþ÷åíèåì òî-

ãî, ÷òî â í¼ì åù¼ âûáèðàåòñÿ ñåòêà çíà÷åíèé øîêîâ s âìåñòå ñ ìàòðèöåé

ïåðåõîäà Π = πij, è â èòåðàöèè ïî ñòðàòåãèÿì èìååì äåëî ñ ðàçëè÷íûìè

ïðàâèëàìè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé.

Â ïÿòîì ðàçäåëå çà ïðèìåðà çàäà÷è äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

áåð¼òñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî ðîñòà ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì è íåïðåðûâíûì

ñîñòîÿíèåì. Äëÿ íå¼ ðàññìàòðèâàåòñÿ ÷èñëåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ, ðåàëèçó-

þùèéñÿ ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììíîé ñðåäû Scilab äëÿ äâóõ ðàçíûõ ñïîñîáîâ

ïðèáëèæåíèÿ: ìíîãî÷ëåíàìè ×åáûøåâà è ìíîãî÷ëåíàìè Áåðíøòåéíà. È â

ðåçóëüòàòå äåëàåòñÿ âûâîä î ðàáîòå àëãîðèòìà ñ ïðèìåíåíèåì ýòèõ äâóõ ïîä-

õîäîâ.

Äëÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî ðîñòà óðàâíåíèå Áåëëìàíà âûãëÿäèò ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì:

V (k) = max
k′∈K

u(F (k)− k′
) + βV (k

′
),

ãäå k è k
′
� âåëè÷èíû êàïèòàëà â òåêóùåì è ñëåäóþùåì ïåðèîäå âðåìåíè,K �

ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé k
′
, u(·) � ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè, c = F (k)−k′

åñòü îáú¼ì ïîòðåáëåíèÿ â òåêóùèé ìîìåíò, F (k) � ïðîèçâîäñòâåííàÿ ôóíê-

öèÿ. [3]
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Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè èìååò ñëåäóþùèé âèä:

u(c) =
c1−σ − 1

1− σ
,

ïðè ýòîì ôóíêöèþ ïîòðåáëåíèÿ îïðåäåëèì êàê:

c = kα + (1− δ)k − k′
,

ãäå α, β, σ è δ - íåêîòîðûå ïàðàìåòðû ìîäåëè, òî åñòü êîýôôèöèåíò ýëàñòè÷-

íîñòè ïî êàïèòàëó, êîýôôèöèåíò äèñêîíòèðîâàíèÿ, êîýôôèöèåíò ýëàñòè÷íî-

ñòè ïðåäåëüíîé ïîëåçíîñòè ïî ïîòðåáëåíèþ è íîðìà àìîðòèçàöèè ñîîòâåò-

ñòâåííî. Òîãäà óðàâíåíèå Áåëëìàíà ìîæíî ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

V (k) = max
(1−δ)k≤k′≤kα+(1−δ)k

(kα + (1− δ)k − k′
)1−σ − 1

1− σ
+ βV (k

′
).

Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è èñïîëüçóþò àëãîðèòì ñ èòåðàöèåé ôóíêöèè

öåííîñòè. Â í¼ì ïðèìåíÿåòñÿ àïïðîêñèìàöèÿ ôóíêöèè öåííîñòè ýëåìåíòà-

ìè íåêîòîðîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà ôóíêöèé Ṽ (x,Θ), ãäå Θ � âåê-

òîð çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ. Àëãîðèòì ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èòåðàöèîííûé ïîèñê

ôóíêöèè èç çàäàííîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî êëàññà, ïðè÷¼ì ýòà ôóíêöèÿ áóäåò

óäîâëåòâîðÿòü ðàññìîòðåííîìó óðàâíåíèþ Áåëëìàíà ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ.

Åñëè â êà÷åñòâå ìåòîäà ïðèáëèæåíèÿ áóäåò âçÿòà àïïðîêñèìàöèÿ ïî ×å-

áûøåâó, òî ýòî ïðèâåä¼ò ê îòñóòñòâèþ ñòàáèëüíîé ðàáîòû àëãîðèòìà, òàê êàê

ìíîãî÷ëåíû ×åáûøåâà íå äåëàþò êàêèõ-ëèáî ïðåäïîëîæåíèé î ôîðìå ôóíê-

öèè öåííîñòè. Òî åñòü â ýòîì ìåòîäå îòñóòñòâóåò òàêîé ïðèíöèï êàê ñîõðàíå-

íèå ôîðìû ôóíêöèè. Ïîýòîìó â êà÷åñòâå ôîðìîñîõðàíÿþùåãî ìåòîäà áóäåì

èñïîëüçîâàòü ìåòîä, îñíîâàííûé íà ïðèìåíåíèè ìíîãî÷ëåíîâ Áåðíøòåéíà:

Bnf(x) =
n∑
i=0

f(
i

n
)C i

mx
i(1− x)n−i,

ãäå C i
n = n!

i!(n−i)! - ÷èñëî ñî÷åòàíèé èç n ïî i. [4]

Ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììíîé ñðåäû Scilab áûëè ðåàëèçîâàíû àëãîðèòìû äëÿ

ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî ðîñòà íà îñíîâå ýòèõ äâóõ ïîäõîäîâ.
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ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Òàêèì îáðàçîì, äèíàìè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìà-

òåìàòè÷åñêèé ìåòîä, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîèñê îïòèìàëü-

íîãî ðåøåíèÿ äëÿ óïðàâëåíèÿ ìíîãîøàãîâûìè ïðîöåññàìè. Ïîä ýòèìè ïðî-

öåññàìè ïîäðàçóìåâàåòñÿ òàêèå, ïðè êîòîðûõ ïðîèñõîäèò ïîñëåäîâàòåëüíûé

ïåðåõîä îáúåêòà èëè ñèñòåìû èç îäíîãî ñîñòîÿíèÿ â äðóãîå, ïðè÷¼ì ýòè ñî-

ñòîÿíèÿ èçìåíÿòñÿ âî âðåìåíè èëè ïîýòàïíî.

Â õîäå äàííîé ðàáîòû áûëî ðàññìîòðåíî äèíàìè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâà-

íèå, îñíîâîé êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå Áåëëìàíà. Ïðè ýòîì äèíàìè÷å-

ñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå ïðèâåäåíî äëÿ äâóõ ñëó÷àåâ: äåòåðìèíèðîâàííîãî è

ñòîõàñòè÷åñêîãî. Äëÿ îáîèõ ñëó÷àåâ áûëè ïðåäëîæåíû ÷èñëåííûå ìåòîäû, îñ-

íîâàííûå íà ïðèíöèïå ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé, êîòîðûå ìîæíî ïðèìåíèòü

äëÿ ðåøåíèÿ òàêîé çàäà÷è êàê çàäà÷à îïòèìàëüíîãî ðîñòà.

Ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììíîé ñðåäû Scilab áûëè ðåàëèçîâàíû àëãîðèòìû ðå-

øåíèÿ ýòîé çàäà÷è, â êîòîðûõ íà øàãå àïïðîêñèìàöèè ïðèìåíÿþòñÿ äâà ïîä-

õîäà: ïðèáëèæåíèå ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ìíîãî÷ëåíîâ ×åáûøå-

âà è ïðèáëèæåíèå ñ ïîìîùüþ ìíîãî÷ëåíàìè Áåðíøòåéíà. Òàê êàê â àïïðîê-

ñèìàöèè ïî ×åáûøåâó îòñóòñòâóåò ïðèíöèï ñîõðàíåíèÿ ôîðìû ôóíêöèè, òî

èìåííî ïîýòîìó ïðèâîäèòñÿ ôîðìîñîõðàíÿþùèé ìåòîä íà îñíîâå ïðèìåíåíèÿ

ïîëèíîìîâ Áåðøòåéíà.

Â ðåçóëüòàòå ðàáîòû àëãîðèòìîâ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî ðî-

ñòà ïîëó÷èëè, ÷òî èñïîëüçîâàíèå ìíîãî÷ëåíîâ Áåðíøòåéíà ïðèâîäèò ê áîëåå

ñòàáèëüíîé ðàáîòå ïî ñðàâíåíèþ ñ ìåòîäîì ïðèáëèæåíèÿ íà îñíîâå ëèíåéíîé

êîìáèíàöèè ìíîãî÷ëåíîâ ×åáûøåâà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îøèáêà ïðèáëèæå-

íèÿ ïîëèíîìàìè Áåðíøòåéíà ÿâëÿåòñÿ âûñîêîé.
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