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Ââåäåíèå. Ñîâðåìåííûé ïåðèîä ðàçâèòèÿ îáùåñòâà õàðàêòåðèçóåòñÿ ñòðåìè-

òåëüíûì ïðîãðåññîì íàó÷íîãî çíàíèÿ, áûñòðîé ñìåíîé òåõíè÷åñêèõ èäåé, ìàòåìà-

òèçàöèåé íå òîëüêî íàóêè, íî è áîëüøèíñòâà ïðàêòè÷åñêèõ âèäîâ äåÿòåëüíîñòè

÷åëîâåêà, âñåñòîðîííèì ïðèìåíåíèåì òî÷íûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ â ñàìûõ

ðàçíîîáðàçíûõ îáëàñòÿõ. Ìàòåìàòèêà ïðåäëàãàåò îáùèå è äîñòàòî÷íî ÷åòêèå ìî-

äåëè äëÿ èçó÷åíèÿ îêðóæàþùåé äåéñòâèòåëüíîñòè. Ðîëü ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé,

îïèñûâàþùèõ âçàèìîñâÿçü êîëè÷åñòâåííûõ õàðàêòåðèñòèê ðàçëè÷íûõ ÿâëåíèé è

ïðîöåññîâ, âîçðàñòàåò â ñâÿçè ñ ðàñøèðÿþùèìèñÿ âîçìîæíîñòÿìè êîìïüþòåðíîé

îáðàáîòêè äàííûõ. Äîâîëüíî ÷àñòî è â ïîâñåäíåâíîé ïðàêòèêå èñïîëüçóþòñÿ ìà-

òåìàòè÷åñêèå çíàíèÿ. È ýòî íå òîëüêî ïðîñòûå ìàòåìàòè÷åñêèå ðàñ÷åòû, íî è

ýëåìåíòû âûñøåé ìàòåìàòèêè, àíàëèçà, òåîðèè âåðîÿòíîñòè. Òàêèì îáðàçîì, âñå

áîëåå øèðîêèé ñïåêòð ìàòåìàòè÷åñêèõ çíàíèé ñòàíîâèòñÿ ñåãîäíÿ îáÿçàòåëüíûì

ýëåìåíòîì îáùåé êóëüòóðû ñîâðåìåííîãî ÷åëîâåêà.

Îäíîé èç òåì øêîëüíîãî êóðñà ìàòåìàòèêè, êîòîðàÿ âûçûâàåò ìíîãî ñïî-

ðîâ, ÿâëÿåòñÿ ¾Íåîïðåäåëåííûé è îïðåäåëåííûé èíòåãðàëû¿. Èíòåãðàë ïîÿâèë-

ñÿ â øêîëå âñëåäñòâèå ðåôîðì øêîëüíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ êîíöà

60-õ -íà÷àëà 70-õ ãîäîâ XX âåêà, ââîäèâøèõ â øêîëå ýëåìåíòû ìàòåìàòè÷åñêî-

ãî àíàëèçà. Ìíîãèå ñïåöèàëèñòû, â ÷àñòíîñòè Ãíåäåíêî Á.Â., Êàíòîðîâè÷ JI.B.,

Êîëìîãîðîâ À.Í., Êóäðÿâöåâ Ë.Ä., Ìàðêóøåâè÷ À.È., Ïîíòðÿãèí Ë.C., Õèí÷èí

À.ß., ïîä÷åðêèâàëè, ÷òî îçíàêîìëåíèå ó÷àùèõñÿ ñ ïîíÿòèÿìè è ìåòîäàìè ìàòåìà-

òè÷åñêîãî àíàëèçà äàæå íà óðîâíå îáùèõ ïðåäñòàâëåíèé èìååò äëÿ íèõ áîëüøîå

ïîçíàâàòåëüíîå, ðàçâèâàþùåå, îáùåêóëüòóðíîå çíà÷åíèå.

Ïðàêòèêà ïîêàçûâàåò, ÷òî òðóäíîñòè, âîçíèêàþùèå ïðè èçó÷åíèè òåìû ¾Íåîïðå-

äåëåííûé è îïðåäåëåííûé¿ èíòåãðàë â ñðåäíåé øêîëå, ñîõðàíÿþòñÿ. Îá ýòîì ãî-

âîðÿò â ñâîèõ ðàáîòàõ Äîðîôååâ Ã.Â., Öóêåðìàí Â.Â. è äð. Ïðè÷èíû òðóäíîñòåé -

âûñîêèé óðîâåíü àáñòðàêöèè ïîíÿòèé, ñëîæíàÿ ëîãè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà èõ îïðåäå-
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ëåíèé, íåäîñòàòî÷íîñòü âðåìåíè äëÿ îñìûñëåíèÿ ñëîæíûõ âîïðîñîâ è ìíîãîå äðó-

ãîå. Ïîýòîìó èçó÷åíèå òåìû ¾Îïðåäåëåííûé èíòåãðàë¿ çàâèñèò îò íåîáõîäèìîñòè

ðåøåíèÿ ìíîãî÷èñëåííûõ ïðîáëåì, ñâÿçàííûõ êàê ñ îïðåäåëåíèåì öåëåé èçó÷å-

íèÿ êóðñà, ñ îòáîðîì ñîäåðæàíèÿ, òàê è ñ îñîáåííîñòÿìè ìåòîäèêè. Ìèíèìèçàöèÿ

ýòèõ ïðîáëåì òðàäèöèîííî ñ÷èòàëàñü ñëîæíîé çàäà÷åé. Â ðåçóëüòàòå èõ íàëè÷èå

ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî çíàíèÿ øêîëüíèêîâ ïî òåìå íîñÿò ôîðìàëüíûé õàðàêòåð,

îòñóòñòâóåò ñòðóêòóðíîñòü çíàíèé. Ó ó÷àùèõñÿ íå ñêëàäûâàåòñÿ öåëîñòíîãî ïðåä-

ñòàâëåíèÿ î ïîíÿòèè îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà, à îñòàþòñÿ ðàçðîçíåííûå, ÷àñòî íå

ñâÿçàííûå ìåæäó ñîáîé ñâåäåíèÿ, ÷òî íå òîëüêî íå ñïîñîáñòâóåò ðàçâèòèþ ìàòå-

ìàòè÷åñêîé êóëüòóðû, íî è çàòðóäíÿåò äàëüíåéøåå îáó÷åíèå â âóçå.

Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèè ýêâèâàëåíòíû òðè ïîäõîäà ê ïîíÿòèþ

èíòåãðàëà: èíòåãðàë êàê

1. åäèíñòâåííîå ðàçäåëÿþùåå ÷èñëî ìíîæåñòâ íèæíèõ è âåðõíèõ ñóìì Äàðáó;

2. ïðåäåë èíòåãðàëüíûõ ñóìì;

3. ðàçíîñòü çíà÷åíèé ïåðâîîáðàçíîé.

Ïðè ýòîì ñóììû Äàðáó è èõ ñâîéñòâà èãðàþò âàæíåéøóþ ðîëü â ïîñòðîåíèè

òåîðèè îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà âî âñåõ äîñòàòî÷íî ñåðüåçíûõ ó÷åáíèêàõ ïî ìàòå-

ìàòè÷åñêîìó àíàëèçó. ×àùå âñåãî îïðåäåëåííûé èíòåãðàë êàê ïðåäåë èíòåãðàëü-

íûõ ñóìì ñâîäèòñÿ ê åäèíñòâåííîìó ÷èñëó, çàêëþ÷åííîìó ìåæäó âñåìè íèæíèìè

è âñåìè âåðõíèìè ñóììàìè Äàðáó. Ïðÿìîå îïðåäåëåíèå: ¾Îïðåäåëåííûé èíòåãðàë

- åñòü åäèíñòâåííîå ÷èñëî, çàêëþ÷åííîå ìåæäó âñåìè íèæíèìè è âñåìè âåðõíèìè

ñóììàìè Äàðáó¿ èñïîëüçîâàëîñü Í.ß. Âèëåíêèíûì.

Â íàñòîÿùèé ìîìåíò èçó÷åíèå òåìû ¾Íåîïðåäåëåííûé è îïðåäåëåííûé èíòå-

ãðàëû¿ â ñðåäíåé øêîëå õàðàêòåðèçóåòñÿ íàëè÷èåì ñåðüåçíûõ ìåòîäè÷åñêèõ ïðî-

áëåì, ôîðìàëüíîñòüþ óñâîåíèÿ îñíîâíûõ ïîíÿòèé ýòîé òåìû ó÷àùèìèñÿ; à òàêæå
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íàëè÷èåì ïðîòèâîðå÷èé ìåæäó íàó÷íîñòüþ èçëîæåíèÿ òåìû è äîñòóïíîñòüþ åå

äëÿ ó÷àùèõñÿ, ìåæäó çàäà÷åé ïîâûøåíèÿ ýôôåêòèâíîñòè è êà÷åñòâà îáðàçîâà-

íèÿ è íåäîñòàòî÷íîé ðàçðàáîòàííîñòüþ ìåòîäèêè èçó÷åíèÿ òåìû ¾Îïðåäåëåííûé

èíòåãðàë¿ â ñðåäíåé øêîëå.

Íåîáõîäèìîñòü ðåøåíèÿ óêàçàííûõ ïðîáëåì è ïðîòèâîðå÷èé îáîñíîâûâàåò âû-

áîð òåìû íàøåãî äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ è îïðåäåëÿåò åå àêòóàëüíîñòü.

Èñõîäÿ èç íàçâàííûõ ïîëîæåíèé, ïðîáëåìîé èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ íåäîñòàòî÷-

íàÿ ðàçðàáîòàííîñòü ìåòîäè÷åñêîé ñèñòåìû èçó÷åíèÿ òåìû ¾Íåîïðåäåëåííûé è

ïðåäåëåííûé èíòåãðàë¿ â ñðåäíåé øêîëå, îäíîâðåìåííî ñî÷åòàþùåé è äîêàçà-

òåëüíîñòü èçëîæåíèÿ, è äîñòóïíîñòü äëÿ ó÷àùèõñÿ, ðåàëèçóþùåé åäèíñòâî òðåõ

ïîäõîäîâ ê ïîíÿòèþ îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà, ó÷èòûâàþùåé îñíîâíûå òåíäåíöèè

êîíöåïöèè ìîäåðíèçàöèè îáðàçîâàíèÿ.

Öåëü èññëåäîâàíèÿ - ðàçðàáîòêà ñîäåðæàíèÿ òåìû ¾Îïðåäåëåííûé èíòåãðàë¿

â ñðåäíåé øêîëå, ðàñêðûâàþùåé âîçìîæíîñòè ïðîáëåìíîãî, äîêàçàòåëüíîãî è äî-

ñòóïíîãî åå èçëîæåíèÿ, è îïðåäåëåíèå ìåòîäè÷åñêèõ îñîáåííîñòåé èçó÷åíèÿ ýòîé

òåìû, ñïîñîáñòâóþùèõ ïîâûøåíèþ êà÷åñòâà îáðàçîâàíèÿ. Ãèïîòåçó èññëåäîâàíèÿ

ñîñòàâèëè ïðåäïîëîæåíèÿ î òîì, ÷òî ìîæíî îäíîâðåìåííî è äîêàçàòåëüíî, è äî-

ñòóïíî ðàññìîòðåòü â ñðåäíåé øêîëå òåìó ¾Îïðåäåëåííûé èíòåãðàë¿, ïðè ýòîì

ñôîðìèðîâàòü ìíîãîñòîðîííèé ïîäõîä ê ïîíÿòèþ îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà, ïî-

çíàêîìèòü øêîëüíèêîâ ñ áîãàòñòâîì ïðèëîæåíèé èíòåãðàëà, ïîâûñèòü óðîâåíü

ìàòåìàòè÷åñêîãî ðàçâèòèÿ ó÷àùèõñÿ, åñëè ïðè ââåäåíèè îñíîâíûõ ïîíÿòèé èíòå-

ãðàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ èñïîëüçîâàòü ýâðèñòè÷åñêèé ìåòîä, îïèðàþùèéñÿ íà çíàíèÿ

è îïûò ó÷àùèõñÿ; îãðàíè÷èòü êëàññ ðàññìàòðèâàåìûõ ôóíêöèé: ðàññìàòðèâàòü

ôóíêöèè, ìîíîòîííûå, èìåþùèå ïåðâîîáðàçíóþ; â êà÷åñòâå èñõîäíîãî ïîäõîäà ê

ââåäåíèþ èíòåãðàëà ïðèíÿòü ïîäõîä ê èíòåãðàëó êàê åäèíñòâåííîìó ÷èñëó, ðàçäå-

ëÿþùåìó ìíîæåñòâà âåðõíèõ è íèæíèõ ñóìì Äàðáó. Èñõîäÿ èç ñôîðìóëèðîâàííîé
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ãèïîòåçû, äëÿ äîñòèæåíèÿ öåëè èññëåäîâàíèÿ íåîáõîäèìî áûëî ðåøèòü ñëåäóþ-

ùèå çàäà÷è:

1. Ïðîâåñòè àíàëèç íàó÷íîé, ó÷åáíî-ìåòîäè÷åñêîé ëèòåðàòóðû,øêîëüíûõ ïðî-

ãðàìì, ó÷åáíèêîâ è ó÷åáíûõ ïîñîáèé, èñïîëüçóåìûõ â øêîëå ïî òåìå èññëå-

äîâàíèÿ.

2. Ðàçðàáîòàòü òåñòîâûå çàäàíèÿ 3 óðîâíåé ïî òåìå ¾Íåîïðåäåëåííûé è îïðå-

äåëåííûé èíòåãðàëû¿.

3. Îñóùåñòâèòü ýêñïåðèìåíòàëüíóþ ïðîâåðêó ðàçðàáîòàííîé ñèñòåìû èçó÷å-

íèÿ òåìû.

Âûïóñêíàÿ êâàëèôèêàöèîííàÿ ðàáîòà ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, 7 ðàçäåëîâ, çàêëþ-

÷åíèÿ, ñïèñêà èñïîëüçîâàííûõ èñòî÷íèêîâ è ïðèëîæåíèÿ À.

Â ïåðâîì ðàçäåëå ðàáîòû ðàññìàòðèâàþòñÿ ïåðâîîáðàçíàÿ è ìíîæåñòâî ïåð-

âîîáðàçíûõ äàííîé ôóíêöèè, âî âòîðîì ðàçäåëå ïðåäñòàâëåíû íåîïðåäåëåííûé è

îïðåäåëåííûé èíòåãðàëû. Â òðåòüåì - èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì îïðåäåë¼ííîãî

èíòåãðàëà, â ÷åòâåðòîì - çàìåíà ïåðåìåííîé â îïðåäåëåííîì èíòåãðàëå, â ïÿòîì -

ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë èíòåãðàëà, â øåñòîì - ïëîùàäü êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè,

â ñåäüìîì ïðåäñòàâëåíû òåñòîâûå çàäàíèÿ 3 óðîâíåé ïî çàäàííîé òåìå.

Â çàêëþ÷åíèå ðàáîòû ñäåëàíû îñíîâíûå âûâîäû.

Ñïèñîê èñïîëüçîâàííûõ èñòî÷íèêîâ ñîñòîèò èç 11 íàèìåíîâàíèé.
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Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû. Ïåðâîîáðàçíàÿ. Ìíîæåñòâî ïåðâîîá-

ðàçíûõ äàííîé ôóíêöèè. Äåéñòâèå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ôóíêöèè íà èíòåðâà-

ëå (a, b) ìîæíî èñòîëêîâàòü êàê îïåðàöèîííîå äåéñòâèå f → f ′, ñîïîñòàâëÿþùåå

êàæäîé äèôôåðåíöèðóåìîé íà (a, b) ôóíêöèè f å¼ ïðîèçâîäíóþ f ′. Â òàêîì ñìûñ-

ëå åñòåñòâåííî ðàññ÷èòûâàòü íà âîçìîæíîñòü îáðàòíîãî ñîïîñòàâëåíèÿ f ′ → f,

êîòîðîìó äàäèì ñïåöèàëüíîå íàçâàíèå.

Îïðåäåëåíèå 1. Ôóíêöèÿ F íàçûâàåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé ôóíêöèè f íà èíòåðâàëå

(a, b), åñëè f äèôôåðåíöèðóåìà è äëÿ âñåõ x ∈ (a, b) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

F ′(x) = f(x)

Î÷åâèäíî, ÷òî ïîíÿòèå ïåðâîîáðàçíîé ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì ïî îòíîøåíèþ ê ïðî-

èçâîäíîé, à îïåðàöèþ îòûñêàíèÿ ïåðâîîáðàçíîé ðàçóìíî âîñïðèíèìàòü êàê ñîïî-

ñòàâëåíèå f → F èëè F ′ → F, òî åñòü äåéñòâèå, îáðàòíîå ê äèôôåðåíöèðîâàíèþ.

Òåîðåìà 1. Åñëè ôóíêöèÿ f èìååò ïåðâîîáðàçíóþ F íà èíòåðâàëå (a, b), òî

ìíîæåñòâî âñåõ ïåðâîîáðàçíûõ ôóíêöèè f íà (a, b) èìååò âèä

{F + C : C ∈ R}.

Íåîïðåäåë¼ííûé è îïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòú ôóíêöèÿ f èìååò ïåðâîîáðàçíóþ íà îòðåçêå [a, b]. Òîãäà

ìíîæåñòâî âñåõ ïåðâîîáðàçíûõ ôóíêöèè f íà [a, b] íàçûâàåòñÿ íåîïðåäåëåííûì

èíòåãðàëîì îò ôóíêöèè f íà [a, b] îáîçíà÷àåòñÿ

∫
f(x)dx
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Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïåðâîîáðàçíûõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé ìû ðàñïîëàãàåì îñ-

íîâíîé òàáëèöåé ïðîèçâîäíûõ, êîòîðóþ ñëåäóåò ïðî÷èòàòü â îáðàòíîì ïîðÿäêå:

(xn+1)′ = (n+ 1)xn ⇒
∫
xndx =

xn+1

n+ 1
+ C, n 6= 1;

(ex)′ = ex ⇒
∫
exdx = ex;

(ln |x|)′ = 1

x
⇒

∫
dx

x
= ln |x|+ C;

(sin(x))′ = cos(x)⇒
∫

cos(x)dx = sin(x) + C;

(cos(x))′ = − sin(x)⇒
∫

sin(x)dx = − cos(x) + C;

(tg(x))′ =
1

cos2(x)
⇒

∫
dx

cos2(x)
= tg(x) + C;

(arcsin(x))′ =
1√

1− x2
⇒

∫
dx√

1− x2
= arcsin(x) + C;

(arctg(x))′ =
1

1 + x2
⇒

∫
dx

1 + x2
= arctg(x) + C;

Áîëåå ïîëåçíûì ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà.

Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü ôóíêöèÿ f èìååò ïåðâîîáðàçíóþ F íà îòðåçêå [a, b].

Òîãäà çíà÷åíèå

F (b)− F (a)

íàçûâàåòñÿ îïðåäåëåííûì èíòåãðàëîì îò ôóíêöèè f íà [a, b] è îáîçíà÷àåòñÿ

b∫
a

f(x)dx
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Òåîðåìà 2. Åñëè ôóíêöèè f è g èìåþò íà îòðåçêå [a, b] ïåðâîîáðàçíûå, òî ôóíê-

öèè αf, α ∈ R, è f + g òàêæå èìåþò ïåðâîîáðàçíûå íà [a, b] è ñïðàâåäëèâû

ôîðìóëû

b∫
a

(αf)(x)dx = α

b∫
a

f(x)dx

b∫
a

(f + g)(x)dx =

b∫
a

f(x)dx+

b∫
a

g(x)dx

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà âûðàæàåò ñâîéñòâî àääèòèâíîñòè îïðåäåë¼ííîãî èíòåãðàëà.

Òåîðåìà 3. Åñëè ôóíêöèÿ f èìååò ïåðâîîáðàçíóþ íà îòðåçêå [a, b], òî äëÿ ëþáîé

òî÷êè c ∈ (a, b) ôóíêöèÿ f èìååò ïåðâîîáðàçíóþ íà [a, c] è [c, b] è ñïðàâåäëèâà

ôîðìóëà
b∫

a

f(x)dx =

c∫
a

f(x)dx+

b∫
c

f(x)dx

Èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì îïðåäåë¼ííîãî èíòåãðàëà. Ïðî÷òåíèå â îá-

ðàòíîì ïîðÿäêå ôîðìóëû ïðîèçâîäíîé ïðîèçâåäåíèÿ äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíê-

öèé ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó ïðàâèëó, íàçûâàåìîìó èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü ôóíêöèè f è g äèôôåðåíöèðóåìû íà îòðåçêå [a, b] è ïî êðàé-

íåé ìåðå îäíî èç äâóõ ïðîèçâåäåíèé f ′g èëè fg′ èìååò ïåðâîîáðàçíóþ íà [a, b].

Òîãäà âòîðîå èç ýòèõ äâóõ ïðîèçâåäåíèé òàêæå èìååò ïåðâîîáðàçíóþ íà [a, b] è

ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì

b∫
a

f ′g(x)dx = (fg)(b)− (fg)(a)−
b∫

a

fg′(x)dx
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Çàìåíà ïåðåìåííîé â îïðåäåëåííîì èíòåãðàëå. Ïðî÷òåíèå â îáðàòíîì

ïîðÿäêå ôîðìóëû ïðîèçâîäíîé êîìïîçèöèè äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé ïðèâî-

äèò ê ñëåäóþùåìó ïðàâèëó, íàçûâàåìîìó çàìåíîé ïåðåìåíîé, èëè ïîäñòàíîâêîé.

Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé ëèíåéíîé çàìåíû ïåðåìåííîé.

Òåîðåìà 5. Åñëè ∫
f(x)dx = F (x) + C

íà [a,b], òî ∫
f(ax+ b)dx =

1

a
F (ax+ b) + C(a 6= 0).

Òåîðåìà 6. Ïóñòü ôóíêöèÿ y = f(x) èìååò ïåðâîîáðàçíóþ íà îòðåçêå [a, b],

à ôóíêöèÿ x = ϕ(t) äèôôåðåíöèðóåìà íà îòðåçêå [α, β] è îòîáðàæàåò îòðå-

çîê [α, β] íà îòðåçîê [a, b] òàê, ÷òî ϕ(α) = a è ϕ(β) = b. Òîãäà ôóíêöèÿ y =

f(ϕ(t))ϕ′(t) èìååò ïåðâîîáðàçíóþ íà [α, β] è ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà çàìåíû ïåðå-

ìåííîé
b∫

a

f(x)dx =

β∫
α

f(ϕ(t))ϕ′(t)dx

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë èíòåãðàëà. Ïëîùàäü êðóãà âîñïðèíèìàåòñÿ êàê

ïðåäåë ïëîùàäåé âïèñàííûõ â êðóã ïðàâèëüíûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ ïðè íåîãðàíè-

÷åííîì óäâîåíèè èõ ñòîðîí è ðàâíûé åìó ïðåäåë ïëîùàäåé îïèñàííûõ ïðàâèëüíûõ

ìíîãîóãîëüíèêîâ ïðè íåîãðàíè÷åííîì óäâîåíèè ñòîðîí, â ñîîòâåòñòâèè ñ ðèñóíêîì

1. Ìíîãîóãîëüíèêè, âïèñàííûå â îêðóæíîñòü èëè îïèñàííûå îêîëî íåå, âûáðàíû

íå òîëüêî ïîòîìó, ÷òî îíè äîïóñêàþò òåõíè÷åñêè ðåàëèçóåìûé àëãîðèòì âû÷èñ-

ëåíèÿ ïëîùàäè, à åùå ïîòîìó, ÷òî íåò äðóãèõ ôèãóð ñ âû÷èñëÿåìîé ïëîùàäüþ.

Â ñàìîì äåëå, ïîëàãàÿ ïî îïðåäåëåíèþ, ÷òî ïëîùàäü êâàäðàòà ñî ñòîðîíîé 1

ðàâíà 1, ìû ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî ïëîùàäü êâàäðàòà ñî ñòîðîíîé a ðàâíà a2, à

ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíèêà ñî ñòîðîíàìè a è b ðàâíà ab. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ðèñóíêîì
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Ðèñóíîê 1. Óäâîåíèå ñòîðîí âïèñàííûõ è îïèñàííûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ

2, íåòðóäíî âûâåñòè ôîðìóëó ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà è ôèãóðû ñîñòàâëåííîé èç

òðåóãîëüíèêîâ, ìíîãîóãîëüíèêîâ. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ðèñóíêàìè 4 è 5, ïåðåâåäåì

Ðèñóíîê 2. Ïëîùàäè ôèãóð, ñîñòàâëåííûå èç òðåóãîëüíèêîâ

ãåîìåòðè÷åñêóþ èäåþ íà ÿçûê ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà. Ïîñòðîåíèå âïèñàííûõ

ìíîãîóãîëüíèêîâ îçíà÷àåò ðàçáèåíèå îòðåçêà [a,b] íà ÷àñòè ∆1,∆2...,∆n è ïðîèç-

âåäåíèå âåðõíèõ ñòîðîí ïðÿìîóãîëüíèêîâ, êîòîðûå îáðàçóþò ãðàôèê íåêîòîðîé

ôóíêöèè f−, ïîñòîÿííîé íà êàæäîì èç ∆1,∆2...,∆n. Òàê êàê âåðõíèå ñòîðîíû ïðÿ-

ìîóãîëüíèêîâ ðàñïîëîæåíû íèæå ãðàôèêà ôóíêöèè f , òî f− ≤ f . Ïîñòðîåíèå

îïèñàííûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ, âåðõíèå ñòîðîíû êîòîðûõ ðàñïîëîæåíû âûøå ãðà-

ôèêà ôóíêöèè f , ïðèâîäèò ê ñîçäàíèþ ôóíêöèè f+, ïîñòîÿííîé íà êàæäîì èç
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Ðèñóíîê 3. Ïðèáëèæåíèå êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè ìíîãîóãîëüíèêàìè èçíóòðè

Ðèñóíîê 4. Ïðèáëèæåíèå êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè ìíîãîóãîëüíèêàìè èçâíå

∆1,∆2...,∆n, è òàêîé ÷òî, f+ ≥ f .

Ïëîùàäü êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè. Â äåêàðòîâîé ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå

êîîðäèíàò xOy äàíà ôèãóðà, îãðàíè÷åííàÿ îñüþ x, ïðÿìûìè x = a, x = b (a <

b) è ãðàôèêîì íåïðåðûâíîé è íåîòðèöàòåëüíîé íà îòðåçêå [a;b] ôóíêöèè y = f(x);

íàçîâåì ýòó ôèãóðó êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèé, â ñîîòâåòñòâèè ñ ðèñóíêîì 6.
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Ðèñóíîê 5. Êðèâîëèíåéíàÿ òðàïåöèÿ

Çàêëþ÷åíèå. Â õîäå ïðîâåäåííîãî èññëåäîâàíèÿ áûëà ïîñòðîåíà öåëîñòíàÿ

ìåòîäè÷åñêàÿ ñèñòåìà äîêàçàòåëüíîãî è äîñòóïíîãî èçó÷åíèÿ òåìû ¾Íåîïðåäå-

ëåííûé è îïðåäåëåííûé èíòåãðàë¿ â ñðåäíåé øêîëå. Åå îñîáåííîñòÿìè ÿâëÿþòñÿ:

1. ýâðèñòè÷åñêèé ïîäõîä ê ââåäåíèþ îñíîâíûõ ïîíÿòèé èíòåãðàëüíîãî èñ÷èñëå-

íèÿ: îíè ââîäÿòñÿ êàê åñòåñòâåííîå ðàçðåøåíèå ïðîáëåìíûõ ñèòóàöèé, îïè-

ðàÿñü íà çíàíèÿ è îïûò, èìåþùèåñÿ ó ó÷àùèõñÿ;

2. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàññìîòðåíèÿ èçâåñòíûõ çàäà÷ ôîðìèðóåò ìíîãîñòîðîí-

íèé ïîäõîä ê îïðåäåëåííîìó èíòåãðàëó;

3. îãðàíè÷åíèå èñïîëüçîâàíèåì ôóíêöèé ìîíîòîííûõ è èìåþùèõ ïåðâîîáðàç-

íóþ, ïîçâîëÿåò äîêàçàòåëüíî, îäíîâðåìåííî äîñòóïíî è íàãëÿäíî ïîñòðîèòü

ïðîöåññ èçó÷åíèÿ òåìû ¾Íåîïðåäåëåííûé è îïðåäåëåííûé èíòåãðàë¿;

4. ïîíÿòèå ïëîùàäè êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè ðàññìîòðåíî ñ ïîçèöèè ïëîùàäè

êâàäðèðóåìîé ôèãóðû.

Â ðåçóëüòàòå èññëåäîâàíèÿ ðàçðàáîòàíî ìåòîäè÷åñêîå îáåñïå÷åíèå òðåõóðîâíåâû-

ìè òåñòîâûìè çàäàíèÿìè òåìû ¾Íåîïðåäåëííûé è îïðåäåëåííûé èíòåãðàë¿ Ïðåä-
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ñòàâëåííàÿ ìåòîäè÷åñêàÿ ñèñòåìà äîâåäåíà äî âîçìîæíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ ó÷èòå-

ëÿìè íà óðîêàõ ìàòåìàòèêè è ìîæåò ñóùåñòâåííî ïîâûñèòü êà÷åñòâî è ýôôåêòèâ-

íîñòü îáó÷åíèÿ, ÷òî ïîäòâåðæäàåòñÿ ðåçóëüòàòàìè ïðîâåäåííîé ýêñïåðèìåíòàëü-

íîé ðàáîòû. Âíåäðåíèå ðàçðàáîòàííîé ìåòîäè÷åñêîé ñèñòåìû â ó÷åáíûé ïðîöåññ

ïîçâîëèò äîñòàòî÷íî ïîëíî ïîçíàêîìèòü øêîëüíèêîâ ñ ïîíÿòèåì èíòåãðàëà, áóäåò

ñïîñîáñòâîâàòü ïîâûøåíèþ ïðî÷íîñòè çíàíèé ïî ýòîìó âîïðîñó, ïîçâîëèò ïðîäå-

ìîíñòðèðîâàòü øèðîêèå âîçìîæíîñòè ïðèìåíåíèÿ èíòåãðàëà â ðàçëè÷íûõ îáëà-

ñòÿõ íàóêè, òåì ñàìûì ïîäãîòîâèò èõ ê ïîíèìàíèþ ñîâðåìåííûõ íàó÷íûõ èäåé è

èõ ïðèìåíåíèÿ, ÷òî ïðèáëèçèò øêîëüíîå ïðåïîäàâàíèå ê ñîâðåìåííîé íàóêå è åå

ïðèëîæåíèÿì.
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