
Министерство образования и науки Российской Федерации 

 

ФЕДЕРАЛЬНОЕ ГОСУДАРСТВЕННОЕ БЮДЖЕТНОЕ 

ОБРАЗОВАТЕЛЬНОЕ УЧРЕЖДЕНИЕ  

ВЫСШЕГО ОБРАЗОВАНИЯ  

«САРАТОВСКИЙ НАЦИОНАЛЬНЫЙ ИССЛЕДОВАТЕЛЬСКИЙ 

ГОСУДАРСТВЕННЫЙ УНИВЕРСИТЕТ  

ИМЕНИ Н.Г.ЧЕРНЫШЕВСКОГО» 

 

 

 

Кафедра   Математического и компьютерного моделирования 

 

 
 

ПРИМЕНЕНИЕ OpenFOAM К РАСЧЁТУ 

 
                   ТЕЧЕНИЯ ЖИДКОСТИ В КОЛЕНЕ ТРУБЫ 

 

 

АВТОРЕФЕРАТ БАКАЛАВРСКОЙ РАБОТЫ 

 

студента       4     курса         413       группы 

 

направления 01.03.02 «Прикладная математика и информатика»             _____ 
                

 механико-математического факультета 
     

Бурмистров Никита Андреевич 

 

 

 

Научный руководитель 

 к.т.н.,  доцент                                            И.А. Панкратов  
                                                                     подпись, дата         

 

 

 

Зав. кафедрой: 

   д.ф.-м.н.,  профессор                   Ю.А. Блинков  
                                                                     подпись, дата        

 

 

 

 

Саратов 2017 год 



ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ìîäåëèðîâàíèå � ýòî çàìåùåíèå íåêîòîðîãî îáúåêòà À (îðèãèíàëà) äðó-

ãèì îáúåêòîì Á (ìîäåëüþ). Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü � ýòî óïðîùåííîå îïè-

ñàíèå ðåàëüíîñòè ñ ïîìîùüþ ìàòåìàòè÷åñêèõ ïîíÿòèé. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìî-

äåëèðîâàíèå � ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ è èçó÷åíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ðå-

àëüíûõ ïðîöåññîâ è ÿâëåíèé, ò.å. ìåòîä èññëåäîâàíèÿ îáúåêòîâ è ïðîöåññîâ

ðåàëüíîãî ìèðà ñ ïîìîùüþ èõ ïðèáëèæåííûõ îïèñàíèé íà ÿçûêå ìàòåìà-

òèêè � ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé. Êðóïíåéøèå ó÷åíûå ïðîøëîãî ñî÷åòàëè â

ñâîèõ òðóäàõ êàê ïîñòðîåíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ÿâëåíèé ïðèðîäû

(ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè), òàê è åãî èññëåäîâàíèÿ. Àíàëèç óñëîæíåííûõ ìî-

äåëåé òðåáîâàë ñîçäàíèÿ íîâûõ, êàê ïðàâèëî, ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ

çàäà÷. Îñíîâîïîëîæíèêîì îòå÷åñòâåííîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ

ñïðàâåäëèâî ñ÷èòàþò àêàäåìèêà À.À.Ñàìàðñêîãî. Îí âûðàçèë ìåòîäîëîãèþ

ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ çíàìåíèòîé òðèàäîé ¾ìîäåëü � àëãîðèòì �

ïðîãðàììà¿ [?].

Âî âñåõ ýòèõ ñëó÷àÿõ èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû ïðèáëèæåííîãî, â ïåðâóþ î÷å-

ðåäü ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ, â çàäà÷àõ ìåõàíèêè æèäêîñòè. Ìåòîäû ÷èñëåííîãî

ðåøåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷ âñåãäà ñîñòàâëÿëè íåîòúåìëåìóþ ÷àñòü ìà-

òåìàòèêè è íåèçìåííî âõîäèëè â ñîäåðæàíèå åñòåñòâåííî- ìàòåìàòè÷åñêîãî è

èíæåíåðíîãî îáðàçîâàíèÿ. Êàê ñàìîñòîÿòåëüíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ äèñöèïëèíà

âû÷èñëèòåëüíàÿ ìàòåìàòèêà îôîðìèëàñü â íà÷àëà 20-ãî âåêà. Ê ýòîìó âðåìå-

íè â îñíîâíîì áûëè ðàçðàáîòàíû ðàçíîîáðàçíûå, äîñòàòî÷íî ýôôåêòèâíûå è

íàäåæíûå àëãîðèòìû ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ øèðîêîãî êðóãà ìàòåìàòè÷å-

ñêèõ çàäà÷, âêëþ÷àþùåãî ñòàíäàðòíûé íàáîð çàäà÷ èç àëãåáðû, ìàòåìàòè-

÷åñêîãî àíàëèçà è äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, íàïðèìåð ìåòîä êîíå÷íûõ

ðàçíîñòåé. Ìíîãî êíèã, òàêèõ êàê, ïðîñâåùåííî ðåøåíèþ çàäà÷ ìåõàíèêè

æèäêîñòè è ãàçà ðàçíîñòíûìè ìåòîäàìè. Òàê æå îäíèì èç ðàñïðîñòðàíåííûõ

ìåòîäîâ ðåøåíèé ÿâëÿåòñÿ ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ è ìåòîä âçâåøåííûõ

íåâÿçîê.

Äî íåäàâíåãî âðåìåíè ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ èñïîëüçîâàëñÿ ïî÷òè

èñêëþ÷èòåëüíî â ñòðîèòåëüíîé ìåõàíèêå, íî ñåãîäíÿ âñå áîëüøå îñîçíàþòñÿ

âîçìîæíîñòè åãî ïðèìåíåíèÿ è â äðóãèõ îáëàñòÿõ ïðèêëàäíîé íàóêè, îñîáåí-

íî â ìåõàíèêå æèäêîñòè.
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Â õîäå ýòîãî ýêñïåðèìåíòà ìîæíî ñìîäåëèðîâàòü óñëîâèÿ, êîòîðûå íåëüçÿ

ñîçäàòü â ëàáîðàòîðèè. Â ðÿäå ñëó÷àåâ ïðîâåäåíèå íàòóðíîãî ýêñïåðèìåíòà

çàòðóäíåíî, à èíîãäà è íåâîçìîæíî. ×àñòî ïðîâåäåíèå ïîëíîìàñøòàáíîãî íà-

òóðíîãî ýêñïåðèìåíòà ñîïðÿæåíî ñ ãóáèòåëüíûìè èëè íåïðåäñêàçóåìûìè ïî-

ñëåäñòâèÿìè (ÿäåðíàÿ âîéíà, ïîâîðîò ñèáèðñêèõ ðåê) èëè ñ îïàñíîñòüþ äëÿ

æèçíè èëè çäîðîâüÿ ëþäåé. Íåðåäêî òðåáóåòñÿ èññëåäîâàíèå è ïðîãíîçèðî-

âàíèå êàòàñòðîôè÷åñêèõ ÿâëåíèé (àâàðèÿ ÿäåðíîãî ðåàêòîðà ÀÝÑ, ãëîáàëü-

íîå ïîòåïëåíèå èëè ïîõîëîäàíèå êëèìàòà, öóíàìè, çåìëåòðÿñåíèå). Ïîëó÷å-

íèå ¾ñôåðè÷åñêèõ¿ àýðîäèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê òåë ðàçëè÷íîé ôîðìû

â ëàáîðàòîðíûõ óñëîâèÿõ ïóòåì ïðîäóâîê â àýðîäèíàìè÷åñêèõ òðóáàõ ÿâëÿ-

åòñÿ âåñüìà òðóäîåìêîé è äîðîãîñòîÿùåé çàäà÷åé. Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü âñå

÷àùå äëÿ ïîëó÷åíèÿ àýðîäèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê òåë ïðèìåíÿþòñÿ ìå-

òîäû âû÷èñëèòåëüíîé ãèäðîäèíàìèêè. Ðàáîòû îòå÷åñòâåííûõ è çàðóáåæíûõ

èññëåäîâàòåëåé ïîêàçûâàþò, ÷òî ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå òóðáóëåíòíûõ òå-

÷åíèé ìîæåò äàâàòü âïîëíå àäåêâàòíûå ðåçóëüòàòû.

Ãèäðîäèíàìèêà ÿâëÿåòñÿ îñíîâîé ìíîãèõ ïðèêëàäíûõ íàóê, â òîì ÷èñëå

ñâÿçàííûõ ñ ïðîåêòèðîâàíèåì è ýêñïëóàòàöèåé âîäíîãî òðàíñïîðòà è ãèäðî-

òåõíè÷åñêèõ ñîîðóæåíèé. Çàêîíû ãèäðîäèíàìèêè ÷åëîâå÷åñòâî ïîñòèãàëî â

òå÷åíèå âñåé ñâîåé èñòîðèè, ñîâåðøåíñòâóÿ îáâîäû è äâèãàòåëè êîðàáëåé, ñî-

çäàâàÿ âîäÿíûå ìåëüíèöû, ïîðòîâûå ñîîðóæåíèÿ, êàíàëû, øëþçû, âîäîïðî-

âîäíûå ñèñòåìû è ïð. Ïî ìåðå ðàçâèòèÿ ãèäðîäèíàìèêè å¼ ìàòåìàòè÷åñêèå

ìîäóëè óòî÷íÿëèñü, íî ïðè ýòîì óñëîæíÿëèñü, è èõ àíàëèç ñòàë íåâîçìîæåí

áåç ïðèìåíåíèÿ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ è êîìïüþòåðíûõ òåõíîëîãèé. Òàê ïîÿâè-

ëàñü âû÷èñëèòåëüíàÿ ãèäðîäèíàìèêà. Íà îñíîâå å¼ âû÷èñëèòåëüíûõ àëãîðèò-

ìîâ ñîçäàíû ìîùíûå êîìïüþòåðíûå ïðîãðàììû òàêèå êàê îòêðûòàÿ èíòåãðè-

ðóåìàÿ ïëàòôîðìà äëÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ çàäà÷ ìåõàíèêè ñïëîøíûõ

ñðåä OpenFOAM.

Â äàííîé ðàáîòå îïèñàíî ìîäåëèðîâàíèå òå÷åíèå íåñæèìàåìîé æèäêîñòè,

îñíîâíûå çàêîíû ìåõàíèêè è óðàâíåíèÿ ìåõàíèêè æèäêîñòè, òàê æå ïðåäâà-

ðèòåëüíàÿ îáðàáîòêà è ìîäåëèðîâàíèå ñ ìîìîùòþ ïðîãðàììû OpenFOAM.
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1 Ìîäåëèðîâàíèå òå÷åíèé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè

Çàäà÷è, ïðåäñòàâëÿþùèå ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ, êàê ïðàâèëî, õàðàêòå-

ðèçóþòñÿ ìíîãîìåðíîñòüþ, íåñòàöèîíàðíîñòüþ, íåëèíåéíîñòüþ, íàëè÷èåì

ñâîáîäíûõ ãðàíèö è ïîãðàíè÷íûõ ñëî¼â è îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè Íà-

âüå�Ñòîêñà. Íåëèíåéíîñòü óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà è íàëè ÷èå ìàëîãî ïàðà-

ìåòðà ïðè ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ (îñîáåííî ïðè áîëüøèõ ÷èñëàõ Ðåéíîëüäñà)

ñîçäàþò ñåðüåçíûå òðóäíîñòè êàê ïðè èõ àíàëèòè÷åñêîì èññëåäîâàíèè (îíî,

ïî ñóùåñòâó, âîçìîæíî ëèøü äëÿ ìîäåëüíûõ óðàâíåíèé èëè ÷àñòíûõ çàäà÷),

òàê è ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè ýòèõ óðàâíåíèé ñ ïîìîùüþ ÝÂÌ.

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ â ñâÿçè ñ áóðíûì ðàçâèòèåì âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè

è âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè çíà÷èòåëüíî âîçðàñëà ðîëü ÂÝ äëÿ ìîäåëè-

ðîâàíèÿ ñëîæíûõ íåëèíåéíûõ çàäà÷ ãèäðîäèíàìèêè. Îñíîâíûå ïðèíöèïû,

ïîëîæåííûå â îñíîâó ÂÝ, äîñòàòî÷íî ïîäðîáíî èçëîæåíû â ðàáîòàõ Í.Ñ. Áà-

õâàëîâà, Î.Ì. Áåëîöåðêîâñêîãî, Ã.È. Ìàð÷óêà, À.À. Ñàìàðñêîãî, Ï. Ðîó÷à,

Í.Í. ßíåíêî, èõ êîëëåã è ó÷åíèêîâ. Òåõíîëîãè÷åñêèé öèêë ÂÝ âêëþ÷àåò â

ñåáÿ ñëåäóþùèå îñíîâíûå ýòàïû: ïîñòðîåíèå ôèçè÷åñêîé ìîäåëè � íà ýòîì

ýòàïå ïðîèñõîäèò âûÿñíåíèå îñíîâíûõ ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ è ìåõàíèçìîâ,

ïðèñóùèõ èçó÷àåìîìó ÿâëåíèþ èëè òåõíîëîãè÷åñêîìó ïðîöåññó; äëÿ ïîëó-

÷åíèÿ êîëè÷åñòâåííîé èíôîðìàöèè ñòðîèòñÿ ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôèçè÷åñêîé

ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü � ñèñòåìà àëãåáðàè÷åñêèõ, äèôôåðåíöèàëüíûõ, èí-

òåãðàëüíûõ èëè èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ íåîáõîäèìûìè íà-

÷àëüíûìè è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè; äàëåå ñëåäóåò îäèí èç âàæíûõ ýòàïîâ â

òåõíîëîãè÷åñêîì öèêëå ÂÝ � êîíñòðóèðîâàíèå âû÷èñëèòåëüíîãî àëãîðèòìà,

âêëþ÷àþùåãî äâà îñíîâíûõ ìîìåíòà: ïîñòðîåíèå äèñêðåòíîé ìàòåìàòè÷åñêîé

ìîäåëè, òî åñòü àïïðîêñèìàöèÿ èñõîäíîé çàäà÷è ðàçíîñòíîé, è ðàçðàáîòêà

ýôôåêòèâíîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ ðàçíîñòíîé çàäà÷è [5, 18-20], äàëåå ñëåäóåò

íàïèñàíèå ïðîãðàììû, íàáîð è îòëàäêà å¼ íà ÝÂÌ; ïîñëå ýòîãî ïðîâîäèò-

ñÿ ðÿä òåñòîâûõ ðàñ÷¼òîâ, ïîçâîëÿþùèõ ñóäèòü î ïðàâèëüíîñòè è òî÷íîñòè

ðàáîòû àëãîðèòìà è ïðîãðàììû; è, íàêîíåö, íàõîäÿòñÿ ÷èñëåííûå ðåøåíèÿ

èñõîäíîé ìàòåìàòè÷åñêîé çàäà÷è. Â çàêëþ÷åíèå ïðîâîäèòñÿ ñðàâíåíèå ïîëó-

÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè èëè ðàñ÷¼òàìè äðóãèõ

àâòîðîâ, íà îñíîâàíèè êîòîðîãî äåëàåòñÿ âûâîä îá àäåêâàòíîñòè âû- áðàííîé

ôèçè÷åñêîé ìîäåëè èññëåäóåìîìó ÿâëåíèþ. Ïðè ýòîì ñëåäóåò èìåòü â âèäó,
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÷òî óðîâåíü èñïîëüçóåìûõ ôèçè÷åñêîé è ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëåé, àëãîðèòì

è åãî òî÷íîñòü, à òàêæå êîíôèãóðàöèÿ, ïðîèçâîäèòåëüíîñòü è îïåðàòèâíàÿ

ïàìÿòü ÝÂÌ äîëæíû áûòü âçàèìíî ñáàëàíñèðîâàíû.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òå÷åíèå â áëèæíåì ñëåäå òåëà êîíå÷íîãî ðàçìåðà êàê

äëÿ ëàìèíàðíûõ, òàê è äëÿ òóðáóëåíòíûõ ðåæèìîâ îáòåêàíèÿ õàðàêòåðèçó-

åòñÿ íàëè÷èåì â í¼ì êðóïíîìàñøòàáíûõ âèõðåé, ðàçìåðû êîòîðûõ ñîèçìå-

ðèìû ñ ëèíåéíûìè ðàçìåðàìè òåëà, è, ñëåäîâàòåëüíî, ðàçðåøàþùàÿ ñïîñîá-

íîñòü êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé ñåòêè çäåñü ìîæåò áûòü ñóùåñòâåííî îñëàáëåíà.

Êîíå÷íî, ïðè ýòîì ìîãóò áûòü äîïóùåíû îøèáêè â àïïðîêñèìàöèè äèññèïà-

òèâíîãî ìåõàíèçìà òàêèõ âèõðåé, îäíàêî îñíîâíûå ÷åðòû ÿâëåíèÿ, âêëþ÷àÿ

ìíîãèå êîëè÷åñòâåííûå õàðàêòåðèñòèêè, âîñïðîèçâîäÿòñÿ äîñòàòî÷íî òî÷íî.

Áîëüøèíñòâî ñóùåñòâóþùèõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà íå

ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü äîñòîâåðíûå ðåçóëüòàòû ïðè èçó÷åíèè ñâîéñòâ òå÷åíèé

âÿçêîé æèäêîñòè ó òåë ñëîæíîé ôîðìû (íàïðèìåð, ïðè îïðåäåëåíèè àýðîäè-

íàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ñîâðåìåííûõ ëåòàòåëüíûõ àïïàðàòîâ è ïîäâîäíûõ

ñóäîâ), îñîáåííî äëÿ áîëüøèõ ÷èñåë Ðåéíîëüäñà, à òàêæå äëÿ òóðáóëåíòíûõ

ðåæèìîâ îáòåêàíèÿ. Äîñòàòî÷íî òî÷íûå êîëè÷åñòâåííûå äàííûå, ñðàâíèìûå

ñ ôèçè÷åñêèì ýêñïåðèìåíòîì, ïîëó÷åíû â îñíîâíîì äëÿ ëàìèíàðíûõ ðåæè-

ìîâ òå÷åíèÿ â äâóìåðíûõ ñòàöèîíàðíûõ çàäà÷àõ.

Ñóùåñòâîâàíèå æå ïðè îáòåêàíèè òåë òàêèõ ÿâëåíèé, êàê ðåçêîå èçìåíå-

íèå ñîïðîòèâëåíèÿ, ïîÿâëåíèå íåïðåäñêàçóåìîé ïî çíàêó áîêîâîé ñèëû, ñâÿ-

çàííûõ ñ îòðûâîì ïîòîêà è åãî òóðáóëèçàöèåé, ïðèâëåêàþò âíèìàíèå êàê

ïðàêòèêîâ, òàê è òåîðåòè- êîâ. Èçó÷åíèå ýòèõ ÿâëåíèé äàæå íà òåëàõ ïðîñòîé

ôîðìû ïðåäñòàâëÿåò ñóùåñòâåííûé èíòåðåñ. Ýòèì îáúÿñíÿåòñÿ áîëüøîå êî-

ëè÷åñòâî ýêñïåðèìåíòàëüíûõ è ðàñ÷¼òíûõ ðàáîò ïî èññëåäîâàíèþ îòðûâíûõ

òå÷åíèé îêîëî ïîïåðå÷íî îáòåêàåìîãî êðóãîâîãî öèëèíäðà. Â áîëüøèíñòâå

ñëó÷àåâ òå÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñóùåñòâåííî òð¼õìåðíûìè.
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2 Îñíîâíûå çàêîíû è óðàâíåíèÿ ìåõàíèêè æèäêîñòè

2.1 Ìåòîäû Ýéëåðà è Ëàãðàíæà

Â ìåòîäå Ëàãðàíæà íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè ÿâëÿþòñÿ âðåìÿ t è íà-

÷àëüíûå êîîðäèíàòû ai. Ïðîñòðàíñòâåííûå êîîðäèíàòû è çàâèñèìûå ïåðå-

ìåííûå ïðåäñòàâëÿþòñÿ êàê

f = f(a1, a2, a3, t)

xi = ai + ui(a1, a2, a3, t)

(2.1)

ãäå ui � ïåðåìåùåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè çà âðåìÿ t.

Ôàêòè÷åñêèå êîîðäèíàòû xi è âðåìÿ ÿâëÿþòñÿ áîëåå óäîáíûìè ïåðåìåí-

íûìè. Â ìåòîäå Ýéëåðà ïðèíèìàåòñÿ

ai = xi − ui(x1, x2, x3, t),

f = f(x1, x2, x3, t).

(2.2)

Îïðåäåëèì ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ êàêîé-íèáóäü çàâèñèìîé ïåðåìåííîé âî

âðåìåíè. Ïóñòü f îáîçíà÷àåò ïåðåìåííóþ, ñâÿçàííóþ ñ ìàòåðèàëüíîé òî÷êîé

(xi, t). Çà âðåìÿ ∆t ýòà ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà ïåðåõîäèò â ïîëîæåíèå xi + ∆i

è ïåðåìåííàÿ, èçìåíÿÿñü, ñòàíîâèòñÿ ðàâíîé f + ∆f . Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî f

åñòü íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, ðàçëîæèì åå â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè (xi, t).

Ïîëó÷èì

∆f = δf +
1

2
δ2f + ...,

ãäå

∆f =
∂f

∂xi
∆xi +

∂f

∂t
∆t

è

δ2f = δ(δf). (2.3)

Ïðåäåë îòíîøåíèÿ
∆f

∆t
ïðè ∆t→ 0 çàïèñûâàåòñÿ êàê

Df

Dt

Df

Dt
= lim

∆t→0

∆f

∆t
(2.4)
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íàçûâàåòñÿ ñóáñòàíöèîíàëüíîé ïðîèçâîäíîé èëè ïîëíîé ïðîèçâîäíîé è Ñòîê-

ñîâîé ïðîèçâîäíîé.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ðàñêðûòü âûðàæåíèå (2.4), çàìåòèì, ÷òî âåêòîð ñêîðîñòè

äëÿ ÷àñòèöû íàõîäèòñÿ êàê

~v = lim
∆t→0

∆~r

∆t
≡ D~r

Dt
(2.5)

Âåêòîð ñêîðîñòè ~v è ðàäèóñ-âåêòîð ~r, îïðåäåëÿþùèé ïîëîæåíèå òî÷êè,

ìîãóò áûòü çàïèñàíû ÷åðåç èõ ñîñòàâëÿþùèå:

~v = vi~ij

~r = xj~i1

Òîãäà

j = lim
∆t→0

∆xj
∆t

=
Dxj
Dt

(2.6)

è ñ ó÷åòîì âûðàæåíèÿ (2.3) óðàâíåíèå (2.4) ìîæíî çàïèñàòü êàê

Df

Dt
=
∂f

∂t
+ vi

∂f

∂xi
(2.7)

Ïåðâûé ÷ëåí ýòîãî ðàâåíñòâà åñòü ëîêàëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè, ò. å.

ïðîèçâîäíàÿ, âû÷èñëÿåìàÿ ïðè ôèêñèðîâàííîì ïîëîæåíèè ÷àñòèöû. Îñòàëü-

íûå ÷ëåíû ïðåäñòàâëÿþò âêëàä äâèæåíèÿ è íàçûâàþòñÿ êîíâåêòèâíûìè.

Â ìåòîäå Ëàãðàíæà f = f(ai, t) è ïðèðàùåíèå δf ñâîäèòñÿ ê

δf =
∂f

∂t
∆t, (2.8)

òàê êàê íà÷àëüíûå êîîðäèíàòû ÷àñòèöû � ïîñòîÿííûå âåëè÷èíû. Ñóáñòàí-

öèîíàëüíàÿ è ëîêàëüíàÿ ïðîèçâîäíûå çäåñü ñîâïàäàþò:

Df

Dt
=
∂f

∂t

vi =
∂ui
∂t

(2.9)
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Õîòÿ âûðàæåíèÿ (2.9) ïðîùå ðàâåíñòâà (2.7), ìåòîä Ýéëåðà îáû÷íî áîëåå

óäîáåí äëÿ æèäêîñòåé â ñèëó áîëüøèõ äåôîðìàöèé, êîòîðûå ìîãóò íàáëþ-

äàòüñÿ ïðè äâèæåíèè. Â äàëüíåéøåì ïîòðåáóåòñÿ âû÷èñëÿòü ñóáñòàíöèîíàëü-

íóþ ïðîèçâîäíóþ îò âûðàæåíèé, ñîäåðæàùèõ èíòåãðàëû. Ïîäõîä ïðè ýòîì

òî÷íî òàêîé æå, êàê è äëÿ ôóíêöèè. Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè ðàññìîòðèì

ñêàëÿðíóþ ôóíêöèþ f , ãäå f � êîëè÷åñòâî ïåðåìåííîé, ïðèõîäÿùåéñÿ íà

åäèíèöó ìàññû. Ïîëíîå êîëè÷åñòâî f â îáúåìå åñòü∫
V

fdm =

∫
V

fρdV, (2.10)

ãäå m - ìàññà; ρ - ìàññîâàÿ ïëîòíîñòü.

Ðèñóíîê 2.1 � Ê îïðåäåëåíèþ ïîíÿòèÿ ïîòîêà ÷åðåç ïîâåðõíîñòü

Èçìåíåíèå èíòåãðàëà (2.10) âî âðåìåíè ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

D

Dt

∫∫∫
fρdV = lim

∆t→0

(
∆(
∫
ρfdV )

∆t

)
(2.11)

Âåëè÷èíà, îïðåäåëÿåìàÿ èç âûðàæåíèÿ (2.11), äîëæíà ðàâíÿòüñÿ ñêîðî-

ñòè óâåëè÷åíèÿ ïîëíîãî êîëè÷åñòâà f âíóòðè êîíòðîëüíîé ïîâåðõíîñòè ïëþñ

ðåçóëüòèðóþùåé ñêîðîñòè ïîòîêà f , ïåðåíîñèìîãî ÷åðåç êîíòðîëüíóþ ïîâåðõ-

íîñòü. Åñëè âåêòîð ñêîðîñòè íà ÷àñòè dS êîíòðîëüíîé ïîâåðõíîñòè åñòü âåëè-

÷èíà ~(v) â ñîîòâåòñòâèè ñ ðèñóíêîì 2.1, òî ïîòîê ÷åðåç dS â åäèíèöó âðåìåíè

ðàâåí

(fρ)vndS = (fρ)vianidS, (2.12)
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ãäå ani � íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû ñîñòàâëÿþùèõ ñêîðîñòè ïî îòíîøåíèþ ê

íîðìàëè.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî çàïèñàòü

D

Dt

∫∫∫
(fρ)dV =

∫∫∫
∂(fρ)

∂t
dV +

∫
S

∫
(fρ)vianidS. (2.13)

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îêîí÷àòåëüíîãî âûðàæåíèÿ óäîáíî ïðåîáðàçîâàòü ïîâåðõ-

íîñòíûé èíòåãðàë â óðàâíåíèè (2.13) ê îáúåìíîìó, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Ãàóñ-

ñà, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü çàïèñàíà òàê∫∫∫
V

g
∂h

∂xi
dV =

∫∫
S

anighdS −
∫∫∫
V

h
∂g

∂xi
dV. (2.14)

Ýòî ïîçâîëÿåò ñâåñòè âûðàæåíèå (2.13) ê ñëåäóþùåé ôîðìóëå:

D

Dt

∫∫∫
(fρ)dV =

∫∫∫
V

(
∂

∂t
(fρ) +

∂

∂xi
(ρfvi)

)
dV. (2.15)

Ôîðìóëà (2.15) âûðàæàåò òàê íàçûâàåìóþ òåîðåìó ïåðåíîñà Ðåéíîëüäñà è

îïðåäåëÿåò ñóáñòàíöèîíàëüíóþ ïðîèçâîäíóþ îáúåìíîãî èíòåãðàëà â ñëó÷àå,

êîãäà ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ è îáúåì, ïî êîòîðîìó âû÷èñëÿåòñÿ èíòå-

ãðàë, èçìåíÿþòñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè.

Ñîõðàíåíèå ìàññû. Ïðèìåíèì ôîðìóëó (2.15) ê çàêîíó ñîõðàíåíèÿ ìàñ-

ñû. Ìàññà ýëåìåíòàðíîãî îáúåìà dV åñòü ρdV . Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëíàÿ ìàññà

îáúåìà dV

M =

∫∫∫
V

ρdV (2.16)

ρ � ôóíêöèÿ ïðîñòðàíñòâà è âðåìåíè.

Åñëè âíóòðè îáúåìà V ìàññà íå ñîçäàåòñÿ è íå èñ÷åçàåò, òî çíà÷åíèå ðå-

çóëüòèðóþùåé ñêîðîñòè ïîòîêà ìàññû ïî âñåé êîíòðîëüíîé ïîâåðõíîñòè ïëþñ
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ñêîðîñòè èçìåíåíèÿ ìàññû â ïðåäåëàõ ýòîãî îáúåìà ðàâíî íóëþ:

DM

Dt
=

∫∫∫
V

ρdV = 0. (2.17)

Èç òåîðåìû Ðåéíîëüäñà (2.15) èìååì

D

Dt
=

∫
ρdV =

∫ (
Dρ

Dt
+ ρ

∂vi
∂xi

)
dV = 0. (2.18)

Òàê êàê êîíòðîëüíûé îáúåì ïðîèçâîëåí, òî èç âûðàæåíèÿ (2.18) ñëåäóåò

Dρ

Dt
= +ρ

∂vi
∂xi

= 0. (2.19)

Âûðàæåíèå (2.19) íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì íåðàçðûâíîñòè ìàññû. Òåïåðü

ôîðìóëó (2.15) ìîæíî ïðèâåñòè ê ñëåäóþùåìó âèäó:

D

Dt

∫
(fρ)dV =

∫
Df

Dt
=

∫ (
∂f

∂t
+ vi

∂f

∂xi

)
ρdV. (2.20)

2.2 Óðàâíåíèå êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ

Ðàññìîòðèì îáúåì æèäêîñòè â ìîìåíò âðåìåíè t â ñîîòâåòñòâèè ñ ðè-

ñóíêîì 2.2, à. Âíåøíèå ñèëû, äåéñòâóþùèå íà ýòîò îáúåì, ïðåäñòàâëÿþòñÿ

ðàñïðåäåëåííîé ïîâåðõíîñòíîé íàãðóçêîé (~p) íà åäèíèöó ïëîùàäè ïîâåðõíî-

ñòè è ðàñïðåäåëåííîé ìàññîâîé ñèëîé (~b) , ïðèõîäÿùåéñÿ íà åäèíèöó ìàññû.

Ñîãëàñíî òåîðåìå îá èçìåíåíèè êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ

êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ ðàâíà ñóììå âñåõ âíåøíèõ ñèë. Ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ

êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ
D

Dt

∫
ρ~vdV (2.21)

ñ ó÷åòîì óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè ìîæíî çàïèñàòü êàê∫
ρ
D~v

Dt
dV, (2.22)
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Ðèñóíîê 2.2 � Îáîçíà÷åíèÿ äëÿ äâóõìåðíîé îáëàñòè: 1 - âíåøíÿÿ íîðìàëü;
2 - îáúåì â ìîìåíò âðåìåíè t

ãäå ρ � ìàññîâàÿ ïëîòíîñòü.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïî çàêîíó Íüþòîíà óðàâíåíèå êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ îáú-

åìà ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå∫∫∫
ρ~bdV +

∫∫
~pdS =

∫∫∫
ρ
D~v

Dt
dV, (2.23)

Àíàëîãè÷íî, ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ïîëíîãî ìîìåíòà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ

ðàâíà âåêòîðíîé ñóììå ìîìåíòîâ âñåõ âíåøíèõ ñèë:∫∫∫
ρ(~r ×~b)dV +

∫∫
(~b× ~p)dS =

∫∫∫
ρ

(
~r × D~v

Dt

)
dV, (2.24)

ãäå èíòåãðàëû îòíîñÿòñÿ ê ïîëîæåíèþ îáúåìà â ìîìåíò âðåìåíè t, a D~v/Dt

åñòü âåêòîð óñêîðåíèÿ.
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3 Ðàññìîòðåíèå çàäà÷è

3.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Çàäà÷à, êîòîðàÿ áóäåò ðàññìîòðåíà, ñõåìàòè÷åñêè ïîêàçàíà íà ðèñóíêå

Äëÿ ïëîñêèõ òå÷åíèé æèäêîñòåé èõ ïëîòíîñòü ìîæíî ñ÷èòàòü ïîñòîÿííîé

âäîëü âñåãî îáú¼ìà æèäêîñòè â òå÷åíèå âñåãî âðåìåíè äâèæåíèÿ.

Îáùèå óðàâíåíèÿ ãèäðîäèíàìèêè äëÿ íåñæèìàåìîé æèäêîñòè óïðîùàþò-

ñÿ. Óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè ïðè

ρ = const

ïðèíèìàåò ïðîñòîé âèä

div v = 0,

óðàâíåíèÿ Ýéëåðà íå ìåíÿþò ñâîåãî âèäà, çàïèøåì èõ â âèäå

∂v

∂t
+ (v∇)v = −∇p

ρ
+ g.
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Èñïîëüçóÿ ðåøàòåëü icoFoam, ñìîäåëèðóåì 100 ñåêóíä ïîòîêà â êîëåíå

òðóáû äëÿ ñëåäóþùèõ ïåðâîíî÷àëüíûõ ñåòîê:

- Tri-ñåòêà

- Hex-ñåòêè ãðóáîé

- 2 ðàçà òîíüøå Hex-ìåø
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4 Ïðåäâàðèòåëüíàÿ îáðàáîòêà

Íàñòðîéêà ñðåäû îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ òåðìèíàëà â êîòîðóþ êîïè-

ðóåòñÿ ñëåäóþùàÿ êîìàíäà

∼ /OpenFOAM/OpenFOAM−17.6/tutorials/incompressible/icoFoam/elbow

4.1 Ïðåîáðàçîâàíèå ñåòêè

Ñåòêà, ñîçäàííàÿ GAMBIT, íàïðÿìóþ íå ñîâìåñòèìà ñ OpenFOAM. Âî-

ïåðâûõ, ñåòêà äîëæíà áûòü ïðåîáðàçîâàíà â OpenFOAM ñåòêà, èñïîëüçóÿ

ñëåäóþùèé èíñòðóìåíò:

> fluentMeshToFoam elbow.msh

4.2 Ñòðóêòóðà êàòàëîãà

Ñòðóêòóðà êàòàëîãîâ äëÿ ñëó÷àÿ òå÷åíèÿ æèäêîñòè â êîëåíå òðóáû

OpenFOAM, êîòîðûé ñîäåðæèò íàáîð ôàéëîâ è ñîäåðæèò òðè îñíîâíûõ êà-

òàëîãà � 0, êîíñòàíòà, ñèñòåìà.
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5 Ìîäåëèðîâàíèå

Ìîäåëèðîâàíèå ìîæíî çàïóñòèòü, íàáðàâ èìÿ ðåøàòåëÿ è âûïîëíèâ åãî:

> icoFoam

5.1 Ýêñïîðò äàííûõ ìîäåëèðîâàíèÿ

Ôàéëû äàííûõ, ñîçäàííûå OpenFOAM äîëæíû áûòü ýêñïîðòèðîâàíû

(ïðåîáðàçîâàíû) ñîîòâåòñòâóþùèå èíñòðóìåíòû, â ôîðìàò äàííûõ èíñòðó-

ìåíòîâ îáðàáîòêè ñîîáùåíèé. Äëÿ ParaView � ïðèëîæåíèå çàïóñêà âèçóàëè-

çàöèè:

> foamToV TK

ãäå VTK - ýòî ôîðìàò äàííûõ ParaView.

Ýòà êîìàíäà òàêæå äîëæíà áûòü âûïîëíåíà â îñíîâíîì êàòàëîãå ñèñòåìû.

Çäåñü ParaView èñïîëüçóåòñÿ â êà÷åñòâå ïîñëåäóþùåé îáðàáîòêè èíñòðóìåíò

äëÿ åãî çàïóñêà

> paraview &

Ïðèìå÷àíèå: Ñóùåñòâóåò åùå îäèí âàðèàíò, ÷òîáû îòêðûòü OpenFOAM

ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ñ ParaView áåç ïðåîáðàçîâàíèÿ èõ â VTK. Ñî-

çäàòü ïóñòîé òåêñòîâûé ôàéë â ãëàâíîì êîðïóñå êàòàëîã, íàçîâèòå åãî

<someName>.foam (íàïðèìåð, foam.foam) è âûïîëíèòå ñëåäóþùåå êîìàíäà.

Ýòîò ìåòîä õîðîø äëÿ áûñòðîé îöåíêè äàííûõ â ñåðåäèíå ìîäåëèðîâàíèÿ:

> paraview foam.foam &

Ïîñòàâèâ & â êîíöå êîìàíäû, êîìàíäíàÿ ñòðîêà áóäåò îñòàâàòüñÿ àêòèâ-

íîé è ãîòîâà ê äàëüíåéøèì ââîäàì âî âðåìÿ âûïîëíåíèÿ ýòîé ïðîãðàììû.
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5.2 Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ

Äàâëåíèå äëÿ òðåõ ðàçëè÷íûõ ñåòîê ñ êîëåíà òðóáû íà÷èíàåò ìåíÿòüñÿ.

×åì ìåíüøå ñåòêà, òåì áîëüøå èçìåíÿåòñÿ äàâëåíèå â òðóáå ïðîõîäÿ ÷åðåç

êîëåíî.

Ñêîðîñòü äëÿ òðåõ ðàçëè÷íûõ ñåòîê ñ êîëåíà òðóáû íà÷èíàåò ìåíÿòüñÿ.

×åì ìåíüøå ñåòêà, òåì áîëüøå èçìåíÿåòñÿ ñêîðîñòü â òðóáå ïðîõîäÿ ÷åðåç

êîëåíî.

Ãðàôèêè òðåõ ðàçëè÷íûõ ñåòîê îòëè÷àþòñÿ ïî äàâëåíèþ. Íà Tri - ñåòêå

ïðèñóòñòâóþò ìåëêèå êîëåáàíèÿ âäîëü âñåãî ãðàôèêà, à â îñòàëüíûõ äâóõ

äàâëåíèå íå èìååò òàêèõ ìåëêèõ ñêà÷êîâ, íî íàáëþäàåì íåáîëüøîé ïðèðîñò

äàâëåíèÿ òå÷åíèÿ â êîëåíå òðóáû è íåáîëüøîì ñïàäå ïîñëå íåãî, ïîñëå ÷åãî

äàâëåíèå ñòàáèëèçèðóåòñÿ.

Ãðàôèêè òðåõ ðàçëè÷íûõ ñåòîê îòëè÷àþòñÿ ïî ñêîðîñòè. Íàáëþäàåì áîëü-

øîé ñïàä ñêîðîñòè òå÷åíèÿ â êîëåíå òðóáû ó âñåõ òðåõ ãðàôèêîâ è ðàçëè÷å

â ñêîðîñòè, ïîñëå ÷åãî ñêîðîñòü ñòàáèëèçèðóåòñÿ ïîñëå êîëà òðóáû.

Ïðè èçìåíåíèå êèíåìàòè÷åñêîé âÿçêîñòè â áîëüøóþ ñòîðîíó (>0.1) ñêî-

ðîñòü òå÷åíèå æèäêîñòè ñòàíîâèòñÿ ìåäëåíèå è òðåáóåòñÿ áîëüøå âðåìåíè

äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ òå÷åíèÿ æèäêîñòè.

Ïðè èçìåíåíèè ÷èñëî Ðåéíîëüäñà â áîëüøóþ ñòîðîíó ïîÿâëÿåòñÿ çàâèõ-

ðåííîñòü â îáëàñòè êîëåíà òðóáû.
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ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Ðàññìîòðåíî ìîäåëèðîâàíèå òå÷åíèÿ íåâÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè,

òàêæå ðàññìîòðåíû ìåòîäû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ôèçè÷åñêèõ çàäà÷. Ïðèìå-

íåí ïàêåò OpenFOAM äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ðàñ÷åòà òå÷åíèå æèäêîñòè â êîëåíå

òðóáû. Ðàçîáðàíû îñíîâíûå ôàéëû, êîòîðûå ñîäåðæàò ïàêåò OpenFOAM.

Áûëà ïîñòðîåíà ìîäåëü òå÷åíèÿ æèäêîñòè â êîëåíå òðóáû äëÿ òðåõ ðàç-

íûõ ñåòîê.

Âûïîëíåíî ðàñïàðàëëåëèâàíèå è âûÿâëåíî äåêîìïîíèðîâàíèå çàäà÷è äëÿ

íàèáîëüøåé ïðîäóêòèâíîñòè ýôôåêòà íåò.
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