


ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ñàì òåðìèí ¾ñïåêòðàëüíàÿ òåîðèÿ¿ áûë ââåäåí Äàâèäîì Ãèëüáåðòîì â

ïåðâîíà÷àëüíîé ôîðìóëèðîâêå òåîðèè ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ, êîòîðàÿ

áûëà ñôîðìóëèðîâàíà ñ èñïîëüçîâàíèåì êâàäðàòè÷íîé ôîðìû áåñêîíå÷íîãî

÷èñëà ïåðåìåííûõ. Ïîýòîìó èçíà÷àëüíàÿ âåðñèÿ ñïåêòðàëüíîé òåîðåìû áûëà

ñôîðìóëèðîâàíà êàê ðàñøèðåíèå òåîðåìû î ïðèâåäåíèè êâàäðàòè÷íîé ôîð-

ìû ê ãëàâíûì îñÿì. Áîëåå ïîçäíèå èññëåäîâàíèÿ â êâàíòîâîé ìåõàíèêå ïîçâî-

ëèëè îáúÿñíèòü îñîáåííîñòè ñïåêòðà àòîìà, ÷òî áûëî âåñüìà íåîæèäàííûì.

Èìååòñÿ òðè îñíîâíûõ ôîðìóëèðîâêè ñïåêòðàëüíîé òåîðèè, êàæäàÿ èç êîòî-

ðûõ èìååò îñíîâàíèÿ ñ÷èòàòüñÿ ïîëåçíîé. Ïîñëå èçíà÷àëüíîé ôîðìóëèðîâêè

Ãèëüáåðòà, áîëåå ïîçäíèå èññëåäîâàíèÿ ñïåêòðàëüíîé òåîðèè íîðìàëüíîãî

îïåðàòîðà â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå ïðîâîäèëèñü ïîä íóæäû ôèçèêè, â

îñîáåííîñòè èññëåäîâàíèÿ, ïðîâîäèìûå ôîí Íåéìàíîì. Äàëüíåéøåå ðàçâè-

òèå òåîðèè ñìîãëî âêëþ÷èòü òàêæå Áàíàõîâû àëãåáðû. Ýòè èññëåäîâàíèÿ

ïðèâåëè ê ïðåäñòàâëåíèþ Ãåëüôàíäà, êîòîðîå ïîëíîñòüþ ïîêðûâàåò êîììó-

òàòèâíûé ñëó÷àé, è ïîçæå ê íåêîììóòàòèâíîìó ãàðìîíè÷åñêîìó àíàëèçó.

Âàæíûì âîïðîñîì â ñïåêòðàëüíîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòî-

ðîâ ÿâëÿþòñÿ âîïðîñû ðàçëîæåíèÿ â ðÿäû Ôóðüå ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöè-

ÿì êðàåâîé çàäà÷è. Â îòëè÷èè îò êëàññè÷åñêîãî ñëó÷àÿ ðåãóëÿðíûõ êðàåâûõ

óñëîâèé [1], ñëó÷àé ñ íåðåãóëÿðíûìè óñëîâèÿìè ïîëíîñòüþ íå èçó÷åí. Èñ-

ñëåäîâàíèÿì â ýòîì íàïðàâëåíèè ïîñâÿùåíû ñòàòüè Õðîìîâà À.Ï. [2], [3].

Ðàçâèâàÿ èäåè Õðîìîâà À.Ï., îïåðàòîðû íå÷åòíîãî ïîðÿäêà ðàññìàòðèâàë â

ñâîåé ñòàòüå Äìèòðèåâ Î.Þ. [4]. Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðèìåð

îïåðàòîðà ÷åòíîãî ïîðÿäêà ñ íåðåãóëÿðíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè.

Ôóíêöèÿ Ãðèíà G(x, t, λ) â äàííîì ñëó÷àå èìååò ýêñïîíåíöèàëüíûé ðîñò

ïðè áîëüøèõ |λ| . Ñëó÷àé ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðîñòà G(x, t, λ) âñòðå÷àëñÿ è ðà-

íåå ïðè èññëåäîâàíèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ íåðåãóëÿðíûìè ðàñïà-

äàþùèìèñÿ êðàåâûìè óñëîâèÿìè, íî ýêñïîíåíöèàëüíûé ðîñò ôóíêöèè Ãðèíà

íàáëþäàëñÿ òîëüêî ïðè t < x, èëè òîëüêî ïðè t > x. À â ñëó÷àå íåðàñïà-

äàþùèõñÿ íåðåãóëÿðíûõ êðàåâûõ óñëîâèé ýêñïîíåíöèàëüíûé ðîñò ôóíêöèè

Ãðèíà íàáëþäàåòñÿ êàê ïðè t < x, òàê è ïðè t > x. Îñíîâíûå òðóäíîñòè

ñâÿçàíû ñ ïðåîäîëåíèåì òàêîãî ðîñòà, è èõ óäàåòñÿ ëèêâèäèðîâàòü çà ñ÷åò

3



èñïîëüçîâàíèÿ ñïåöèàëüíîãî ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ, êîòîðîìó äîëæíà

óäîâëåòâîðÿòü ðàçëàãàåìàÿ ôóíêöèÿ.
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1 Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðèìåð îïåðàòîðà ÷åòíîãî ïîðÿäêà ñ

íåðåãóëÿðíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè.

Â ïåðâîì ðàçäåëå ââîäÿòñÿ îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è îïðåäåëåíèÿ, íåîáõîäèìûå

äëÿ ðàáîòû.

Âî âòîðîì ðàçäåëå äàåòñÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è äèïëîìíîé ðàáîòû è ââîäÿò-

ñÿ âñïîìîãàòåëüíûå òåîðåìû, êîòîðûå áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ â äàëüíåéøåì.

Â òðåòüåì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ îöåíêà õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî îïðåäå-

ëèòåëÿ.

Â ÷åòâåðòîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû àñèìïòîòèêè ñîáñòâåííûõ

çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé.

Â ïÿòîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàþòñÿ è äîêàçûâàþòñÿ íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ

ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà.

Â êîíöå ïðèâîäèòñÿ ñïèñîê ëèòåðàòóðû, êîòîðàÿ áûëà èñïîëüçîâàíà â

íàïèñàíèè äàííîé äèïëîìíîé ðàáîòû, è èìåþòñÿ äâà ïðèëîæåíèÿ.
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2 Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è îïðåäåëåíèÿ

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü D - íåêîòîðîå ìíîæåñòâî â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå

R. Âñÿêàÿ ôóíêöèÿ A , êîòîðàÿ êàæäîìó ýëåìåíòó x èç D ñòàâèò â ñîîòâåò-

ñòâèå íåêîòîðûé ýëåìåíò x′ = A(x) èç R, íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì â ïðîñòðàí-

ñòâå R ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D.

Îïðåäåëåíèå 2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

ya, ya . . . , y
n−1
a ya, ya, . . . y

n−1
a (2.1)

çíà÷åíèÿ ôóíêöèè y è åå ïåðâûõ n−1 ïðîèçâîäíûõ â òî÷êàõ a,b ñîîòâåòñòâåí-

íî. Äàëåå îáîçíà÷èì ÷åðåç U(t) ëèíåéíóþ ôîðìó îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ

(2.1) òàê, ÷òî U(y) èìååò âèä:

U(y) = α0ya + α1y
′
a + . . .+ αn−1y

n−1
a + β0yb + β1y

′
b + . . .+ βn−1y

n−1
b

Åñëè çàäàíî íåñêîëüêî òàêèõ ôîðìóë Uv(y), v = 1, 2, . . . ,m, òî ðàâåíñòâî

Uv(y) = 0, v = 1, 2, . . . ,m íàçûâàþò êðàåâûìè óñëîâèÿìè.

Îïðåäåëåíèå 3. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë ck = fϕk
||ϕ||2 íàçûâàåòñÿ êîýôôè-

öèåíòîì Ôóðüå ýëåìåíòà f ïî ñèñòåìå {ϕk}, à ðÿä∑
k

ckϕk (2.2)

íàçûâàåòñÿ ðÿäîì Ôóðüå ýëåìåíòà f ïî îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìå {ϕk}.

Òåîðåìà (Ëàïëàñà). Âûäåëèì â detA ïðîèçâîëüíûå ñòðîêè ñ íîìåðàìè λ1 <

. . . < λk. Îáðàçóåì âñåâîçìîæíûå ìèíîðû k-ãî ïîðÿäêà ñ ýëåìåíòàìè èç ýòèõ

ñòðîê:

A

[
λ1 . . . λk

β1 . . . βk

]
Ãäå {β1 < . . . < βk} ⊂ {1, 2, . . . , n}

Óìíîæèì ýòè ìèíîðû íà èõ àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ â detA. Òîãäà âå-

ëè÷èíà detA ðàâíà ñóììå òàêèõ ïðîèçâåäåíèé ïî âñåì âîçìîæíûì âûáîðêàì
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k ýëåìåíòîâ {β1 < . . . < βk} ⊂ {1, 2, . . . , n}:

detA =
∑

1≤β1≤...βk≤n

A

[
λ1 . . . λk

β1 . . . βk

]
A

[
λk+1 . . . λn

βk+1 . . . βn

]
(−1)λ+...+λk+β1+...+βk
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3 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è âñïîìîãàòåëüíàÿ òåîðåìà

Íà îòðåçêå [0, 1] ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó

y(8) − λy = 0 (3.1)

(y) = αiy
(i−1)(0) + yi−1(1) = 0, i = 1, 8 (3.2)

ãäå λ- ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð. Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå

bj =
8∑

k=1

ak

(
−e

πi
8 ωj)

k−1
(3.3)

Áóäåì èçó÷àòü êðàåâóþ çàäà÷ó (3.1) � (3.2) ïðè óñëîâèè, ÷òî

b1 = 8

b2 = 8

b3 = 0

b4 = 0

b5 = 0 (3.4)

b6 = 0

b7 = 8

b8 = 8

Âîçüìåì λ = −ρ8. Òîãäà, åñëè ρ ïðîáåãàåò ñåêòîð S ñ âåðøèíîé â íà÷àëå

êîîðäèíàò, îïðåäåëÿåìûé íåðàâåíñòâàìè:

π

8
≤ argρ ≤ π

8
, 0 ≤ |ρ| <∞

òî λ ïðîáåãàåò êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü. Äàëåå ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî

ρ ∈ S. Îáîçíà÷èì ÷åðåç S1 è S2 ÷àñòè ñåêòîðà S, òàêèå, ÷òî åñëè argρ ∈
[−π

8 , 0], òî ρ ∈ S1, à åñëè argρ ∈ [0, π8 ], òî ρ ∈ S2
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Îïðåäåëåíèå 4. Ïóñòü íîðìèðîâàííûå êðàåâûå óñëîâèÿ èìåþò âèä:

Uν(y) ≡ Uν0(y) + Uν1(y) = 0 (3.5)

ãäå

Uν0(y) = ανy
(kν)(0) +

kν−1∑
j=0

ανjy
(j)(0), (3.6)

Uν1(y) = βνy
(kν)(1) +

kν−1∑
j=0

βνjy
(j)(1), (3.7)

n − 1 ≥ k1 ≥ k2 ≥ . . . ≥ kn ≥ 0, kν+2 < kν ïðè÷åì äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ

èíäåêñà ν õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë αν, βν îòëè÷íî îò íóëÿ.

Ïóñòü ÷èñëà ω̃k çàíóìåðîâàíû â îáëàñòè S òàê, ÷òî (pω̃1) ≤ Re(pω̃2) ≤
. . . ≤ Re(pω̃n) Òîãäà íîðìèðîâàííûå êðàåâûå óñëîâèÿ (3.5) íàçûâàþòñÿ ðåãó-

ëÿðíûìè, åñëè ÷èñëà θ0 è θ1, îïðåäåëÿþùèåñÿ ðàâåíñòâîì:

θ−1
s

+θ0+θ1s =

∣∣∣∣∣∣∣
α1ω̃

k1
1 . . . α1ω̃

k1
µ−1(α1 + sβ1)ω̃

k1
µ (α1 + 1

sβ1)ω̃
k1
µ+1 . . . β1ω̃

k1
µ+2 . . . β1ω̃

k1
n

α2ω̃
k2
1 . . . α2ω̃

k2
µ−1(α2 + sβ2)ω̃

k2
µ (α2 + 1

sβ2)ω̃
k2
µ+1 . . . β2ω̃

k2
µ+2 . . . β2ω̃

k2
n

αnω̃
kn
1 . . . αnω̃

kn
µ−1(αn + sβn)ω̃

kn
µ (αn + 1

sβn)ω̃
kn
µ+1 . . . βnω̃

kn
µ+2 . . . βnω̃

kn
n

∣∣∣∣∣∣∣
îòëè÷íû îò íóëÿ. Ýòî îïðåäåëåíèå ðåãóëÿðíîñòè íå çàâèñèò îò âûáîðà îá-

ëàñòè S, ïðè ïîìîùè êîòîðîé áûëè çàíóìåðîâàíû ÷èñëà ω̃k. Èçâåñòíî [?],

÷òî óðàâíåíèå (3.1) â êàæäîì èç ñåêòîðîâ S1 è S2 èìååò ôóíäàìåíòàëüíóþ

ñèñòåìó ðåøåíèé:

yj(x) = yj(x, ρ) = exp(ρωjx), ωj = e
(2j−1)πi

8 , j = 1, 8

Îïðåäåëåíèå 5. Ïðåîáðàçîâàíèåì îïðåäåëèòåëÿ ïåðâîãî òèïà íàçûâàåòñÿ

ñëåäóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå:

Ê ïåðâîé ñòðîêå îïðåäåëèòåëÿ ïðèáàâëÿþòñÿ âñå îñòàëüíûå ñòðîêè, ïðè-

÷åì êàæäàÿ j-ÿ ñòðîêà óìíîæàåòñÿ íà
(
e
πi
8

)j−1
.

Îïðåäåëåíèå 6. Ïðåîáðàçîâàíèåì îïðåäåëèòåëÿ âòîðîãî òèïà íàçûâàåòñÿ

ñëåäóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå:
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1. Óìíîæàåì êàæäóþ j-þ ñòðîêó îïðåäåëèòåëÿ íà
(
e
πi
n

)j−1
.

2. Ïåðåìåùàåì ïîñëåäíèé ñòîëáåö íà ìåñòî ïåðâîãî ñòîëáöà, ïîñëåäîâà-

òåëüíî ìåíÿÿ ìåñòàìè äâà ñîñåäíèõ ñòîëáöà îïðåäåëèòåëÿ.

Îïðåäåëåíèå 7. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé îïðåäåëèòåëü ýòî îïðåäåëèòåëü âèäà

∆(ρ) = det||Ui(yj)||81

ãäå Ui-ëèíåéíûå ôîðìû èç êðàåâûõ óñëîâèé (3.2), yj ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñè-

ñòåìà ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (3.1).

Òåîðåìà 1. Óñëîâèÿ (3.2) ïðåäñòàâëÿþò îáùèé âèä êðàåâûõ óñëîâèé, êî-

ãäà äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî îïðåäåëèòåëÿ ∆(ρ) ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå:

∆(ρ) = ρ28{(1a2a3a4a5a6a7a8 + 1)∆0 +

(eρω1 + eρω2 + eρω3 + eρω4 + eρω5 + eρω6 + eρω7 + eρω8)∆1 + (eρ(ω1+ω2) +

eρ(ω2+ω3) + eρ(ω3+ω4) + eρ(ω4+ω5) + eρ(ω5+ω6) + eρ(ω6+ω7) + eρ(ω7+ω8) + eρ(ω8+ω1))∆2 +

... + (eρ(ω1+ω2+ω3+ω4) + eρ(ω2+ω3+ω4+ω5) + eρ(ω3+ω4+ω5+ω6) + eρ(ω4+ω5+ω6+ω7) +

eρ(ω5+ω6+ω7+ω8) + eρ(ω6+ω7+ω8+ω1) + eρ(ω7+ω8+ω1+ω2) + eρ(ω8+ω1+ω2+ω3))∆14 + ... +

(eρ(ω1+ω2+ω3+ω4+ω5+ω6+ω7) + eρ(ω2+ω3+ω4+ω5+ω6+ω7+ω8) + eρ(ω3+ω4+ω5+ω6+ω7+ω8+ω1) +

eρ(ω4+ω5+ω6+ω7+ω8+ω1+ω2) + eρ(ω5+ω6+ω7+ω8+ω1+ω2+ω3) + eρ(ω6+ω7+ω8+ω1+ω2+ω3+ω4) +

eρ(ω7+ω8+ω1+ω2+ω3+ω4+ω5) + eρ(ω8+ω1+ω2+ω3+ω4+ω5+ω6))∆34}
ãäå∆1,∆2,∆3,∆4,∆5,∆6,∆7,∆8,∆9,∆10,∆11,∆12,∆13,∆14,∆15,∆16,∆17,

∆18,∆19,∆20,∆21,∆22,∆23,∆24,∆25,∆26,∆27,∆28,∆29,∆30,∆31,∆32,∆33,∆34

îïðåäåëèòåëè ñëåäóþøåãî âèäà:

∆0 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1 1 1 1 1

ω1 ω2 ω3 ω4 ω5 ω6 ω7 ω8

ω2
1 ω2

2 ω2
3 ω2

4 ω2
5 ω2

6 ω2
7 ω2

8

ω3
1 ω3

2 ω3
3 ω3

4 ω3
5 ω3

6 ω3
7 ω3

8

ω4
1 ω4

2 ω4
3 ω4

4 ω4
5 ω4

6 ω4
7 ω4

8

ω5
1 ω5

2 ω5
3 ω5

4 ω5
5 ω5

6 ω5
7 ω5

8

ω6
1 ω6

2 ω6
3 ω6

4 ω6
5 ω6

6 ω6
7 ω6

8

ω7
1 ω7

2 ω7
3 ω7

4 ω7
5 ω7

6 ω7
7 ω7

8

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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∆1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 a1 a1 a1 a1 a1 a1 a1

ω1 a2ω2 a2ω3 a2ω4 a2ω5 a2ω6 a2ω7 a2ω8

ω2
1 a3ω

2
2 a3ω

2
3 a3ω

2
4 a3ω

2
5 a3ω

2
6 a3ω

2
7 a3ω

2
8

ω3
1 a4ω

3
2 a4ω

3
3 a4ω

3
4 a4ω

3
5 a4ω

3
6 a4ω

3
7 a4ω

3
8

ω4
1 a5ω

4
2 a5ω

4
3 a5ω

4
4 a5ω

4
5 a5ω

4
6 a5ω

4
7 a5ω

4
8

ω5
1 a6ω

5
2 a6ω

5
3 a6ω

5
4 a6ω

5
5 a6ω

5
6 a6ω

5
7 a6ω

5
8

ω6
1 a7ω

6
2 a7ω

6
3 a7ω

6
4 a7ω

6
5 a7ω

6
6 a7ω

6
7 a7ω

6
8

ω7
1 a8ω

7
2 a8ω

7
3 a8ω

7
4 a8ω

7
5 a8ω

7
6 a8ω

7
7 a8ω

7
8

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∆2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 a1 a1 a1 a1 a1 a1

ω1 ω2 a2ω3 a2ω4 a2ω5 a2ω6 a2ω7 a2ω8

ω2
1 ω2

2 a3ω
2
3 a3ω

2
4 a3ω

2
5 a3ω

2
6 a3ω

2
7 a3ω

2
8

ω3
1 ω3

2 a4ω
3
3 a4ω

3
4 a4ω

3
5 a4ω

3
6 a4ω

3
7 a4ω

3
8

ω4
1 ω4

2 a5ω
4
3 a5ω

4
4 a5ω

4
5 a5ω

4
6 a5ω

4
7 a5ω

4
8

ω5
1 ω5

2 a6ω
5
3 a6ω

5
4 a6ω

5
5 a6ω

5
6 a6ω

5
7 a6ω

5
8

ω6
1 ω6

2 a7ω
6
3 a7ω

6
4 a7ω

6
5 a7ω

6
6 a7ω

6
7 a7ω

6
8

ω7
1 ω7

2 a8ω
7
3 a8ω

7
4 a8ω

7
5 a8ω

7
6 a8ω

7
7 a8ω

7
8

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
...

∆14 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1 a1 a1 a1 a1

ω1 ω2 ω3 ω4 a2ω5 a2ω6 a2ω7 a2ω8

ω2
1 ω2

2 ω2
3 ω2

4 a3ω
2
5 a3ω

2
6 a3ω

2
7 a3ω

2
8

ω3
1 ω3

2 ω3
3 ω3

4 a4ω
3
5 a4ω

3
6 a4ω

3
7 a4ω

3
8

ω4
1 ω4

2 ω4
3 ω4

4 a5ω
4
5 a5ω

4
6 a5ω

4
7 a5ω

4
8

ω5
1 ω5

2 ω5
3 ω5

4 a6ω
5
5 a6ω

5
6 a6ω

5
7 a6ω

5
8

ω6
1 ω6

2 ω6
3 ω6

4 a7ω
6
5 a7ω

6
6 a7ω

6
7 a7ω

6
8

ω7
1 ω7

2 ω7
3 ω7

4 a8ω
7
5 a8ω

7
6 a8ω

7
7 a8ω

7
8

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
...
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∆34 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1 1 1 1 a1

ω1 ω2 ω3 ω4 ω5 ω6 ω7 a2ω8

ω2
1 ω2

2 ω2
3 ω2

4 ω2
5 ω2

6 ω2
7 a3ω

2
8

ω3
1 ω3

2 ω3
3 ω3

4 ω3
5 ω3

6 ω3
7 a4ω

3
8

ω4
1 ω4

2 ω4
3 ω4

4 ω4
5 ω4

6 ω4
7 a5ω

4
8

ω5
1 ω5

2 ω5
3 ω5

4 ω5
5 ω5

6 ω5
7 a6ω

5
8

ω6
1 ω6

2 ω6
3 ω6

4 ω6
5 ω6

6 ω6
7 a7ω

6
8

ω7
1 ω7

2 ω7
3 ω7

4 ω7
5 ω7

6 ω7
7 a8ω

7
8

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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4 Îöåíêà õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî îïðåäåëèòåëÿ

Òåîðåìà 2. Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ: ∆1 = 0,∆2 = 0,∆3 =

0,∆4 = 0,∆5 = 0,∆6 6= 0,∆7 = 0,∆8 6= 0,∆9 6= 0,∆10 = 0,∆11 = 0,∆12 6=
0,∆13 = 0,∆14 = 0,∆15 6= 0,∆16 6= 0,∆17 6= 0,∆18 6= 0,∆19 6= 0,∆20 =

0,∆21 6= 0,∆22 = 0,∆23 = 0,∆24 = 0,∆25 = 0,∆26 6= 0,∆27 6= 0,∆28 6=
0,∆29 6= 0,∆30 = 0,∆31 = 0,∆32 6= 0,∆33 6= 0,∆34 = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ïðîöåññå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû âû÷èñëÿåì îïðåäåëè-

òåëè, ïðèìåíÿÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ïåðâîãî è âòîðîãî òèïà. Ïðè ýòîì ó÷èòûâàåì,

÷òî
8∑

k=1

(
−e

πi
8 ωj)

k−1
=

{
8, åñëè j = 4,

0, åñëè j 6= 4,

è óñëîâèÿ(3.4) ×àñòü îïðåäåëèòåëåé áûëà ïîäñ÷èòàíà â ñàìîé äèïëîìíîé ðà-

áîòå, à îñòàëüíûå îïðåäåëèòåëè ïîäñ÷èòàíû ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììíîãî êîì-

ïëåêñà Mathcad. Íà ïåðâîì ýòàïå ïîäñ÷èòûâàåì aj èç êðàåâûõ óñëîâèé (3.2)

ó÷èòûâàÿ óñëîâèÿ (3.4). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì çíà÷åíèÿ aj (ñì. ïðèëîæåíèå

À). Íà âòîðîì ýòàïå ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ aj ïîäñòàâëÿåì â îïðåäåëèòåëè.

Âñå, êðîìå ∆1 ïîëó÷èëèñü íå íóëåâûå (ñì. ïðèëîæåíèå Á).

Òåîðåìà 3.

∆(ρ) = ρ28
(
eρ(ω1+ω8)∆2

(
1 + eρ(ω7−ω1) +O

(
1

ρ

))
, ρ ∈ S2

∆(ρ) = ρ28
(
eρ(ω1+ω8)∆2

(
1 + eρ(ω2−ω8) +O

(
1

ρ

))
, ρ ∈ S1

ãäå ωj = e
(2j−1)πi

8 äëÿ j = 1, 8

Òåîðåìà 4. Äëÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë λk ñïðàâåäëèâû àñèìïòîòè÷åñêèå ôîð-

ìóëû:

λk = −ρ8k

,

ρk+h = ρ0k +O(
1

ρ
), k = 0, 1, 2, . . .
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Ãäå h � íåêîòîðîå öåëîå ÷èñëî, êîòîðîå íå çàâèñèò îò k è

ρ0k =
(2k + 1)π

2 cos π
8

e
π
8 , ρ ∈ S2

ρ0k =
(2k + 1)π

2 cos π
8

e−
π
8 , ρ ∈ S1

Òåîðåìà 5. Äëÿ (ρ)ñïðàâåäëèâà îöåíêà:

∆(ρ) ≥ C|ρ28||eω1+ω8|

,

| 1

∆(ρ)
≤ C

|ρ28eρ(ω1+ω8)|
|

Äëÿ ρ ∈ S1 è S2.

Òåîðåìà 6. Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ:∆̃1 6= 0, ∆̃2 6= 0, ∆̃3 6=
0, ∆̃4 6= 0, ∆̃5 6= 0, ∆̃6 6= 0, ∆̃7 6= 0, ∆̃8 6= 0, ∆̃9 6= 0, ∆̃10 6= 0, ∆̃11 6= 0, ∆̃12 6=
0, ∆̃13 6= 0, ∆̃14 6= 0.

Îïðåäåëèòåëè âûñ÷èòûâàþòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì Mathcad, ðåçóëüòàòû

ïðåäîñòàâëåíû â ïðèëîæåíèè Â.

∆̃1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ω1 a2ω2 a2ω3 a2ω4 a2ω5 a2ω6 a2ω7

ω2
1 a3ω

2
2 a3ω

2
3 a3ω

2
4 a3ω

2
5 a3ω

2
6 a3ω

2
7

ω3
1 a4ω

3
2 a4ω

3
3 a4ω

3
4 a4ω

3
5 a4ω

3
6 a4ω

3
7

ω4
1 a5ω

4
2 a5ω

4
3 a5ω

4
4 a5ω

4
5 a5ω

4
6 a5ω

4
7

ω5
1 a6ω

5
2 a6ω

5
3 a6ω

5
4 a6ω

5
5 a6ω

5
6 a6ω

5
7

ω6
1 a7ω

6
2 a7ω

6
3 a7ω

6
4 a7ω

6
5 a7ω

6
6 a7ω

6
7

ω7
1 a8ω

7
2 a8ω

7
3 a8ω

7
4 a8ω

7
5 a8ω

7
6 a8ω

7
7

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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∆̃2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ω1 ω2 a2ω3 a2ω4 a2ω5 a2ω6 a2ω7

ω2
1 ω2

2 a3ω
2
3 a3ω

2
4 a3ω

2
5 a3ω

2
6 a3ω

2
7

ω3
1 ω3

2 a4ω
3
3 a4ω

3
4 a4ω

3
5 a4ω

3
6 a4ω

3
7

ω4
1 ω4

2 a5ω
4
3 a5ω

4
4 a5ω

4
5 a5ω

4
6 a5ω

4
7

ω5
1 ω5

2 a6ω
5
3 a6ω

5
4 a6ω

5
5 a6ω

5
6 a6ω

5
7

ω6
1 ω6

2 a7ω
6
3 a7ω

6
4 a7ω

6
5 a7ω

6
6 a7ω

6
7

ω7
1 ω7

2 a8ω
7
3 a8ω

7
4 a8ω

7
5 a8ω

7
6 a8ω

7
7

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
è òàê äàëåå.

Òåîðåìà 7. Îáîçíà÷èì

ϕ(x, ρ) =

∣∣∣∣∣∣∣
y1(x, ρ) ... y8(x, ρ)

U21 ... U28

U81 ... U88

∣∣∣∣∣∣∣ ,
ãäå Uij = Ui(y)j

Åñëè ρ = ρk, òî ϕ � ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ è ïðåäñòàâèìà â ñëåäóþùåì

âèäå:

ϕ(x, ρ) = ρ28
(
eρ(ω1+ω7+ω8)

(
eρω1(x−1)

(
∆̃1 +O

(
1

ρ

))
+ eρω2(x+1)

(
∆̃2 +O

(
1

ρ

))
+

+eρω3x+ρω4

(
∆̃3 +O

(
1

ρ

))
+ eρω4x

(
∆̃4 +O

(
1

ρ

))
+ eρω5(x−1)

(
∆̃5 +O

(
1

ρ

))
+

+eρω6(x−1)
(

∆̃6 +O

(
1

ρ

))
+ eρω7x

(
∆̃7 +O

(
1

ρ

))
+ eρω8(x−1)

(
∆̃8 +O

(
1

ρ

))))
Òåîðåìà 8. Äëÿ ϕ(x, ρk) ñïðàâåäëèâû îöåíêè

ϕ(x, ρk) = O(ρ28eρ(ω1+ω7+ω8)eρω6x), x ∈ [0, d]

ϕ(x, ρk) = O(ρ28eρ(ω1+ω7+ω8)eρω8(x−1)), x ∈ [d, 1]
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5 Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè ðÿäà

Ðàññìîòðèì ðÿä ∑
αkϕ(xρk) (5.1)

Òåîðåìà 9. Åñëè ðÿä 5.1 ñõîäèòñÿ â òî÷êå x = α, ãäå α ∈ [0, d], òî îí ñõîäèòñÿ

àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî âíóòðè T1−α ê àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè. Åñëè îí

ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà [α, β], ãäå d < α < β ≤ 1 , òî îí ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî

è ðàâíîìåðíî âíóòðè Tα ê àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè.

Òåîðåìà 10. Ïóñòü ðÿä ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì äàííîãî îïåðàòîðà ðàâ-

íîìåðíî ñõîäèòñÿ íà [0, 1] è f(x) åãî ñóììà

∞∑
l=1

alϕ(x, ρl) = f(x)

Ïóñòü µ íå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå íàøåé êðàåâîé çàäà÷è.{
yn = µy

U0(y) = 0

Òîãäà ôóíêöèÿ

g(x) = Rµf(x) =

∫ 1

0

g(x, ξ, µ)f(ξ)dξ

ãäå (A− µE)−1 = Rµ - ðåçîëüâåíòà, óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1. Ðåãóëÿðíî ïðîäîëæèìà â îáëàñòü T1

2. Îãðàíè÷åíà â óãëå
∣∣argz + π

8

∣∣ ≤ π
3 , |z| ≤ |z0|;

3. Óäîâëåòâîðÿåò ôóíêöèîíàëüíîìó óðàâíåíèþ Φ(g, x) = 0, ïðè

x ∈ (0, Reω1)
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ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â äèïëîìíîé ðàáîòå ïîëó÷åíû àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîðìóëà äëÿ õàðàêòåðè-

ñòè÷åñêîãî îïðåäåëèòåëÿ, à òàêæå äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ

ôóíêöèé. Â ðåçóëüòàòå èññëåäîâàíèé ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ðàçëî-

æåíèÿ ôóíêöèé â ðÿä ïî ñîáñòâåííûì ïðèñîåäèíåííûì ôóíêöèÿì ëèíåéíîãî

äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà øåñòîãî ïîðÿäêà ñ íåðåãóëÿðíûìè êðàåâûìè

óñëîâèÿìè (òåîðåìà 13). Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñõîäíû ñ ðåçóëüòàòàìè Õðî-

ìîâà À.Ï. [3] è Äìèòðèåâà Î.Þ. [4].
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