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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ïðîáëåìå îáîñíîâàíèÿ

ìåòîäà Ôóðüå â ñìåøàííûõ çàäà÷àõ äëÿ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíû-

ìè. Ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà íîâûõ ïîäõîäà, ïî ñðàâíåíèþ ñî ñòàíäàðòíîé ñõå-

ìîé îáîñíîâàíèÿ. Ïåðâûé ïîäõîä, ïðåäëîæåííûé Â.À.×åðíÿòèíûì, ñîñòîèò â

îòêàçå îò ïî÷ëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ôîðìàëüíîãî ðåøåíèÿ ñìåøàííîé

çàäà÷è. Èäåÿ âòîðîãî ïîäõîäà, âûòåêàþùàÿ èç èññëåäîâàíèé À.Í. Êðûëîâà è

Â.À. ×åðíÿòèíà, îñíîâàíà íà ìåòîäå êîíòóðíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ðåçîëüâåí-

òû îïåðàòîðà, ïîðîæäåííîãî ñîîòâåòñòâóþùåé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷åé. Äàí-

íûé ðåçîëüâåíòíûé ïîäõîä, ïðåäëîæåííûé À.Ï. Õðîìîâûì, ðåàëèçóåòñÿ â

ñìåøàííîé çàäà÷å äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ.

Ìåòîä Ôóðüå èñïîëüçóåòñÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè,

èíòåðåñ ê êîòîðûì ïîñòîÿííî ïîääåðæèâàåòñÿ èõ ðàçíîîáðàçíûìè è ìíîãî-

÷èñëåííûìè ïðèëîæåíèÿìè. Èìåííî ïîýòîìó íàõîæäåíèå óñëîâèé ðàçðåøè-

ìîñòè ïîäîáíûõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíûì âîïðîñîì íà ñåãîäíÿøíèé äåíü.

Öåëü ðàáîòû. Íåîáõîäèìî ïîëó÷èòü êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå äàííîé ñìå-

øàííîé çàäà÷è, íå èñïîëüçóÿ ïðè ýòîì óòî÷íåííûõ àñèìïòîòèê äëÿ ñîáñòâåí-

íûõ çíà÷åíèé è íèêàêîé èíôîðìàöèè î ñîáñòâåííûõ ôóíêöèÿõ.

Ñòðóêòóðà ðàáîòû. Ìàãèñòåðñêàÿ ðàáîòà ñîäåðæèò 50 ñòðàíèö ìàøè-

íîïèñíîãî òåêñòà è ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, äâóõ ðàçäåëîâ (Ìåòîäîëîãèÿ ïîäõî-

äà Â.À. ×åðíÿòèíà ê îáîñíîâàíèþ ìåòîäà Ôóðüå, Ðåçîëüâåíòíûé ïîäõîä äëÿ

âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ) è ñïèñêà èñïîëüçîâàííûõ èñòî÷íèêîâ (21 íàèìåíîâà-

íèå).

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Â ìàãèñòåðñêîé ðàáîòå èçëàãàåòñÿ íîâûé íàó÷íûé

ïîäõîä ê îáîñíîâàíèþ ìåòîäà Ôóðüå â ñìåøàííîé çàäà÷å äëÿ âîëíîâîãî óðàâ-

íåíèÿ, êîòîðûé ïîçâîëÿåò ìèíèìèçèðîâàòü òðåáîâàíèÿ íà èñõîäíûå äàííûå.

Ïðèâåäåíû ñòðîãèå ìàòåìàòè÷åñêèå äîêàçàòåëüñòâà. Äàííûå ðåçóëüòàòû èìå-

þò âûñîêóþ íàó÷íóþ çíà÷èìîñòü.

Ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó. Ïîäðîáíî èçëîæåíû äâà ïîäõîäà

ê îáîñíîâàíèþ ìåòîäà Ôóðüå â ñìåøàííîé çàäà÷å äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ

è äàíà èõ ñðàâíèòåëüíàÿ õàðàêòåðèñòèêà.
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Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Â Ââåäåíèè îáîçíà÷åíî íàïðàâëåíèå èññëåäîâàíèé, ïðèâåäåíû íåêîòî-

ðûå óòâåðæäåíèÿ, èñïîëüçóåìûå â äàëüíåéøåì, è îñíîâíûå ðåçóëüòàòû.

Â Ðàçäåëå I ââîäèòñÿ â ðàññìîòðåíèå è èññëåäóåòñÿ ñëåäóþùàÿ ñìåøàí-

íàÿ çàäà÷à äëÿ îäíîðîäíîãî ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

∂2u(x, t)

∂t2
− ∂2u(x, t)

∂x2
+ p(x)u(x, t) = 0, (1)

ñ âåùåñòâåííûì ïîòåíöèàëîì

p(x) ∈ C[0, π], (2)

îòíîñèòåëüíî èñêîìîé ôóíêöèè u(x, t), óäîâëåòâîðÿþùåé ãðàíè÷íûì óñëîâè-

ÿì

u(0, t) = u(π, t) = 0 ∀t ∈ [0, T ], (3)

è íà÷àëüíûì äàííûì Êîøè

u(x, 0) = ϕ(x),
∂u(x, 0)

∂t
= ψ(x). (4)

Îñíîâíàÿ öåëü: íàéòè ôóíêöèþ

u(x, t) ∈ C2(Q), (5)

óäîâëåòâîðÿþùóþ â îáû÷íîì ñìûñëå óðàâíåíèþ (1) â îòêðûòîì ïðÿìîóãîëü-

íèêå Q, à òàêæå ãðàíè÷íûì (3) è íà÷àëüíûì (4) óñëîâèÿì.

Â ïîäðàçäåëå 1.1 ïðèâîäÿòñÿ íåêîòîðûå ñîîáðàæåíèÿ â ïîëüçó âûáîðà

êëàññà äîïóñòèìûõ ðåøåíèé â âèäå (5). Çàòåì ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî èç ñóùå-

ñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ u(x, t) ∈ C2(Q)
⋂
C(Q) ñìåøàííîé çàäà÷è (1), (3), (4)

ñëåäóåò åãî ïðèíàäëåæíîñòü êëàññó (5).
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Â ïîäðàçäåëå 1.2 îïðåäåëÿþòñÿ íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè çàäà-

÷è (1) � (5). À èìåííî

ϕ(x) ∈ C2
0 [0, π], (6)

ψ(x) ∈ C1
0 [0, π], (7)

ϕ′′(0) = ϕ′′(π), (8)

è óñëîâèå (2) ÿâëÿþòñÿ ìèíèìàëüíûìè òðåáîâàíèÿìè ê èñõîäíûì äàííûì

ñìåøàííîé çàäà÷è (1)-(5). Ñòàâèòñÿ âîïðîñ îá èõ äîñòàòî÷íîñòè äëÿ ñóùå-

ñòâîâàíèÿ èñêîìîãî ðåøåíèÿ u(x, t).

Äàëåå ïî òåêñòó ôîðìóëèðóåòñÿ òåîðåìà î ðàçðåøèìîñòè ñìåøàííîé çà-

äà÷è (1)-(5).

Òåîðåìà 1.3. Ðåøåíèå u(x, t) ñìåøàííîé çàäà÷è (1)-(5) ñóùåñòâóåò è

åäèíñòâåííî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íà÷àëüíûå ôóíêöèè ϕ(x) è ψ(x)

óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (6)-(8). Ïðè ýòîì îíî äàåòñÿ ôóíêöèîíàëüíûì ðÿ-

äîì

∞∑
n=1

(
Φn cosωnt+

Ψn

ωn
sinωnt

)
yn(x). (9)

Çäåñü ω2
n è yn � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîîòâåòñòâóþùèå èì íîðìèðîâàííûå

ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ñèñòåìû Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ

−y′′(x) + p(x)y(x) = ω2y(x),

y(0) = y(π) = 0,

q(x) ∈ C[0, π] � âåùåñòâåííûé ïîòåíöèàë, à Φn è Ψn � êîýôôèöèåíòû Ôóðüå

íà÷àëüíûõ ôóíêöèé ϕ(x) è ψ(x) ïî ïîëíîé îðòîíîðìèðîâàííîé â L2(0, π)
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ñèñòåìå {yn(x)}∞1 , îïðåäåëÿåìûå â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé:

π∫
0

f(x)yn(x) dx.

Â ïîäðàçäåëå 1.3 èññëåäóþòñÿ ñâîéñòâà ãëàäêîñòè ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà

(9), ïðåäïîëàãàÿ âûïîëíåííûìè óñëîâèÿ (2) è (6)-(8). Âíà÷àëå äîêàçûâàåòñÿ

ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ôîðìàëüíîãî ðÿäà (9) íà çàìûêàíèè Q. Ïîòîì ñóì-

ìà ðÿäà (9) îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç W (x, t). Íèæå ïî òåêñòó áóäåò óñòàíîâëåíî,

÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (2), (6)-(8) ñëåäóåò ÷òî W (x, t) ∈ C2(Q).

Ðÿä (9) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå äâóõ ñîñòàâëÿþùèõ: ðåãóëÿðíîé è ñèíãó-

ëÿðíîé:

W (x, t) = u0(x, t) + u1(x, t) +
3∑
i=1

Wi(x, t), (10)

ãäå

u0(x, t) =
∞∑
n=1

θn
n2

cos(nt) sin(nx), (11)

u1(x, t) =
∞∑
n=1

ψn
n

sin(nt) sin(nx), (12)

W1(x, t) =
∞∑
n=1

[
θn
n2

(cosωnt− cos(nt)) +
ψn
n

(sinωnt− sin(nt))

]
sin(nx), (13)

W2(x, t) =

√
2

π

∞∑
n=1

(
θn
n2

cosωnt+
ψn
n

sinωnt

)
hn(x), (14)

W3(x, t) =
∞∑
n=1

γn
n3

(cosωnt+ An sinωnt)yn(x), (15)

θn = n2ϕn + zn,

θn = γn. (16)
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Âåëè÷èíà θn ÿâëÿåòñÿ ñèíóñ-êîýôôèöèåíòîì Ôóðüå ôóíêöèè

θ(x) = z(x)− ϕ′′(x) ∈ C0[0, π]. Îêàçûâàåòñÿ, îò ñâîéñòâ ôóíêöèè θ(x) ïîëíî-

ñòüþ çàâèñèò âîïðîñ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (1)-(5).

Â ïîäðàçäåëå 1.4 èññëåäóåòñÿ ãëàäêîñòü âòîðîãî ïîðÿäêà ôóíêöèé

Wi(x, t).

Â ïîäðàçäåëå 1.5 ïðîâîäèòñÿ ñóììèðîâàíèå ôóíêöèîíàëüíûõ ðÿäîâ (11)

è (12), ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé ñèíãóëÿðíóþ ñîñòàâëÿþùóþ ñóììû èç (10).

Â ïîäðàçäåëå 1.6 äîêàçûâàåòñÿ ÷òî ñóììà W (x, t) ðÿäà (9) ÿâëÿåòñÿ ôîð-

ìàëüíûì ðåøåíèåì ñìåøàííîé çàäà÷è (1)-(5), à òàêæå, ÷òî ïðè âûïîëíå-

íèè óñëîâèé (6)-(8) ôîðìàëüíîå ðåøåíèå W (x, t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

UiW (0, t) + ViW (π, t) = 0 (i = 1, 2, . . . , k) è W (x, t) ñóùåñòâîâàíèÿ èñ-

êîìîãî êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ u(x, t).

Â Ðàçäåëå II äàåòñÿ äàëüíåéøåå ðàçâèòèå ïîäõîäà Â.À. ×åðíÿòèíà ïó-

òåì ïðèâëå÷åíèÿ ìåòîäà êîíòóðíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ðåçîëüâåíòû îïåðàòîðà,

ïîðîæäåííîãî ñïåêòðàëüíîé çàäà÷åé ìåòîäà Ôóðüå.

Ââîäèòñÿ â ðàññìîòðåíèå ñëåäóþùàÿ çàäà÷à:

∂2u(x, t)

∂t2
=
∂2u(x, t)

∂x2
− p(x)u(x, t), (17)

u(0, t) = u(1, t) = 0, (18)

u(x, 0) = ϕ(x), u′t(x, 0) = 0. (19)

Ñ÷èòàåì, ÷òî p(x) ∈ C[0, 1] è êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ, è

ϕ(x) ∈ C2[0, 1], ϕ(0) = ϕ(1) = ϕ′′(0) = ϕ′′(1) = 0. (20)

Â ïîäðàçäåëå 2.1 ïðîâîäèòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå ôîðìàëüíîãî ðåøåíèÿ ïî

ìåòîäó Ôóðüå çàäà÷è (17)-(19).

Ìåòîä Ôóðüå ñâÿçàí ñî ñïåêòðàëüíîé çàäà÷åé äëÿ îïåðàòîðà L:

Ly = −y′′(x) + p(x)y(x), y(0) = y(1) = 0.
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Òåîðåìà 2.1. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà L, äîñòàòî÷íî áîëüøèå ïî

ìîäóëþ, ïðîñòûå, è äëÿ íèõ èìåþò ìåñòî àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû: λn =

ρ2n, ρn = πn+O(1/n), (n = n0, n0 + 1, . . .).

Äàëåå ïî òåêñòó ââîäÿòñÿ îáîçíà÷åíèÿ: γn = {ρ| |ρ− nπ| = δ}, ãäå δ > 0

è äîñòàòî÷íî ìàëî, à n ≥ n0 è n0 òàêîâî, ÷òî ïðè âñåõ n ≥ n0 âíóòðü è íà

ãðàíèöó γn ïîïàäàåò ëèøü ïî îäíîìó èç ρn. Ïóñòü γ̃n îáðàç γn â λ-ïëîñêîñòè

(λ = ρ2, Re ρ ≥ 0). Îáîçíà÷èì ÷åðåç Rλ ðåçîëüâåíòó îïåðàòîðà L, ò.å. Rλ =

(L− λE)−1, ãäå E - åäèíè÷íûé îïåðàòîð, λ - ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð. Òîãäà

ïî ìåòîäó Ôóðüå ôîðìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (17)�(19) ïðåäñòàâèìî â âèäå:

u(x, t) = − 1

2πi

∫
|λ|=r

(Rλϕ) cos ρtdλ+
∑
n≥n0

(ϕ, ψn)ϕn(x) cos ρnt, (21)

ãäå r > 0 ôèêñèðîâàíî è âçÿòî òàêèì, ÷òî âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìåíüøèå

ïî ìîäóëþ r èìåþò íîìåðà ìåíüøèå n0, íà êîíòóðå |λ| = r íåò ñîáñòâåííûõ

çíà÷åíèé, ϕn(x) ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ îïåðàòîðà L äëÿ ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ

λn, ñèñòåìà {ψn(x)} áèîðòîãîíàëüíà ñèñòåìå {ϕn(x)}.
Ïðåäñòàâèì (21) â âèäå:

u(x, t) = − 1

2πi

∫
|λ|=r

(Rλϕ) cos ρtdλ−
∑
n≥n0

1

2πi

∫
γ̃n

(Rλϕ) cos ρtdλ, (22)

è ïðîèçâåäåì äàëüíåéøåå ïðåîáðàçîâàíèå ïîëó÷åííîãî ðÿäà.

Ëåììà 2.1. Ïóñòü µ0 íå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì îïåðàòîðà L è

òàêîâî, ÷òî |µ0| > r è µ0 íå íàõîäèòñÿ âíóòðè è íà ãðàíèöå γ̃n íè ïðè êàêîì

n ≥ n0. Òîãäà ∫
γ̃n

(Rλϕ) cos ρtdλ =

∫
γ̃n

1

λ− µ0
(Rλg) cos ρtdλ, (23)

ãäå g = (L− µ0E)ϕ.

Òåîðåìà 2.2. Äëÿ ôîðìàëüíîãî ðåøåíèÿ u(x, t) èìååò ìåñòî ôîðìóëà

u(x, t) = u0(x, t) + u1(x, t) + u2(x, t), (24)
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ãäå

u0(x, t) = − 1

2πi

∫
|λ|=r

R0
λg

λ− µ0
cos ρtdλ−

∑
n≥n0

1

2πi

∫
γ̃n

R0
λg

λ− µ0
cos ρtdλ,

u1(x, t) = − 1

2πi

∫
|λ|=r

1

λ− µ0
[Rλg −R0

λg] cos ρtdλ,

u2(x, t) = −
∑
n≥n0

1

2πi

∫
γ̃n

1

λ− µ0
[Rλg −R0

λg] cos ρtdλ,

R0
λ = (L0 − λE)−1 - ðåçîëüâåíòà îïåðàòîðà L0, êîòîðûé åñòü îïåðàòîð L ïðè

p(x) ≡ 0 (ñ÷èòàåì, ÷òî âûøåïðèâåäåííûå òðåáîâàíèÿ íà µ0 âûïîëíÿþòñÿ è

äëÿ îïåðàòîðà L0).

Â ïîäðàçäåëå 2.2 ïîëó÷àåì òî÷íóþ ôîðìóëó äëÿ u0(x, t).

Ëåììà 2.3. Èìååò ìåñòî ôîðìóëà:

u0(x, t) = − 1

2πi

∫
|λ|=r

(R0
λϕ1) cos ρtdλ−

∑
n≥n0

1

2πi

∫
γ̃n

(R0
λϕ1) cos ρtdλ, (25)

ãäå ϕ1 = R0
λg.

Äëÿ äàëüíåéøåãî ïîòðåáóåòñÿ òî÷íàÿ ôîðìóëà äëÿ ðåçîëüâåíòû Rλ. Îáî-

çíà÷èì ÷åðåç z1(x, ρ) è z2(x, ρ) ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

y′′ − p(x)y + ρ2y = 0

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

z1(0, ρ) = 1, z′1(0, ρ) = 0, z2(0, ρ) = 0, z′2(0, ρ) = 1.

Òåîðåìà 2.3. Äëÿ ðåçîëüâåíòû Rλ èìååò ìåñòî ôîðìóëà:

Rλf = −z2(x, ρ)(f, z1) + v(x, ρ)(f, z2) + (Mρf)(x), (26)
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ãäå v(x, ρ) = z2(x,ρ)z1(1,ρ)
z2(1,ρ)

, (f, g) =
1∫
0

f(x)g(x)dx, (Mρf)(x) =
x∫
0

M(x, t, ρ)f(t)dt,

M(x, t, ρ) =

∣∣∣∣∣z1(t, ρ) z2(t, ρ)

z1(x, ρ) z2(x, ρ)

∣∣∣∣∣.
Â ïîäðàçäåëå 2.3 ïðîâîäèòñÿ èññëåäîâàíèå ðÿäà u2(x, t). Òåîðåìà 2.3 ïðè-

âîäèò ê ñëåäóþùåìó ïðåäñòàâëåíèþ äëÿ u2(x, t):

u2(x, t) = − 1

2πi

∞∑
n=n0

∫
γ̃n

1

λ− µ0
[
v(x, ρ)(g, z2)− v0(x, ρ)(g, z02)

]
cos ρtdλ.

Íèæå ïî òåêñòó ïðèâîäèòñÿ íåñêîëüêî õîðîøî èçâåñòíûõ ôàêòîâ îá àñèìï-

òîòèêå z1(x, ρ) è z2(x, ρ), òðåáóþùèõñÿ äëÿ äàëüíåéøèõ äîêàçàòåëüñòâ. Ïî-

ëîæèì

an(x, t) = − 1

2πi

∫
γn

2ρ cos ρt

λ− µ0
[
v(x, ρ)(g, z2)− v0(x, ρ)(g, z02)

]
dρ.

Ëåììà 2.9. Ðÿäû
∑
a
(j)
n,xj(x, t),

∑
a
(j)
n,tj(x, t) (j = 0, 1, 2) ñõîäÿòñÿ àáñîëþò-

íî è ðàâíîìåðíî ïî x ∈ [0, 1] è t ∈ [−T, T ], ãäå T > 0 ëþáîå ôèêñèðîâàííîå

÷èñëî.

Èç òîãî, ÷òî u2(x, t) =
∞∑

n=n0

an(x, t), ñëåäóåò

Ëåììà 2.10. Ðÿä u2(x, t) äîïóñêàåò ïî÷ëåííîå äèôôåðåíöèðîâàíèå äâà-

æäû ïî x è t ïðè x ∈ [0, 1] è t ∈ (−∞,∞).

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ïîäðàçäåëà 2.4 è âñåãî âòîðîãî ðàçäåëà ñôîðìóëè-

ðîâàíû â òåîðåìå 2.10.

Òåîðåìà 2.7. Ôîðìàëüíîå ðåøåíèå (21) åñòü êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà-

÷è (17)�(19) ïðè ìèíèìàëüíûõ óñëîâèÿõ (20) íà ϕ(x).
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ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìîòðåíû è ïîäðîáíî èçëîæåíû íîâûå ïîäõîäû ê îáîñ-

íîâàíèþ ìåòîäà Ôóðüå â ñìåøàííîé çàäà÷å äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ â ñëó÷àå

óñëîâèé çàêðåïëåíèÿ.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå íåîáõîäèìûõ è äîñòà-

òî÷íûõ óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ñìåøàííîé çàäà÷è

äëÿ îäíîìåðíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ, à òàêæå íàõîæäåíèå êëàññè÷åñêîãî

ðåøåíèÿ îäíîìåðíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ïóòåì ïðèâëå÷åíèÿ ìåòîäà êîí-

òóðíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ðåçîëüâåíòû îïåðàòîðà, ïîðîæäåííîãî ñïåêòðàëü-

íîé çàäà÷åé ìåòîäà Ôóðüå.
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