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Ââåäåíèå

Òðàäèöèîííî îáîñíîâàíèå ìåòîäà Ôóðüå â çàäà÷àõ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè îïèðàåòñÿ íà

äîêàçàòåëüñòâî ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà, ïðåäñòàâëÿþùåãî ôîðìàëüíîå ðåøåíèå çà-

äà÷è, è ðÿäîâ, ïîëó÷àþùèõñÿ èç íåãî ïî÷ëåííûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì íóæíîå ÷èñëî ðàç.

Âïåðâûå ñòðîãîå îáîñíîâàíèå ìåòîäà Ôóðüå, îñíîâàííîå íà òàêîé òî÷êå çðåíèÿ, áûëî äàíî

Â. À. Ñòåêëîâûì è â ïîñëåäóþùåì èìåííî òàê ïðîâîäèëîñü îáîñíîâàíèå ìåòîäà Ôóðüå

äëÿ áîëüøèíñòâà çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Ýòà òî÷êà çðåíèÿ ñäåëàëà ìåòîä Ôóðüå

î÷åíü ïîïóëÿðíûì, áûëî ïðîâåäåíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî èññëåäîâàíèé è äîñòèãíóòû çíà-

÷èòåëüíûå óñïåõè.

Çàêîííîñòü óêàçàííûõ îïåðàöèé äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïðèâîäèò ê çàâûøåíèþ òðåáîâàíèé

íà èñõîäíûå äàííûå çàäà÷è, íå âûçâàííûå ñàìîé åå ïîñòàíîâêîé. Âûõîä èç ýòîãî ïîëîæå-

íèÿ íàìå÷åí À. Í. Êðûëîâûì â åãî èññëåäîâàíèÿõ ïî óñêîðåíèþ ñõîäèìîñòè ðÿäîâ Ôóðüå

è èì ïîäîáíûõ. Ñóòü åãî ïðèåìà ñîñòîèò â òîì, ÷òî âîïðîñ î äèôôåðåíöèðîâàíèè ðÿäà

Ôóðüå ðåøàåòñÿ ïóòåì ðàçáèåíèÿ åãî íà äâà ðÿäà, îäèí èç êîòîðûõ òî÷íî ñóììèðóåòñÿ (è

òåì ñàìûì â ýòîì ñëó÷àå íå íàäî ïðèáåãàòü ê ïî÷ëåííîìó äèôôåðåíöèðîâàíèþ), à âòîðîé

ðÿä ñõîäèòñÿ íàñòîëüêî áûñòðî, ÷òî åãî ìîæíî ïî÷ëåííî äèôôåðåíöèðîâàòü. Èì áûëè

óñïåøíî ïðåîäîëåíû òðóäíîñòè, ñâÿçàííûå ñ íåâîçìîæíîñòüþ ïî÷ëåííîãî äèôôåðåíöè-

ðîâàíèÿ íà ðÿäå êîíêðåòíûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷.

Â. À. ×åðíÿòèí ïðèåìîì À. Í. Êðûëîâà ñ ïðèìåíåíèåì óòî÷íåííîé àñèìïòîòèêè ñîáñòâåí-

íûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé èññëåäîâàë ðÿä çàäà÷ ìåòîäîì Ôóðüå è çíà÷èòåëüíî

îñëàáèë óñëîâèÿ ãëàäêîñòè, è â ðÿäå ñëó÷àåâ ýòè óñëîâèÿ ãëàäêîñòè ñòàëè ìèíèìàëüíî

âîçìîæíûìè. Ïåðåõîä îò ôîðìàëüíîãî ðåøåíèÿ ê íîâîìó âèäó, âûòåêàþùåìó èç èññëå-

äîâàíèé À. Í. Êðûëîâà è Â. À. ×åðíÿòèíà, åñòü êà÷åñòâåííî íîâûé øàã, ïîçâîëÿþùèé ñ

èñ÷åðïûâàþùåé ïîëíîòîé èññëåäîâàòü êðàåâûå çàäà÷è ìåòîäîì Ôóðüå è ñòàâÿùèé ìíîãî

âîïðîñîâ è â òåîðèè ôóíêöèé.

Â ñòàòüå "Ðåçîëüâåíòíûé ïîäõîä äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ 2015 ã. (Ì. Ø. Áóðëóöêàÿ, À.

Ï. Õðîìîâ)"À. Ï. Õðîìîâ ïðåäëîæèë íîâûé ñïîñîá èñïîëüçîâàíèÿ ïðèåìà À. Í. Êðûëîâà,

îïèðàþùèéñÿ íà ìåòîä Êîøè � Ïóàíêàðå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ñïåêòðàëüíîìó ïàðàìåòðó

ðåçîëüâåíòû îïåðàòîðà, ïîðîæäåííîãî ñïåêòðàëüíîé çàäà÷åé ïî ìåòîäó Ôóðüå, êîòîðûé

ïîëó÷èë ñâîå äàëüíåéøåå ðàçâèòèå, îïèñàííîå â ñòàòüÿõ "Ðåçîëüâåíòíûé ïîäõîä ê ìåòîäó
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Ôóðüå â îäíîé ñìåøàííîé çàäà÷å äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ"àâòîðîâ: Õðîìîâ À. Ï.,Êîðíåâ

Â.Â. è "Ðåçîëüâåíòíûé ïîäõîä â ìåòîäå Ôóðüå äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ â íåñàìîñîïðÿ-

æåííîì ñëó÷àå".

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå,â îòëè÷èå îò ñòàòåé, ãäå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ñìåøàííûõ çàäà÷ äëÿ

âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ

∂2u(x, t)

∂t2
=
∂2u(x, t)

∂x2
− q(x)u(x, t)

èìåþò âèä

u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = 0, (1)

ìû ðàññìîòðèì òàêèå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ:

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = ψ(x). (2)

Â ðåçóëüòàòå, èñïîëüçóÿ ðåçîëüâåíòíûé ïîäõîä â ìåòîäå Ôóðüå, ìû ïîëó÷èì êëàññè-

÷åñêèå ðåøåíèÿ äâóõ ñìåøàííûõ çàäà÷ ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (2) ïðè ìèíèìàëüíûõ

óñëîâèÿõ íà ψ(x) è êðàåâûìè óñëîâèÿìè

u′x(0, t) + α1u(0, t) + β1u(1, t) = u′x(1, t) + α2u(0, t) + β2u(1, t) = 0 (3)

äëÿ îäíîé èç íèõ è

u′x(0, t) + βux(1, t) + α1u(0, t) + β1u(1, t) = αu(0, t) + u(1, t) = 0 (4)

äëÿ äðóãîé, ïðèòîì, ÷òî â óñëîâèÿõ (4) 1 + αβ 6= 0. Ýòè äâå çàäà÷è âìåñòå ñî ñìåøàííîé

çàäà÷åé ñ óñëîâèÿìè (2) è çàêðåïëåííûìè êîíöàìè (u(0, t) = u(1, t) = 0) èñ÷åðïûâàþò âåñü

êëàññ ñìåøàííûõ çàäà÷ äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (2), äëÿ êîòî-

ðûõ îïåðàòîð ñîîòâåòñòâóþùåé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è â ìåòîäå Ôóðüå èìååò ðåãóëÿðíûå

êðàåâûå óñëîâèÿ. Â ñëó÷àå êðàåâûõ óñëîâèé u(0, t) = u(1, t) = 0, íà÷àëüíûõ óñëîâèé (2) è

âåùåñòâåííîé q(x) êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå ñìåøàííîé çàäà÷è ïðè ìèíèìàëüíûõ òðåáîâàíè-

ÿõ íà ψ(x) ïîëó÷åíî â [3]. Äëÿ êîìïëåêñíîçíà÷íîé q(x) îíî ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ðåçîëü-

âåíòíûì ìåòîäîì, ïðèâåäåííîì â íàñòîÿùåé ñòàòüå. Êëàññè÷åñêèå ðåøåíèÿ ñìåøàííûõ

çàäà÷ äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (1) ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè (3),

(4) èëè u(0, t) = u(l, t) = 0 ïðè ìèíèìàëüíûõ òðåáîâàíèÿõ íà ϕ(x) è êîìïëåêñíîçíà÷íîé
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q(x) ïîëó÷åíû â ñòàüòå "Ðåçîëüâåíòíûé ïîäõîä ê ìåòîäó Ôóðüå â îäíîé ñìåøàííîé çàäà÷å

äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ"àâòîðîâ: Õðîìîâ À. Ï.,Êîðíåâ Â.Â. 2015 Èçâ. Ñàðàò. Óí-òà. Íîâ.

ñåð. Ñåð. Ìàòåìàòèêà. Ìåõàíèêà.

Èññëåäîâàíèå ñìåøàííûõ çàäà÷ ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (2) íàòàëêèâàåòñÿ íà äîïîë-

íèòåëüíûå òðóäíîñòè, íåêîòîðûå èç êîòîðûõ ïðåîäîëåâàþòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì ψ(x) â âèäå

ñóììû äâóõ ôóíêöèé, îäíà èç êîòîðûõ îáðàùàåòñÿ â íîëü âìåñòå ñî ñâîåé ïðîèçâîäíîé

â òî÷êàõ 0 è 1, à äðóãàÿ ïðèíàäëåæèò îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà, îïðåäåëÿþùåãî

ñïåêòðàëüíóþ çàäà÷ó â ìåòîäå Ôóðüå.

Â äàííîé ðàáîòå ìåòîäîì êîíòóðíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ðåçîëüâåíòû îïåðàòîðà, ïîðîæ-

äåííîãî ñïåêòðàëüíîé çàäà÷åé, ñîîòâåòñòâóþùåé ñìåøàííîé çàäà÷å äëÿ âîëíîâîãî óðàâ-

íåíèÿ ñ êîìïëåêñíûì ïîòåíöèàëîì, äàåòñÿ îáîñíîâàíèå ìåòîäà Ôóðüå äâóõ ñìåøàííûõ

çàäà÷ ñ íóëåâîé íà÷àëüíîé ôóíêöèåé è íåíóëåâîé íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ. Êðàåâûå óñëî-

âèÿ òàêîâû, ÷òî ýòè äâå çàäà÷è âìåñòå ñî ñìåøàííîé çàäà÷åé ñ çàêðåïëåííûìè êîíöàìè

èñ÷åðïûâàþò âåñü êëàññ ñìåøàííûõ çàäà÷ ñ óêàçàííûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè, äëÿ êî-

òîðûõ îïåðàòîð ñîîòâåòñòâóþùåé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è â ìåòîäå Ôóðüå èìååò ðåãóëÿðíûå

êðàåâûå óñëîâèÿ. Â îòëè÷èå îò ðàáîòû Â. À. ×åðíÿòèíà, ïðåäëîæåííûé ìåòîä íå èñïîëüçó-

åò óòî÷íåííîé àñèìïòîòèêè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è íèêàêîé èíôîðìàöèè î ñîáñòâåííûõ

ôóíêöèÿõ. Íà íà÷àëüíûå äàííûå ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷ íàêëàäûâàþòñÿ ìèíèìàëüíûå

òðåáîâàíèÿ. Ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåòñÿ ïðèåì À. Í. Êðûëîâà óñêîðåíèÿ ñõîäèìîñòè ðÿäîâ

Ôóðüå.
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1. ÑÌÅØÀÍÍÀß ÇÀÄÀ×À ÄËß ÂÎËÍÎÂÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß

Ñ ÊÐÀÅÂÛÌÈ ÓÑËÎÂÈßÌÈ

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó
∂2u(x, t)

∂t2
=
∂2u(x, t)

∂x2
− q(x)u(x, t), (5)

u′x(0, t) + α1u(0, t) + β1u(1, t) = u′x(1, t) + α2u(0, t) + β2u(1, t) = 0, (6)

u(x, 0) = 0, u′t(x, 0) = ψ(x), x ∈ [0, 1], t ∈ (−∞,∞), (7)

ãäå q(x) ∈ C[0, 1] - êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ, α1, α2, β1, β2 - êîìïëåêñíûå ÷èñëà. Åñòå-

ñòâåííûå ìèíèìàëüíûå òðåáîâàíèÿ äëÿ êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çäåñü òàêèå: ψ(x) ∈ C1[0, 1]

êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ, ïðè÷åì

ψ′(0) + α1ψ(0) + β1ψ(1) = 0, ψ′(1) + α2ψ(0) + β2ψ(1) = 0. (8)

Çàäà÷à (5)-(6) ñ óñëîâèÿìè (1) ðàññìîòðåíà â [5].

Äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ ýòàëîííîé ñìåøàííîé çàäà÷è (ñì. [7]) ìû ïðèâëåêàåì îïåðàòîð

L0 : L0y = −y′′(x), y′(0) = y′(1) = 0. Îòìåòèì, ÷òî îïåðàòîð L0 ñàìîñîïðÿæåííûé, åãî

ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ÿâëÿþòñÿ (ñì. [8, ñ. 365]) ÷èñëà λ0n = n2π2, n = 0, 1, ..., à ñîîò-

âåòñòâóþùèìè îðòîíîðìèðîâàííûìè ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè:

ϕ0(x) = 1, ϕn(x) =
√
2 cosnπx(n = 1, 2, ...).

1.1. Ïðåîáðàçîâàíèå ôîðìàëüíîãî ðåøåíèÿ

Ìåòîä Ôóðüå ñâÿçàí ñî ñïåêòðàëüíîé çàäà÷åé äëÿ îïåðàòîðà L:

Ly = −y′′(x) + q(x)y(x),

U1(y) = y′(0) + α1y(0) + β1y(1) = 0, U2(y) = y′(1) + α2y(0) + β2y(1) = 0.

Òåîðåìà 1. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λn = ρ2n(λ = ρ2, Reρ ≥ 0) îïåðàòîðà L ïðè äîñòàòî÷-

íî áîëüøèõ n ïðîñòûå è èìåþò àñèìïòîòèêó ρn = nπ+εn, ãäå n = n0, n0+1, ..., εn = O(1/n).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç γ̃nîêðóæíîñòè γ̃n = ρ||ρnπ| = δ, δ > 0 äîñòàòî÷íî ìàëî, è ÷åðåç γn

- îáðàç γ̃n â λ-ïëîñêîñòè. Ïóñòü Rλ = (L?λE)?1 , ãäå E - åäèíè÷íûé îïåðàòîð, λ - ñïåê-

òðàëüíûé ïàðàìåòð, åñòü ðåçîëüâåíòà îïåðàòîðà L. Ôîðìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (5)(7) ïî

ìåòîäó Ôóðüå ïðåäñòàâèì â âèäå (ñì. [10, 11])
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u(x, t) =
−1
2πi

∫
γr

(Rλψ)
sin ρt

ρ
dλ

ãäå γr = {λ||λ| = r}, r > 0 ôèêñèðîâàíî è òàêîâî, ÷òî âíóòðè γr íàõîäÿòñÿ âñå ñîá-

ñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà L, íå ïîïàâøèå âíóòðü γn ïðè n ≥ n0, êîíòóðû γr è γn0

íå ïåðåñåêàþòñÿ. Îòìåòèì, ÷òî òåïåðü â ôîðìàëüíîì ðåøåíèè íå ôèãóðèðóþò ÿâíî íè

ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, íè ñîáñòâåííûå ôóíêöèè.

Âûïîëíèì òåïåðü ïðåîáðàçîâàíèÿ ðÿäà (9) ñ èñïîëüçîâàíèåì ýòàëîííîé çàäà

Ëåììà 1. Èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

ψ(x) = ψ1(x) + ψ2(x), (10)

ãäå ψ1(x) ∈ C1[0, 1], ψ1(0) = ψ(1) = ψ′1(0) = ψ′1(1) = 0, ψ2(x) ∈ C2[0, 1], ψ2(x) ∈ DL (îáëàñòü

îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà L).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì ψ(x) = (ψ(x)− ψ2(x)) + ψ2(x) = ψ1(x) + ψ2(x),

ãäå ψ2(x) ∈ C2[0, 1] è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ψj2(0) = ψj(0), ψj2(1) = ψj(1) (j = 0, 1) (â

êà÷åñòâå ψ2(x) ìîæíî âçÿòü, íàïðèìåð, ìíîãî÷ëåí òðåòüåãî ïîðÿäêà, óäîâëåòâîðÿþùèé

ýòèì óñëîâèÿì). Ïîñêîëüêó ψ(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (8), òî ýòèì óñëîâèÿì óäîâëå-

òâîðÿåò è ψ2(x) è, ñëåäîâàòåëüíî, ψ2(x) ∈ DL.

Ëåììà 2. Ïóñòü µ0- ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî, íå ÿâëÿþùååñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì îïå-

ðàòîðà L è γ - îäèí èç êîíòóðîâ γr, γn ïðè n ≥ n0 (µ0 âíå γ). Òîãäà

∫
γ

(Rλψ2)
sin ρt

ρ
dλ =

∫
γ

1

λ− µ0

(Rλg)
sin ρt

ρ
dλ,

ãäå g = (L− µ0E)ψ2.

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî ïðèâåäåííîìó â [5, ëåììà 1].

Òåîðåìà 2. Ôîðìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (5)-(7) ïðåäñòàâèìî â âèäå

u(x, t) = u0(x, t) + u1(x, t) + u2(x, t),

ãäå

u0(x, t) = −
1

2πi

∫
γr

+
∑
n≥n0

∫
γn

 (R0
λψ1)

sin ρt

ρ
dλ,
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u1(x, t) = −
1

2πi

∫
γr

+
∑
n≥n0

∫
γn

 (Rλψ1R
0
λψ1)

sin ρt

ρ
dλ,

u2(x, t) = −
1

2πi

∫
γr

+
∑
n≥n0

∫
γn

 1

λ− µ0

(Rλg)
sin ρt

ρ
dλ,

R0
λ = (L0 − λE)−1- ðåçîëüâåíòà îïåðàòîðà L0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 1 èìååì:

u(x, t) =) = − 1

2πi

∫
γr

+
∑
n≥n0

∫
γn

 (Rλψ1)
sin ρt

ρ
dλ− 1

2πi

∫
γr

+
∑
n≥n0

∫
γn

 (Rλψ2)
sin ρt

ρ
dλ.

Îòñþäà, ïðèìåíÿÿ ëåììó 2 êî âòîðîìó ñëàãàåìîìó è âûïîëíÿÿ î÷åâèäíûå ïðåîáðàçî-

âàíèÿ ñ ïåðâûì, ïîëó÷àåì (13).

Çàìå÷àíèå. Ôóíêöèÿ u0(x, t) åñòü ôîðìàëüíîå ðåøåíèå ýòàëîííîé çàäà÷è:

∂2u(x, t)

∂t2
=
∂2u(x, t)

∂x2
, u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = ψ1(x), ux(0, t) = ux(1, t) = 0. (14)

1.2. Âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ

Îáîçíà÷èì ÷åðåç z1(x, ρ) è z2(x, ρ) ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ y′′q(x)y + ρ2y = 0 ñ íà÷àëüíûìè

óñëîâèÿìè z1(0, ρ) = 1, z′1(0, ρ) = 0, z2(0, ρ) = 0, z′2(0, ρ) = 1. Òîãäà zj(x, ρ)ÿâëÿþòñÿ

öåëûìè ôóíêöèÿìè ïî ρ è äàæå ïî λ, ãäå λ = ρ2.

Òåîðåìà 3. Äëÿ Rλ è R
0
λ èìåþò ìåñòî ôîðìóëû

Rλf = v1(x, ρ)(f, z1) + v2(x, ρ)(f, z2) +Mρf,

Rλf = v01(x, ρ)(f, z
0
1) + v02(x, ρ)(f, z

0
2) +M0

ρf (15)

ãäå

vj(x, ρ) =
(−1)j

4(ρ)
{[−β1z3−j(1, ρ)U2(z2) + (z′3−j)(1, ρ) + β2z3−j(1, ρ))U1(z2)]z1(x, ρ)+

+[β1z3−j(1, ρ)U2(z1)− (z′3−j)(1, ρ) + β2z3−j(1, ρ))U1(z1)]z2(x, ρ)}(j = 1, 2),

4(ρ) = U1(z1)U2(z2)− U1(z2)U2(z1), (f, z) =

1∫
0

f(ξ)z(ξ)dξ,

v01(x, ρ) =
− cos ρ cos ρx

ρ sin ρ
, v02(x, ρ) = − cos ρx,
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Mρf =

x∫
0

∣∣∣∣∣∣z1(x, ρ) z2(x, ρ)

z1(ξ, ρ) z2(ξ, ρ)

∣∣∣∣∣∣ f(ξ)dξ,
M0

ρf =

x∫
0

∣∣∣∣∣∣z
0
1(x, ρ) z02(x, ρ)

z01(ξ, ρ) z02(ξ, ρ)

∣∣∣∣∣∣ f(ξ)dξ, z01(x, ρ) = cos ρx, z02(x, ρ) =
sin ρx

ρ
.

Ýòîò ðåçóëüòàò, êàê è ñëåäóþùàÿ ëåììà, äîêàçàíû â [5, òåîðåìû 3, 4, ëåììà 2].

Ëåììà 3. Ïðè ρ ∈ γ̃n èìåþò ìåñòî àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû:

v
(j)
1 (x, ρ) = v

0(j)
1 (x, ρ) +O(ρj−2), v

(j)
2 (x, ρ) = v

0(j)
2 (x, ρ) +O(ρj−1), j = 0, 1, 2,

Ãäå v(j)(x, ρ) = dj

dxj
v(x, ρ) è îöåíêè O(·) ðàâíîìåðíû ïî x ∈ [0, 1].

Òåîðåìà 4. Äëÿ zj(x, ρ), j = 1, 2,èìåþò ìåñòî ôîðìóëû

z1(x, ρ) = cos ρx+

x∫
0

K1(x, ξ) cos ρξdξ,

z2(x, ρ) =
sin ρx

ρ
+

x∫
0

K2(x, ξ)
sin ρξ

ρ
dξ, (17)

ãäå Kj(x, ξ) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû ïî x è ξ, ïðè÷åìK2(x, 0) = 0.

Çàìå÷àíèå. Ôîðìóëû (16), (17) õîðîøî èçâåñòíû êàê ôîðìóëû îïåðàòîðîâ ïðåîáðà-

çîâàíèÿ (ñì. [12, ñ. 17, 23]).

Ëåììà 4. Èìåþò ìåñòî ôîðìóëû

z1(x, ρ) = cos ρx+
1

ρ

x∫
0

sin ρ(x− ξ) cos ρξq(ξ)dξ + 1

ρ2

x∫
0

sin ρ(x− ξ)F1(ξ, ρ)dξ, (18)

z2(x, ρ) =
sin ρx

ρ
+

1

ρ2

x∫
0

sin ρ(x− ξ) sin ρξq(ξ)dξ + 1

ρ3

x∫
0

sin ρ(x− ξ)F2(ξ, ρ)dξ, (19)

ãäå

F1(ξ, ρ) = q(ξ)

sin ρξK1(ξ, ξ) +

ξ∫
0

sin ρτK ′1τ (ξ, τ)dτ

 ,
F2(ξ, ρ) = q(ξ)

− cos ρξK2(ξ, ξ) +

ξ∫
0

cos ρτK ′2τ (ξ, τ)dτ

 .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ôîðìóëó (18). Èñïîëüçóÿ ìåòîä âàðèàöèé ïðîèçâîëüíûõ

ïîñòîÿííûõ è ôîðìóëó (16), ïîëó÷èì:

z1(x, ρ) = cos ρx+
1

ρ

x∫
0

sin ρ(x− ξ)q(ξ)z1(ξ, ρ)dξ = cos ρx+
1

ρ

x∫
0

sin ρ(x− ξ)q(ξ)[cos ρξ+

ξ∫
0

K1(ξ, τ) cos ρτdτ ]dξ.

Îòñþäà ñëåäóåò (18). Ôîðìóëà (19) ïîëó÷àåòñÿ àíàëîãè÷íî, íî ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîð-

ìóëû (17).

Ëåììà 5. Èìåþò ìåñòî ôîðìóëûψ1(x),

x∫
0

sin ρ(x− ξ) cos ρξq(ξ)dξ

 =
1

ρ
(p1(x), cos ρx), (20)

ψ1(x),

x∫
0

sin ρ(x− ξ) sin ρξq(ξ)dξ

 =
1

ρ
(p1(x), sin ρx), (21)

ãäå

ρj = ρj1(x) + ρj2(x) + ρj3(x), j = 1, 2, ρ11 = −q(x)
1∫

x

ψ1ξ)dξ,

ρ12(x) =
1

2
ψ′1(x)

x∫
0

q(ξ)dξ, ρ13(x) =
1

4

1∫
x

ψ′1(ξ)

[
q(
ξ − x
2

) + q(
ξ + x

2
)

]
dξ,

ρ21(x) = ρ11(x), ρ22(x) = ρ12(x), ρ23(x) =
1

4

1∫
x

ψ′1(ξ)

[
q(
ξ + x

2
)− q(ξ − x

2
)

]
dξ.

Ëåììà 6. Ïðè ρ ∈ γ̃n èìåþò ìåñòî îöåíêèψ1(x),

x∫
0

sin ρ(x− ξ)Fj(ξ, ρ)dξ

 = O

(
1

ρ

)
, j = 1, 2,

ãäå Fj(ξ, ρ) èç ëåììû 4.
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóåò èçìåíèòü ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ ëåâîé ÷àñòè, ïðîâåñòè

èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì âî âíóòðåííåì èíòåãðàëå è ó÷åñòü, ÷òî Fj(ξ, ρ) = O(1) ðàâíî-

ìåðío ïî ξ ∈ [0, 1]. Èç ëåìì 4-6 ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Ëåììà 7. Åñëè ρ = πn+ µ è µ ∈ γ̃0, òî

(ψ1, z1 − z01) =
1

(nπ + µ)2
[p1(ξ) cosµξ, cosnπξ)− (p1(ξ) sinµξ, sinnπξ)] +O

(
1

n3

)
,

(ψ1, z2 − z02) =
1

(nπ + µ)3
[(p2(ξ) cosµ, sinnπξ) + (p2(ξ) sinµξ, cosnπξ)] +O

(
1

n4

)
,

ãäå îöåíêè O(·) ðàâíîìåðíû ïî µ ∈ γ̃0.

Ëåììà 8. Åñëè ρ = nπ + µ è µ ∈ γ̃0, òî

(ψ1, z1) =
1

nπ + µ
[(p3(ξ) cosµξ, sinnπξ)− (p3(ξ) sinµξ, cosnπξ)], (24)

(ψ1, z2) =
1

(nπ + µ)2
[(p4(ξ) cosµξ, cosnπξ)− (p4(ξ) sinµξ, sinnπξ)], (25)

ãäå

p3(ξ) = −ψ′1(ξ) + ψ1(ξ)K1(ξ, ξ)−
1∫
ξ

ψ1(τ)K
′
1ξ
(τ, ξ)dτ,

p4(ξ) = ψ′1(ξ)− ψ1(ξ)K2(ξ, ξ) +

1∫
ξ

ψ1(τ)K
′
2ξ
(τ, ξ)dτ.

Ëåììà 10. Îáîçíà÷èì ÷åðåç θ(x) ôóíêöèþ cosx èëè sinx. Ïóñòü f(x) ∈ L2[0, 1] è

f(x, µ) = f(x)θ(µx), ãäå µ ∈ γ̃0 è βn(µ) = (f(x, µ), θ(nπx)). Òîãäà ñïðàâåäëèâà îöåíêà

n2∑
n=n1

1

n
|βn(µ)| ≤ C

√√√√ n2∑
n=n1

1

n2
,

ãäå ïîñòîÿííàÿ C íå çàâèñèò îò n1, n2 è µ ∈ γ̃0.

1.3. Èññëåäîâàíèå u0(x, t)

Òåîðåìà 5. Ôóíêöèÿ u0(x, t) èç (12) åñòü êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå ýòàëîííîé çàäà÷è (14).

1.4. Èññëåäîâàíèå u1(x, t)

Ïî òåîðåìå 3, ó÷èòûâàÿ, ÷òî Mρf è M0
ρf ÿâëÿþòñÿ öåëûìè ôóíêöèÿìè ïî λ, èìååì:

−
∑
n≥n0

1

2πi

∫
γn

(Rλψ1 −R0
λψ1)

sin ρt

ρ
dλ =

∑
n≥n0

an(x, t),
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ãäå

an(x, t) =
1

2πi

∫
γn

2 sin ρt[v1(x, ρ)(ψ1, z1) + v2(x, ρ)(ψ1, z2)−

−v01(x, ρ)(ψ1, z
0
1)− v01(x, ρ)(ψ1, z

0
2)]dρ. (27)

Ëåììà 11. Ðÿäû
∑
a
(j)

n,xj
(x, t) è

∑
a
(j)

n,tj
(x, t)(j = 0, 1, 2) ñõîäÿòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíî-

ìåðíî ïî x ∈ [0, 1] è t ∈ [−T, T ] ïðè ëþáîì T > 0.

Ëåììà 12. Ðÿä u1(x, t) äîïóñêàåò ïî÷ëåííîå äèôôåðåíöèðîâàíèå äâàæäû ïî x è t ïðè

x ∈ [0, 1] è t ∈ (−∞,∞).

1.5. Èññëåäîâàíèå u2(x, t)

Ïî òåîðåìå 3, ó÷èòûâàÿ, ÷òî Mρf åñòü öåëàÿ ïî λ, èìååì:

−
∑
n≥n0

1

2πi

∫
γn

1

λ− µ0

(Rλg)
sin ρt

ρ
dλ =

∑
n≥n0

bn(x, t),

ãäå

bn(x, t) =
−1
2πi

∫
γn

2 sin ρt

ρ2 − µ0

[v1(x, ρ)(g, z1) + v(x, ρ)(g, z2)]dρ. (30)

Ëåììà 13. Ðÿäû
∑
b
(j)

n,xj
(x, t) è

∑
b
(j)

n,tj
(x, t), j = 0, 1, 2,ñõîäÿòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåð-

íî ïî x ∈ [0, 1] è t ∈ [−T, T ] ïðè ëþáîì T > 0.

Ëåììà 14. Ðÿä u2(x, t) äîïóñêàåò ïî÷ëåííîå äèôôåðåíöèðîâàíèå äâàæäû ïî x è t ïðè

x ∈ [0, 1] è t ∈ (−∞,∞).

1.6. Êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (5)-(7)

∂2u(x, t)

∂t2
=
∂2u(x, t)

∂x2
− q(x)u(x, t), (5)

u′x(0, t) + α1u(0, t) + β1u(1, t) = u′x(1, t) + α2u(0, t) + β2u(1, t) = 0, (6)

u(x, 0) = 0, u′t(x, 0) = ψ(x), x ∈ [0, 1], t ∈ (−∞,∞), (7)

Òåîðåìà 6. Ôîðìàëüíîå ðåøåíèå u(x, t) çàäà÷è (5)-(7) ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì

ïðè ψ(x) ∈ C1[0, 1]è âûïîëíåíèè óñëîâèÿ

ψ′(0) + α1ψ(0) + β1ψ(1) = 0, ψ′(1) + α2ψ(0) + β2ψ(1) = 0. (8)

.
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