
Министерство образования и науки Российской Федерации 

 

ФЕДЕРАЛЬНОЕ ГОСУДАРСТВЕННОЕ БЮДЖЕТНОЕ 

ОБРАЗОВАТЕЛЬНОЕ УЧРЕЖДЕНИЕ ВЫСШЕГО ОБРАЗОВАНИЯ 

«САРАТОВСКИЙ НАЦИОНАЛЬНЫЙ ИССЛЕДОВАТЕЛЬСКИЙ 

ГОСУДАРСТВЕННЫЙ УНИВЕРСИТЕТ ИМЕНИ Н.Г.ЧЕРНЫШЕВСКОГО» 

 

 

 

Кафедра компьютерной алгебры и теории чисел 
  

 

 

Дискретный логарифм и его применение в криптографии 

 название темы выпускной квалификационной работы  

 

 

АВТОРЕФЕРАТ МАГИСТЕРСКОЙ РАБОТЫ 

 

студента (ки)  2  курса  227  группы 

 

направления 02.04.01  «Математика и компьютерные науки»__    __________ 
                                                                  код и наименование направления 
      

механико-математического факультета 
     наименование факультета 

Прокудиной Светланы Сергеевны 
                                                                          фамилия, имя, отчество 
 

 

 

 

Научный руководитель 

      доцент, к.ф.-м.н                         Е.В. Сецинская  
должность, уч. степень, уч. звание           подпись, дата       инициалы, фамилия 

 

 

 

Зав. кафедрой: 

   к.ф.-м.н.,  доцент                                    А.М. Водолазов  
должность, уч. степень, уч. звание           подпись, дата       инициалы, фамилия 

 

 

 

 

Саратов 2017 г. 
 



Ââåäåíèå. Êðèïòîãðàôèÿ ýòî íàóêà èçó÷àþùàÿ òàéíîïèñü è ìåòîäû åå

ðàñêðûòèÿ. Êðèïòîãðàôèÿ ñ÷èòàåòñÿ ðàçäåëîì ìàòåìàòèêè.

Öåëü ìàãèñòåðñêîé ðàáîòû èçó÷èòü ðàçëè÷íûå àëãîðèòìû âû÷èñëåíèÿ

äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìà è ïðîèçâåñòè íà áàçå ïîëó÷åíûõ çíàíèé âû÷èëåíèÿ

äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìà.

Çàäà÷è ìàãèñòåðñêîé ðàáîòû:

1. Ïîçíàêîìèòñÿ ñ àëãîðèòìàìè âû÷èñëåíèÿ äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìà.

2. Ðåøèòü çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìà ñ ïîìîùüþ ýòèõ

àëãîðèòìîâ.

3. Ïðîèçâåñòè îöåíêó ñëîæíîñòè àëãîðèòìîâ.

Îïðåäåëèì çàäà÷ó äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ, åãî ïðîáëåìó è àëãî-

ðèòìû ðåøåíèÿ ñóùåñòâóþùèå íà äàííûé ìîìåíò.

Ïóñòü åñòü a è b öåëûå ÷èñëà, à p � ïðîñòîå ÷èñëî

ax ≡ b(mod p), (1)

â ãðóïïå (Z/pZ)∗. Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïîðÿäîê a(mod p) ðàâåí

p− 1. Òîãäà óðàâíåíèå ðàçðåøèìî, è ðåøåíèå x ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì Z/(p−
1)Z.

Ìåòîä ïåðåáîðà ìåäëåííûé äëÿ áîëüøèõ ÷èñåë, ïîýòîìó ïðèìåíÿþòñÿ

íàèáîëåå áûñòðûå àëãîðèòìû.

Çàäà÷à äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ èìååò âàæíûå ïðèëîæåíèÿ â

êðèïòîãðàôèè. Îñîáåííî âàæåí ñëó÷àé G = GF (q)∗, ãäå q = pl, p � ïðîñòîå

÷èñëî, l ∈ N , à òàêæå ñëó÷àé, êîãäà G ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé òî÷åê ýëëèïòè÷åñêîé

êðèâîé íàä êîíå÷íûì ïîëåì.

Óæå â êîíöå 70õ, â 80õ âìåñòå ñ ðàçâèòèåì àñèììåòðè÷íûõ øèôðîâ è

ïîäïèñåé ñòàëè ïîÿâëÿòüñÿ âñå íîâûå è íîâûå àëãîðèòìû ñ âñå áîëüøîé è

áîëüøîé ñêîðîñòüþ ðàáîòû.

Ê ïðèìåðó, ρ-àëãîðèòì Ïîëëàðäà äëÿ âû÷èñëåíèÿ äèñêðåòíîãî ëîãàðèô-

ìà.

Äàííàÿ ìàãèñòåðñêàÿ ðàáîòà ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òðåõ ðàçäåëîâ, çàêëþ-

÷åíèÿ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Ïåðâûé ðàçäåë ñîñòîèò èç äâóõ ïîäðàçäåëîâ. Â

íåé ïîêàçàííû îñíîâíûå ñèñòåìû êîäèðîâàíèÿ ñ îòêðûòûì êëþ÷åì (îñíîâ-
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íûå îïðåäåëåíèÿ èíôîðìàöèè åå êîäèðîâàíèÿ è ìåòîäû øèôðîâàíèÿ èíôîð-

ìàöèè ñ îòêðûòûì êëþ÷åì). Âòîðîé ðàçäåë ñîñòîèò èç òðåõ ïîäðàçäåëîâ.

Îí âêëþ÷àåò â ñåáÿ ðàçëè÷íûå ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìà

â ïðîñòûõ ïîëÿõ, ïîëÿõ Ãàëóà è â êîíå÷íûõ ïîëÿõ. Òðåòèé ðàçäåë ñîñòîèò

èç äâóõ ïîäïóíêòîâ è âêëþ÷àåò â ñåáÿ ðàçëè÷íûå àëãîðèòìû âû÷èñëåíèÿ

äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìà òàêèå êàê àëãîðèòì ðåøåòà ÷èñëîâîãî ïîëÿ è ìåòîä

Ïîëëàðäà.

Â äàííîé ðàáîòå ðåøåíû íåêîòîðûå ïðèìåðû ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìîâ âû-

÷èñëåíèÿ äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìà. Äàíû ðàçëè÷íûå îöåíêè ñëîæíîñòè äàí-

íûõ àëãîðèòìîâ.

Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû. Èäåÿ øèôðîâàíèÿ ñ îòêðûòûì êëþ-

÷îì òåñíî ñâÿçàíà ñ ïîíÿòèåì îäíîíàïðàâëåííîé (îäíîñòîðîííåé) ôóíêöèåé.

Íà êà÷åñòâåííîì óðîâíå îíî îïðåäåëÿåòñÿ òàê. Âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðà-

æåíèå f : X → Y äâóõ òåêñòîâ X è Y íàçûâàåòñÿ ñòðîãî îäíîíàïðàâëåííîé,

åñëè âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå óñëîâèå: ñóùåñòâóåò ¾ýôôåêòèâíûé¿ ìåòîä âû-

÷èñëåíèÿ f(x) äëÿ âñåõ x ∈ X, íî íå ñóùåñòâóåò ¾ýôôåêòèâíîãî¿ ìåòîäà äëÿ

âû÷èñëåíèÿ èç ñîîòíîøåíèÿ y = f(x) äëÿ âñåõ y ∈ f(X), ãäå f(X)� îáðàç

ìíîæåñòâà X ïðè îòîáðàæåíèè f .

Êðèïòîñèñòåìà Ìýññè-Îìóðû äëÿ ïåðåäà÷è ñîîáùåíèé. Ïðåäïîëîæèì,

÷òî äëÿ íåå ðåøèëè èñïîëüçîâàòü êîíå÷íîå ïîëå Fq; îíî çàôèêñèðîâàíî è

îáùåèçâåñòíî. Êàæäûé ïîëüçîâàòåëü ñèñòåìû âòàéíå âûáèðàåò òàêîå ñëó-

÷àéíîå öåëîå w ìåæäó 0 è q − 1, ÷òî ÍÎÄ {w, q − 1} = 1 è ñ ïîìîùüþ

àëãîðèòìà Åâêëèäà âû÷èñëÿåò îáðàòíîå ê íåìó ÷èñëî d ≡ w−1(mod q − 1),

òî åñòü dw ≡ 1(mod q − 1). Åñëè Àëèñà (ïîëüçîâàòåëü A) íàìåðåíà ïåðåäàòü

ñîîáùåíèå P Áîáó, îíà ñíà÷àëà ïîñûëàåò åìó ýëåìåíò PwA. Ýòî ïîñëàíèå äëÿ

Áîáà áåññîäåðæàòåëüíî, òàê êàê îí íå çíàåò dA (èëè wA, ÷òî òî æå ñàìîå) è íå

ìîæåò âîññòàíîâèòü P . Íå ïûòàÿñü ïîíÿòü ñìûñë ñîîáùåíèÿ, Áîá âîçâîäèò

åãî â ñâîþ ñòåïåíü wB è îòñûëàåò PwAwB îáðàòíî Àëèñå. Òðåòèé øàã ñîñòîèò

â òîì, ÷òî Àëèñà íåñêîëüêî ¾ðàñïóòûâàåò¿ ñîîáùåíèå, âîçâîäÿ åãî â ñòåïåíü

dA: òàê êàê P dAwA = P , òî, ïî ñóòè äåëà, îíà îòñûëàåò Áîáó PwB , êîòîðûé

òåïåðü ìîæåò ïðî÷èòàòü ñîîáùåíèå, âîçâåäÿ åãî â ñòåïåíü dB.

Àëãîðèòì Ïîëèãà�Õåëëìàíà.
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1 øàã. Äëÿ êàæäîãî ïðîñòîãî ÷èñëà q, q|p− 1, ñîñòàâëÿåì òàáëèöó ÷èñåë

rq,j ≡ a
j(p−1)
q (mod p), j = 0, ..., q − 1

2 øàã. Äëÿ êàæäîãî ïðîñòîãî q, qα| p− 1, íàõîäèì logab(mod q
α).

Ïóñòü

x ≡ logab(mod q
α) ≡ x0 + x1q + ...+ xα−1q

α−1(mod qα)

ãäå 0 6 xi 6 q − 1. Òîãäà èç (1) ñëåäóåò, ÷òî

b
p−1
q ≡ a

x0(p−1)
q (mod p)

Ñ ïîìîùüþ òàáëèöû 1 øàãà íàõîäèì x0. Òîãäà âûïîëíåíî ñðàâíåíèå

(ba−x0)
p−1

q2 ≡ a
xi(p−1)

q (mod p)

Ïî òàáëèöå íàõîäèì x1, è òàê äàëåå. Çíà÷åíèå x1, íàõîäèòñÿ èç ñðàâíåíèÿ

(ba−x0−x1q−...−xiq
i−1

)
p−1

qi+1 ≡ a
xi(p−1)

q (mod p)

3 øàã. Íàéäÿ logab(mod qαii ), i = 1, ..., s, íàõîäèì logab(mod p − 1) ïî

êèòàéñêîé òåîðåìå îá îñòàòêàõ.

Àëãîðèòì Àäëåìàíà.

1 ýòàï. Ñôîðìèðîâàòü ôàêòîðíóþ áàçó, ñîñòîÿùóþ èç âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë

q, q ≤ B = econst
√
logploglogp

2 ýòàï. Ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîãî ïåðåáîðà íàéòè íàòóðàëüíûå ÷èñëà ri òà-

êèå, ÷òî

ari ≡
∏
q≤B,

q−ïðîñòîå

qαiq (mod p)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

ri ≡
∑
q≤B,

q−ïðîñòîå

αiqlogaq (mod p− 1) (2.2)
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3 ýòàï. Íàáðàâ äîñòàòî÷íî ìíîãî ñîîòíîøåíèé (2.2), ðåøèòü ïî-

ëó÷èâøóþñÿ ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ

logaq�äèñêðåòíûõ ëîãàðèôìîâ ýëåìåíòîâ ôàêòîðíîé áàçû.

4 ýòàï. Ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîãî ïåðåáîðà íàéòè îäíî çíà÷åíèå r, äëÿ êî-

òîðîãî

ar · b ≡
∏
q≤B

qβq · p1 · ... · pk (mod p)

ãäå p1, ..., pk � ïðîñòûå ÷èñëà ¾ñðåäíåé¿ âåëè÷èíû, òî åñòü B < pi < B1, ãäå

B1 � òàêæå íåêîòîðàÿ ñóáýêñïîíåíèèàëüíàÿ ãðàíèöà, B1 = econst
√
logploglogp

5 ýòàï. Ñ ïîìîùüþ âû÷èñëåíèé, àíàëîãè÷íûõ 2 è 3 ýòàïàì àëãîðèò-

ìà, íàéòè äèñêðåòíûå ëîãàðèôìû logapi, äëÿ ôèêñèðîâàííûõ ïðîñòûõ ÷èñåë

ñðåäíåé âåëè÷èíû p1, ..., pk èç 4 ýòàïà.

6 ýòàï. Îïðåäåëèòü èñêîìûé logab:

logab ≡ −r +
∑
q≤B

βqlogaq +
k∑
i=1

logapi (mod p− 1)

Àëãîðèòì ñîãëàñîâàíèÿ.

1 øàã. Ïðèñâîèòü H :=
[
p

1
2

]
+ 1.

2 øàã. Íàéòè c ≡ aH (mod p).

3 øàã. Ñîñòàâèòü òàáëèöó çíà÷åíèé cu (mod p) , 1 6 u 6 H, è óïîðÿäî÷èòü

åå.

4 øàã. Ñîñòàâèòü òàáëèöó çíà÷åíèé b · av (mod p) , 1 6 v 6 H, è óïîðÿäî-

÷èòü åå.

5 øàã. Íàéòè ñîâïàâøèå ýëåìåíòû èç ïåðâîé è âòîðîé òàáëèö Äëÿ íèõ

cu ≡ b · av (mod p)

îòêóäà aHu−v ≡ b (mod p).

6 øàã. Âûäàòü x ≡ Hu− v (mod p− 1) .

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ïóñòü r ∈ N, r = 2α0pα1
1 ...p

αt
t , åñòü ðàçëîæåíèå r íà ïðî-

ñòûå ìíîæèòåëè, 2 < p1 < ... < pt. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ Êàðìàéêëà λ(r):

λ(r) = ÍÎÊ (ϕ0 (2
α0) , ϕ (pα1

1 ) ...ϕ (pαtt ))
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ãäå ϕ�ôóíêöèÿ Ýéëåðà, ϕ0 (1) = ϕ0 (2) = 1, ϕ0 (4) = 2, ϕ0 (2
α0) = 2α0−2 ïðè

α0 > 3.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïðè a ∈ Z, (a, r) = 1, âûïîëíåíî ñðàâíåíèå aλ(r) =

1 (mod r).

Äèñêðåòíûé ëîãàðèôì ïî ñîñòîâíîìó ìîäóëþ(â êîíå÷íûõ êîëüöàõ).

Îïðåäåëåíèå 2.2. Ïóñòü r ∈ Z>1, a ∈ Z, (a, r) = 1. ×àñòíîå Ôåðìà Q(a, r)

îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

Q (a, r) ≡ aλ(r)−1

r
(mod r)

çäåñü aλ(r)−1

r îáîçíà÷àåò ðåçóëüòàò äåëåíèÿ aλ(r)−1 íà r â êîëüöå Z.

Ëåììà 2.1. Ïóñòü a, b ∈ Z, (a, r) = (b, r) = 1. Òîãäà

Q (ab, r) = Q (a, r) +Q (b, r) (mod r)

Ëåììà 2.2. ×èñëî R = r2

(λ(r),r)ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäîì Q(r, x).

Òåîðåìà 2.1 Ïóñòü p � íå÷åòíîå ïðîñòîå ÷èñëî, α ∈ Z>2,m = pα. Ïóñòü

g ∈ Z, g (mod m) �ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ m, b ∈ Z, (b, p) = 1.

Îáîçíà÷èì x = [logb]α ∈ Z/ϕ (pα)Z � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ gx ≡ b (mod m).

Òîãäà [logb]α åñòü åäèíñòâåííîå ïî ìîäóëþ ϕ (pα) ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèéQ
(
g, pα−1

)
x ≡ Q

(
b, pα−1

) (
modpα−1

)
x = [logb]1 (mod p− 1) .

ãäå [logb]1 îçíà÷àåò ðåøåíèå óðàâíåíèÿ g
y ≡ b (mod p).

Òåîðåìà 2.2 Ïóñòü m = 2α, ãäå α ∈ Z>5. Ïóñòü b ∈ Z, b íå÷åòíî,

b ≡ (−1)k0 5k1 (mod2α)

ãäå k0 = 0 ïðè b ≡ 1 (mod 4) , k0 = 1 ïðè b = 3 (mod 4) è 0 6 k1 6 2α−2 −
1. Ïîëîæèì [logb]α = k1. Òîãäà [logb]α åñòü åäèíñòâåííîå ïî ìîäóëþ 2α−2

ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

xQ
(
5, 2α−2

)
≡ Q

(
b, 2α−2

) (
mod 2α−2

)
6



Ëåììà 2.4. Ïóñòü q �íå÷åòíîå ïðîñòîå ÷èñëî, q− 1 =
∏n

j=1 p
αj
j ðàçëîæå-

íèå q−1 íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè. Ïóñòü u ∈ N, a, b ∈ (Z/quZ)∗ , a 6≡ (mod qu).

Ïóñòü òàêæå g�ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ qu. Òîãäà âûïîëíåíû ñëå-

äóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

à) Åñëè

ord (a (mod qu)) = qu−1−β0
n∏
j=1

p
αj−βj
j , ãäåβj ∈ Z>0

òî

a ≡ gq
ξ0
∏n
j=1 p

ξj∗l
j (mod qu)

ãäå 0 < l < φ (qu). Ïðè ýòîì, åñëè u > 1 è β0 < u− 1 èëè åñëè u = 1, òî

q - l; åñëè j > 0 è βi < αi, , òî pj - l .
á) Ñðàâíåíèå ax ≡ b (mod qu) ðàçðåøèìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ord (b (mod qu)) äåëèò ord(a (mod qu)).

Ëåììà 2.6.

à) Íàéäåòñÿ ìíîãî÷ëåí g1 (x) (ðàâíûé ëèáî g (x) , ëèáî g (x)+f (x)), òàêîé,

÷òî deg g1 (x) < n è g1 (x)
pn−1 6≡

(
mod f 2

)
.

á) Åñëè h = h (x) ∈ Z/pZ, f - h, òî ïðè âñåõ j > 0

hp
j

(pn − 1) ≡ 1
(
mod f p

j
)

â) Åñëè j > 1, pj−1 < k 6 pj, òî ïîðÿäîê ,ëþáîãî îáðàòèìîãî ïî óìíîæå-

íèþ ýëåìåíòà êîëüöà Rn äåëèò p
j (pn − 1), è ñóùåñòâóåò ýëåìåíò òàêîãî

ïîðÿäêà.

Ëåììà 2.7. Ïóñòü k > 1. Òîãäà |Rk| = pnk, |R∗k| = pn(k−1) (pn − 1) Äà-

ëåå, ïðè pj−1 < k 6 pj ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå R∗k â ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå

öèêëè÷åñêèõ ãðóïï

R∗k = 〈ξk,0〉pn−1 × 〈ξk,1〉plk,1 × ... 〈ξk,sk〉plk,sk

ãäå lk,1 + . . .+ lk,sk = n (k − 1) è j = lk,1 > lk,2...lk,sk Â ÷àñòíîñòè, ïðè 1 < k 6

p, sk = n(k − 1) è

R∗k = 〈ξk,0〉pn−1 × 〈ξk,1〉p × ...
〈
ξk,n(k−1)

〉
p
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Òåîðåìà 2.5. Ïóñòü p/2 < k 6 p, ýììåíòû h1, h2 ãðóïïû R
∗
k èìåþò ïîðÿäîê

p. Ïóñòü (ïî ëåììå 2.7)

h1 ≡ 1 + a (x) f (x) + ...+ ak−1 (x) f (x)
k−1 (mod fk) ,

h2 ≡ 1 + b (x) f (x) + ...+ bk−1 (x) f (x)
k−1 (mod fk) .

deg ai, deg bi < n. Åñëè b (x) 6= 0 è óðàâíåíèå h1 = hy2 ðàçðåøèìî, òî y1 ≡(
a1 (x) b1 (x)

−1
)p

(mod f (x))

Òåîðåìà 2.6. Ïóñòü p/2 < k 6 p. Ïóñòü h1, h2 ∈ R∗k, ïîðÿäîê h1 ðàâåí pd1,
ïîðÿäîê h2 ðàâåí pd2, è d1|d2,è d2|pn − 1,çíà÷èò d1|pn − 1. Ïóñòü (ïî ëåììå

2.3)

hp
n−1

1 ≡ 1 + a1 (x) f (x) + ...+ ak−1 (x) f
k−1 (x)

(
mod fk

)
hp

n−1
2 ≡ 1 + b1 (x) f (x) + ...+ bk−1 (x) f

k−1 (x)
(
mod fk

)
deg ai, deg bi < n è b1 (x) 6= 0 ,òî

à) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàéäåòñÿ y0 ∈ Z/pZ êîòîðîãî âûïîëíåíî ñðàâíåíèå

y0 ≡
(
a1b1

−1)p (mod f (x)). Åñëè
hp

n−1
1 ≡

(
hp

n−1
2

)y0
òî óðàâíåíèå h1 = hy2 ðàçðåøèìî

á) Åñëè êëàññ âû÷åòîâ (a1b
−1
1

p)(mod f(x)) íå ñîäåðæèò ýëåìåíòà y0 ∈
Z/pZ, èì îí ñîäåðæèò y0 ∈ Z/pZ, íî hp

n−1
1 6= (hpn−12 )y0 òî óðàâíåíèå

h1 = hy2 íåðàçðåøèìî.

Àëãîðèòì ðåøåòà ÷èñëîâîãî ïîëÿ Ðàññìîòðèì óðàâíåíèÿ

ax ≡ b (mod p) (3.1)

ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî; ñëîæíîñòü àëãîðèòìà ñîñòàâëÿåò ýâðèñòè÷åñêè

Lp

[
1
3 , 3

2
3

]
àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé.

Ñõåìà àëãîðèòìà. 1 ýòàï. Íà ýòîì ýòàïå ìû ñâîäèì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

(3.1) ê ðåøåíèþ óðàâíåíèé

ax ≡ s(mod p)
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ãäå s� íåêîòîðîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî äîñòàòî÷íî ìàëûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

Ãðóáî ãîâîðÿ, ìû èùåì îäíî z ∈ N , òàêîå, ÷òî

az · b ≡
∏
j

sj (mod p)

ãäå sj� íå î÷åíü áîëüøèå ïðîñòûå ÷èñëà, ñêàæåì, sj 6 Lp
[
2
3 , const

]
. Ôàê-

òîðèçàöèþ az · b ≡ (mod p) ìû ìîæåì ïðîâîäèòü ìåòîäîé ýëëèïòè÷åñêèõ

êðèâûõ Ëåíñòðû. Òîãäà s = {sj} , logab ≡ −z +
∑

j logasj(mod p− 1).

2 ýòàï. Ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîé òåõíèêè ìû âûáèðàåì äâà ìíîãî÷ëåíà

g1(x), g2(x) ∈ Z [x] , deg gi = n, i = 1, 2, èìåþùèõ îáùèé êîðåíü m(mod p).

Ìû îáîçíà÷àåì äëÿ j = 1, 2:

αj ∈ C � ôèêñèðîâàííûé êîðåíü gj(x), hj ∈ N �ñòàðøèé êîýôôèöèåíò

gj(x), Kj ∈ Q(αj),Oj = ZKj
� êîëüöî öåëûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë ïîëÿ Kj.

à) ni = 2; g1(x) � íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí âòîðîé ñòåïåíè; ïîëå Ê- åñòü

ìíèìîå êâàäðàòè÷íîå îäíîêëàññíîå ïîëå;

á) n2 = 1; g2(x) � ëèíåéíûé ìíîãî÷ëåí âèäà Ux + V, U, V ∈ Z;
3 ýòàï. (Âûáîð ôàêòîðíîé áàçû.) Äëÿ j = 1, 2, ìû íàõîäèì ôàêòîðíûå

áàçû

Fj = {℘|℘− ïðîñòûå èäåàëû Oj, Norm ℘ < Bj} ∪ {hj}

Çäåñü Bj � íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå, ñóáýêñïîíåíöèàëüíî çàâèñÿùèå îò p.

4 ýòàï. Ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîãî ïðîñåèâàíèÿ ìû íàõîäèì ìíîæåñòâî ïàð

C = {(c, d)} ∈ Z2 òàêîå, ÷òî äëÿ i = 1, 2, èäåàëû (hi(c + dαi)) â êîëüöå Oj,
ãëàäêè ïî îòíîøåíèþ ê ôàêòîðíîé áàçå Fj Ïðè ýòîì ìíîæåñòâî C äîëæíî

áûòü äîñòàòî÷íî âåëèêî,|C| > |F1|+ |F2|.
5 ýòàï. Äëÿ êàæäîãî s ∈ S ìû íàõîäèì ñïåöèàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ. Äëÿ

êàæäîãî ïðîñòîãî èäåàëà ℘ ∈ O1, ëåæàùåãî íàä s, ìû íàõîäèì ïàðó ÷èñåë

c, d òàêóþ, ÷òî èäåàë (h1(c + dα))/℘1 ãëàäîê ïî îòíîøåíèþ ê F1 è èäåàë

(h2(c+ dα2)) ãëàäîê ïî îòíîøåíèþ ê F2

6 ýòàï. Äëÿ êàæäîãî áîëüøîãî ïðîñòîãî ÷èñëà q, äåëÿùåãî p − 1 (ìû

ñ÷èòàåì, ÷òî ôàêòîðèçàöèÿ p− 1 íàì èçâåñòíà), äåëàåì ñëåäóþùåå.

à) Âû÷èñëÿåì òàê íàçûâàåìûå àääèòèâíûå õàðàêòåðû Øèðîêàóåðà (îïðå-

äåëåíèå ñì. íèæå) îò ýëåìåíòîâ (hj(c+ dαj)), j = 1, 2, (c, d) ∈ C
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á) Íàõîäèì ìàòðèöó A ñ ýëåìåíòàìè èç ïîëÿ Z/qZ. Åå ñòîëáöû ñîñòîÿò

èç âåêòîðîâ ïîêàçàòåëåé â ðàçëîæåíèè (hj(c+dαj)) íà ïðîñòûå èäåàëû

è èç çíà÷åíèé àääèòèâíûõ õàðàêòåðîâ.

â) Ïóòåì ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé AX ≡ 0(mod q) íàõîäèì

ýëåìåíòû γi = Oi, i = 1, 2, òàêèå, ÷òî γi = δqi , δ
q
i ∈ Oi, i = 1, 2,

ã) Ñ ïîìîùüþ êîëüöåâûõ ýíäîìîðôèçìîâ

ϕj : Z [hjαj]→ Z/pZ, ϕj (hjαj) ≡ hjm (mod p) , j = 1, 2

ìû ïåðåõîäèì îò q-x ñòåïåíåé â êîëüöàõ Oj, ê öåëûì ÷èñëàì è íàõîäèì

k, l ∈ Z òàêèå, ÷òî akbl ≡ dp(mod p). Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî k + lx ≡
0(mod q), ãäå x(mod p−1)� ðåøåíèå (3.1). Îòñþäà ìû íàõîäèì çíà÷åíèå

x(mod q).

7 ýòàï. Íà 6 ýòàïå ìû íàøëè çíà÷åíèå x(mod q) äëÿ áîëüøèõ ïðîñòûõ

äåëèòåëåé q ÷èñëà p − 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî p − 1 íå äåëèòñÿ íà êâàäðàò

áîëüøîãî ïðîñòîãî ÷èñëà. Òîãäà íåäîñòàþùèå çíà÷åíèÿ x(mod qαq), ãäå q �

íåáîëüøèå ïðîñòûå ÷èñëà qαq | p− 1, ìû íàéäåì ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà Ïîëè-

ãà� Õåëëìàíà. Çàòåì ñ ïîìîùüþ êèòàéñêîé òåîðåìû îá îñòàòêàõ ìû íàéäåì

èñêîìîå çíà÷åíèå x(mod p− 1).

ρ ìåòîä Ïîëàðäà Ìû õîòèì ðåøèòü óðàâíåíèå ax ≡ b (mod p). Äëÿ ýòîãî

ðàññìîòðèì òðè ÷èñëîâûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{ui} , {vi} , {zi} , i = 0, 1, 2, 3, ...

îïðåäåëåííûå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

u0 = v0 = 0, z0 = 1

ui+1 =


ui + 1(mod p− 1), åñëè 0 < zi <

p
3 ,

2ui(mod p− 1), åñëè p
3 < zi <

2
3p

ui(mod p− 1), åñëè 2
3pzi < p.
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vi+1 =


vi + 1(mod p− 1), åñëè 0 < zi <

p
3 ,

2vi(mod p− 1), åñëè p
3 < zi <

2
3p

vi(mod p− 1), åñëè 2
3pzi < p.

zi+1 ≡ bui+1avi+1(mod p− 1)

Çäåñü ïîä c(mod p) ìû ïîíèìàåì íàèìåíüøèé íåîòðèöàòåëüíûé âû÷åò â äàí-

íîì êëàññå âû÷åòîâ.

Äàëåå ìû ðàññìàòðèâàåì íàáîðû (zi, ui, vi, z2i, u2i, v2i), i = 1, 2, 3, ..., è

èùåì íîìåð i, äëÿ êîòîðîãî zi = z2i. Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî

bu2i−ui ≡ av2i−vi(mod p)

Åñëè îêàæåòñÿ, ÷òî (u2i − ui, p− 1) = 1, òî ïðè l ∈ Z, l(u2i − ui) ≡ 1(mod p)

ìû ïîëó÷èì

b ≡ al(vi−v2i)(mod p)

îòêóäà èñêîìûé x ðàâåí logab ≡ l(vi − v2i) ≡ 1(mod p − 1). Ýâðèñòè÷åñêàÿ

îöåíêà ñëîæíîñòè ìåòîäà ñîñòàâëÿåò O(p
1
2 ) îïåðàöèé.

Çàêëþ÷åíèå Â õîäå âûïîëíåíèÿ äèïëîìíîé ðàáîòû áûëè èçó÷åíû ìàòå-

ðèàëû ïî òåìå ¾Äèñêðåòíûé ëîãàðèôì è åãî ïðèìåíåíèå â êðèïòîãðàôèè¿ è

ðåøåíà íàìå÷åííàÿ öåëü � èçó÷åíèå àëãîðèòìîâ âû÷èñëåíèÿ äèñêðåòíîãî ëî-

ãàðèôìà è âû÷èñëåíèå ñ ïîìîùüþ ýòèõ àëãîðèòìîâ äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìà.

Äëÿ äîñòèæåíèÿ ýòîé öåëè, ìíîé â õîäå âûïîëíåíèÿ ðàáîòû áûëè ðåøåíû

ñëåäóþùèå çàäà÷è:

1. Îïðåäåëåíû àëãîðèòìû äëÿ âû÷èñëåíèÿ äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìà, ìàê-

ñèìàëüíî ïîëíî ïîêðûâàþùèé òåìó ¾Äèñêðåòíûé ëîãàðèôì è åãî ïðèìåíå-

íèå â êðèïòîãðàôèè¿

2. Ïîäðîáíî ðàçîáðàíû ïðèìåðû âû÷èñëåíèÿ äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìà ïî

âûáðàííûì àëãîðèòìàì.

3. Ïîëó÷åíû îöåíêè ñëîæíîñòè ðàçëè÷íûõ òåîðåòèêî-÷èñëîâûõ àëãîðèò-

ìîâ â çàäà÷å äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ.
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