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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Öåëüþ áàêàëàâðñêîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ

ζ-ôóíêöèè Ðèìàíà è L-ôóíêöèè Äèðèõëå.

Áåðíãàðä Ðèìàí(1826-1866)-îäèí èç êðóïíåéøèõ íåìåöêèõ ìàòåìàòè-

êîâ XIX âåêà, îñòàâèâøèé ôóíäàìåíòàëüíûå ðàáîòû â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ

ìàòåìàòèêè è åå ïðèëîæåíèé. Îñîáåííî áîëüøîå çíà÷åíèå èìåþò åãî ðàáîòû

ïî òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî è ïî òåîðèè ðÿäîâ. Ìåìóàð

Ðèìàíà ¾Î ÷èñëå ïðîñòûõ ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ äàííîé âåëè÷èíû¿ ÿâëÿ-

åòñÿ îñíîâîé âñåãî äàëüíåéøåãî ðàçâèòèÿ ñîâðåìåííîé òåîðèè ïðîñòûõ ÷èñåë.

Â ýòîì ìåìóàðå Ðèìàí ðàññìàòðèâàåò äçåòó-ôóíêöèþ ζ(s) =
∞∑
n=1

1
ns ñíà÷àëà

äëÿ êîìïëåêñíûõ çíà÷åíèé s = σ + it, òàêèõ, ÷òî σ > 1, à çàòåì àíàëèòè÷å-

ñêè ïðîäîëæàåò åå íà âñþ êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü. Îí óñòàíàâëèâàåò îñíîâ-

íûå ñâîéñòâà ýòîé ôóíêöèè, â òîì ÷èñëå ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå, äàþùåå

íåïîñðåäñòâåííóþ ñâÿçü ìåæäó ζ(s) è ζ(1 − s). Ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå
äëÿ ζ(s) ïîêàçûâàåò ñâîåãî ðîäà ñèììåòðèþ ýòîé ôóíêöèè îòíîñèòåëüíî ïðÿ-

ìîé σ = 1
2 . Ðèìàí óñòàíîâèë ñâÿçü ìåæäó ïîâåäåíèåì ζ(s) â òàê íàçûâàåìîé

êðèòè÷åñêîé ïîëîñå 0 6 σ 6 1 è ðàñïðåäåëåíèåì ïðîñòûõ ÷èñåë. Ðèìàí âû-

ñêàçàë ãèïîòåçó, ÷òî â ýòîé ïîëîñå âñå íóëè ζ(s) ëåæàò íà ïðÿìîé σ = 1
2 .

Åñòü âñå îñíîâàíèÿ ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ýòà ãèïîòåçà Ðèìàíà âåðíà, îäíàêî äî-

êàçàòü åå íå óäàëîñü. Äîêàçàòåëüñòâî ãèïîòåçû Ðèìàíà äàëî áû âîçìîæíîñòü

ðåøèòü ðÿä âàæíûõ ïðîáëåì, âîçíèêàþùèõ ïðè èçó÷åíèè ïðîñòûõ ÷èñåë.

Ðàáîòà ñîñòîèò èç òðåõ ðàçäåëîâ.

Â ïåðâîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ ζ-ôóíêöèÿ Ðèìàíà, îïðåäåëåíèÿ è

ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà. Ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå ζ-ôóíêöèè, ïðèáëèæåííîå

ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå ζ-ôóíêöèè.

Âî âòîðîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ L-ôóíêöèÿ Äèðèõëå è åå ñâîéñòâà,

îïðåäåëåíèå L-ôóíêöèè è èõ ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà.

Â òðåòüåì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå L-

ôóíêöèè Äèðèõëå, ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå L-ôóíêöèè, ìåòîä ðåäóêöèè

ê ñòåïåííûì ðÿäàì â òåîðèè L-ôóíêöèè ÷èñëîâûõ ïîëåé.

2



Êðàòêîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû:

Ðàçäåë 1. Ïåðâûé ïîäðàçäåë ïîñâÿùåí àíàëèòè÷åñêîìó ïðîäîëæåíèþ

äçåòà-ôóíêöèè. Âíà÷àëå ââîäèòñÿ ïîíÿòèå äçåòà-ôóíêöèè Ðèìàíà

Îïðåäåëåíèå 1.1 Ïðè Res = σ > 1, äçåòà-ôóíêöèÿ Ðèìàíà çàäàåòñÿ

ðàâåíñòâîì

ζ(s) =
∞∑
n=1

1

ns
.

Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ζ(s)-àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â ïîëóïëîñêîñòè

Res > 1. È äîêàçûâàåòñÿ ôîðìóëà Ýéëåðà.

Ëåììà 1.1 (ôîðìóëà èëè òîæäåñòâî Ýéëåðà). Ïðè Res > 1 ñïðàâåäëèâî

ðàâåíñòâî

ζ(s) =
∏
p

(
1− 1

ps

)−1

.

Äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ äîêàçûâàåòñÿ

Òåîðåìà 1.1 (ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå äçåòà-ôóíêöèè). Èìååò ìåñòî

ðàâåíñòâî

π−
s
2Γ
(s

2

)
ζ(s) = π

−(1−s)
2 Γ

(
1− s

2

)
ζ(1− s)

î òîì, ÷òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå äçåòà-

ôóíêöèè Ðèìàíà.

Âî âòîðîì ïîäðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå

äçåòà-ôóíêöèè Ðèìàíà. Äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà Ýéëåðà ñ ïîìîùüþ ïðåîáðà-

çîâàíèÿ Àáåëÿ.

Òåîðåìà 1.2 (ôîðìóëà ñóììèðîâàíèÿ Ýéëåðà). Ïóñòü f ∈ C2[a, b]. Òîãäà

èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

∑
a<n6b

f(n) =

b∫
a

f(x)dx+ %(b)f(b)− %(a)f(a)+

+σ(a)f ′(a)− σ(b)f ′(b) +

b∫
a

σ(x)f ′′(x)dx.
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Òåïåðü ïåðåõîäèì ê äîêàçàòåëüñòâó ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ äçåòà-

ôóíêöèè Ðèìàíà, êîòîðàÿ ïðîäîëæàåòñÿ àíàëèòè÷åñêè íà âñþ êîìïëåêñíóþ

ïëîñêîñòü, çà èñêëþ÷åíèåì òî÷êè s = 1 è óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó:

π−
s
2Γ
(s

2

)
ζ(s) = π−

1−s
2 Γ

(
1− s

2

)
ζ(1− s).

Ðàçäåë 2. Ïîëíîñòüþ ïîñâåùèíà L-ôóíêöèè Äèðèõëå è åå ñâîéñòâàì.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ îñíîâíîå îïðåäåëåíèå L-ðÿäà íàçûâàåòñÿ ðÿä

L = L(s, χ) =
∞∑
n=1

χ(n)

ns
, Res > 1.

Ââèäó òîãî, ÷òî |χ(n)| 6 1, ñëåäóåò àíàëèòè÷íîñòü L(s, χ) â ïîëóïëîñêî-

ñòè Res > 1. Äëÿ L(s, χ) èìååò ìåñòî àíàëîã ôîðìóëû Ýéëåðà (ýéëåðîâñêîå

ïðîèçâåäåíèå), îòñþäà ñëåäóåò.

Ëåììà 2.1 Ïðè Res > 1 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

L(s, χ) =
∏
p

(
1− χ(p)

ps

)−1

(1)

è

Ëåììà 2.2 Ïóñòü χ(n) = χ0(n) ïî ìîäóëþ k. Òîãäà ïðè Res > 1

L(s, χ0) = ζ(s)
∏
p�k

(
1− 1

ps

)
.

Åñëè õàðàêòåð χ(n) ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíûì, à χ1(n)− ïðèìèòèâíûì õàðàê-

òåðîì ïî ìîäóëþ k1, k1|k, òî L(s, χ) ëèøü ïðîñòûì ìíîæèòåëåì îòëè÷àåòñÿ

îò L(s, χ1). Ñëåäóåò

Ëåììà 2.3 Ïóñòü χ1−ïðèìèòèâíûé õàðàêòåð ïî ìîäóëþ k1 è

χ−èíäóöèðîâàííûé χ1 ïðîèçâîäíûé õàðàêòåð ïî ìîäóëþ k, k1 6= k. Òîãäà

ïðè Res > 1

L(s, χ) = L(s, χ1)
∏
p�k
p×k1

(
1− χ1(p)

ps

)
,
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êîòîðàÿ ãëàñèò: ïóñòü χ1− ïðèìèòèâíûé õàðàêòåð ïî ìîäóëþ k1 è

χ−èíäóöèðîâàííûé χ1 ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíûì õàðàêòåðîì ïî ìîäóëþ

k, k1 6= k. Òîãäà ïðè Res > 1

L(s, χ) = L(s, χ1)
∏
p�k
p∗k1

(
1− χ1(p)

ps

)
.

Ëåììà 2.4 Ïóñòü χ 6= χ0; òîãäà ïðè Res > 0 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

L(s, χ) = s

∞∫
1

S(x)x−s−1dx, (2)

ãäå

S(x) =
∑
n6x

χ(n).

Â çàêëþ÷åíèè äàííîãî ðàçäåëà ðàññìàòðèâàåòñÿ òåîðåìà: ïðè 1
2 6 σ 6 1

èìååò ìåñòî îöåíêà

N(σ, T ) 6 cT 4σ(1−σ)(log T )12.

V ñ b = 1 + 1
lnx , α = 1, T > 2, áóäåì èìåòü

ψ(x, χ) =
∑
n6x

Λ(n)χ(n) =
1

2πi

b+iT∫
b−iT

(
−L

′(s, χ)

L(s, χ)

)
xs

s
ds+O

(
x ln2 x

T

)
; (3)

äàëåå, ïðè (k, l) = 1

ψ(x; k, l) =
1

ϕ(k)

∑
χmodk

ψ(x, χ)χ̄(l).

Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû çíàòü ïîâåäåíèå ψ(x; k, l), íàäî çíàòü ïîâåäåíèå

ψ(x, χ) ïðè âñåõ χ ïî ìîäóëþ k, òî åñòü íàäî çíàòü ïîâåäåíèå èíòåãðàëà

â ζ(s)MX(s) = Φ(s) + R(s), à ÷òîáû èññëåäîâàòü èíòåãðàë â ζ(s)MX(s) =

Φ(s) +R(s), íàäî îá L(s, χ) èìåòü òå æå ñâåäåíèÿ, ÷òî è î äçåòà-ôóíêöèè.

Ðàçäåë 3. Çäåñü ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå L-

ôóíêöèè Äèðèõëå. Äàííûé ðàçäåë ðàçäåëåí íà äâà ïîðàãðîôà: ôóíêöèî-
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íàëüíîå óðàâíåíèå L-ôóíêöèè è ìåòîä ðåäóêöèè ê ñòåïåííûì ðÿäàì â òåîðèè

L-ôóíêöèè ÷èñëîâûõ ïîëåé.

Ëåììà 3.1 Ïóñòü χ1-ïðèìèòèâíûé õàðàêòåð ïî ìîäóëþ k1 è χ-

èíäóöèðîâàííûé χ1 ïðîèçâîäíûé õàðàêòåð ïî ìîäóëþ k, k1 6= k. Òîãäà ïðè

Res > 1

L(s, χ) = L(s, χ1)
∏
p�k
p×k1

(
1− χ1(p)

ps

)
.

Òåîðåìà 3.1 (ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå).

Ïóñòü χ-ïðèìèòèâíûé õàðàêòåð ïî ìîäóëþ k,

δ =

0, åñëè χ(−1) = +1;

1, åñëè χ(−1) = −1;.

ξ(s, χ) =
(π
k

)−(s+δ)/2

Γ

(
s+ δ

2

)
L(s, χ).

Òîãäà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

ξ(1− s, χ̄) =
iδ
√
k

τ(χ)
ξ(s, χ). (4)

Â ïåðâîì ïîäðàçäåëå äàêàçûâàåòñÿ ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå è òåîðåìà

î ñðåäíåì Âèíîãðàäîâà ïîëó÷èë: ïóñòü τ > 0-öåëîå, k > nτ, P > 1. Òîãäà

J = Jk(P ) = Jk,n(P ) 6 Dτ ∗ P 2k−∆(τ),

ãäå

∆(τ) =
n(n+ 1)

2

(
1−

(
1− 1

n

)τ)
,

Dτ = (nτ)6nτ(2n)4n(n+1)τ .

Èç ýòîé òåîðåìû âûâîäèòñÿ ñëåäñòâèå: ξ(s, χ)−öåëàÿ ôóíêöèÿ; åñëè

χ(−1) = +1,
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òî åäèíñòâåííûìè íóëÿìè L(s, χ) ïðè Res 6 0 ÿâëÿþòñÿ ïîëþñû Γ
(
s
2

)
, òî

åñòü òî÷êè s = −1,−3,−5, . . . .

Âî âòîðîì ïîäðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ ðÿä Äèðèõëå

f(s) =
∞∑
n=1

an
ns
, lim
n→∞

n
√
an = 1, s = σ + it

è ñîîòâåòñòâóþùèé åìó (ñ òåìè æå êîýôôèöèåíòàìè) ñòåïåííîé ðÿä

g(z) =
∞∑
n=1

anz
n.

Èçâåñòíî, ÷òî ïîâåäåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî ñòåïåííîãî ðÿäà

g(z) =
∞∑
n=1

anz
n.

íà ãðàíèöå êðóãà ñõîäèìîñòè ïîçâîëÿåò ñóäèòü î íåêîòîðûõ àíàëèòè÷åñêèõ

ñâîéñòâàõ ðÿäîâ Äèðèõëå

f(s) =
∞∑
n=1

an
ns
, lim
n→∞

n
√
an = 1, s = σ + it.

Íóæíî ñêàçàòü, ÷òî äëÿ îïðåäåëåííûõ êëàññîâ ñòåïåííûõ ðÿäîâ, íàïðèìåð

ðÿäîâ ñ êîíå÷íîçíà÷íûìè êîýôôèöèåíòàìè è ðÿäîâ ñ öåëûìè êîýôôèöèåí-

òàìè, çàäà÷à èõ ïîâåäåíèÿ íà ãðàíèöå ñõîäèìîñòè äîñòàòî÷íî õîðîøî èçó-

÷èíà è ýòî ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü íîâûå ðåçóëüòàòû îòíîñèòåëüíî àíàëèòè÷å-

ñêèõ ñâîéñòâ ñîîòâåòñòâóþùèõ ðÿäîâ Äèðèõëå. Òàêîé ìåòîä èññëåäîâàíèÿ

àíàëèòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ðÿäîâ Äèðèõëå ïîëó÷èë íàçâàíèå ìåòîäà ðåäóêöèè ê

ñòåïåííûì ðÿäàì.

Ýòîò ìåòîä íàøåë ïðèìåíåíèå â òåîðèè L-ôóíêöèé ÷èñëîâûõ ïîëåé ïðè

ðåøåííèè çàäà÷, êîòîðûå íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçàíû ñ èçó÷åíèåì àíàëèòè÷å-

ñêèõ ñâîéñòâ êîíêðåòíûõ ðÿäîâ Äèðèõëå. Áîëåå òîãî, ýòîò ìåòîä ïîçâîëèë

ïîëó÷èòü íîâûå ðåçóëüòàòû â òåîðèè êëàññè÷åñêèõ L-ôóíêöèé Äèðèõëå (ñ

÷èñëîâûìè õàðàêòåðàìè Äèðèõëå). Â êëàññå Ýëåðîâûõ ïðîèçâåäåíèé ñ êî-

íå÷íîçíûìè êîýôôèöèåíòàìè êëàññè÷åñêèå L-ôóíêöèè Äèðèõëå îïðåäåëÿ-
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þòñÿ êàê ìåðîìîðôíûå ôóíêöèè ñ åäèíñòâåííî âîçìîæíûì ïîëþñîì â òî÷êå

s = 1 è ñ îïðåäåëåííûì óñëîâèåì ðîñòà ìîäóëÿ âäîëü ìíèìîé îñè êîìïëåêñ-

íîé ïëîñêîñòè.

Êëàññè÷åñêèå L-ôóíêöèè Äèðèõëå äîïóñêàþò ¾õîðîøóþ¿ àïïðîêñèìàöèþ

â ëþáîì ïðÿìîóãîëüíèêå êðèòè÷åñêîé îáëàñòè ïîëèíîìàìè Äèðèõëå ñ âïîëíå

îïðåäåëåííûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Ýòîò ìåòîä ïîçâîëèë ïîëó÷èòü íîâûå ðåçóëüòàòû â òåîðèè L-ôóíêöèé

Äèðèõëå ÷èñëîâûõ ïîëåé, à òàêæå ïîëó÷åíî ÷àñòè÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è

Þ.Â.Ëèííèêà î öåëîñòíîñòè ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ L-ôóíêöèé Äè-

ðèõëå ÷èñëîâûõ ïîëåé. Äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ.

Òåîðåìà 3.3 Ðÿä Äèðèõëå

f(s) =
∞∑
n=1

an
ns
, s = σ + it, lim n

√
|an| = 1, (5)

òîãäà è òîëüêî òîãäà îïðåäåëÿåò öåëóþ ôóíêöèþ, ïîðÿäîê ðîñòà ìîäóëÿ êî-

òîðîé óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (3.8), êîãäà ñîîòâåòñòâóþùèé ñòåïåííîé ðÿä

g(z) =
∞∑
n=1

anz
n

îïðåäåëÿåò ôóíêöèþ, ðåãóëÿðíóþ â òî÷êå z = 1.

Â êîòîðîé ñêàçàííî, ÷òî êëàññè÷åñêèå L-ôóíêöèè Äèðèõëå ñ íåãëàâíûìè

õàðàêòåðàìè â êëàññå ýéëåðîâûõ ïðîèçâåäåíèé ñ êîíå÷íîçíà÷íûìè êîýôôè-

öèåíòàìè îïðåäåëÿþòñÿ êàê öåëûå ôóíêöèè, ïîðÿäîê ðîñòà ìîäóëÿ êîòîðûõ

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ïðè σ < 0 |f(s)| < e|s| ln |s|+A|s|, s = σ + it, ãäå À-

íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà.

Îòìåòèì, ÷òî ñóùåñòâåííûì ìîìåíòîì ïðè äîêàçàòåëüñòâå ýòîãî óòâåð-

æäåíèÿ ÿâèëñÿ òîò ôàêò, ÷òî ïðè óñëîâèÿõ òåîðåìû ñîîòâåòñòâóþùèå ñòåïåí-

íûå ðÿäû îïðåäåëÿþò ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè, ïîëþñà êîòîðûõ ðàñïîëàãà-

þòñÿ â òî÷êàõ åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè, ñîîòâåòñòâóþùèõ êîðíÿì èç åäèíèöû,

êðîìå òî÷êè z = 1.

Â äàííîì ðàçäåëå, ïðåæäå âñåãî, ìû ïîëó÷èì íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå

óñëîâèÿ íà ðÿäû Äèðèõëå, âûðàæåííûå â òåðìèíàõ ãðàíè÷íûõ ñâîéñòâ ñîîò-
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âåòñòâóþùèõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ, ïðè êîòîðûõ òàêèå ðÿäû îïðåäåëÿþò öåëûå

ôóíêöèè, ïîðÿäîêðîñòà ìîäóëÿ êîòîðûõ â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè óäîâëåòâîðÿ-

åò óñëîâèþ

f(s) =
∞∑
n=1

an
ns
, lim
n→∞

n
√
an = 1, s = σ + it,

êîòîðîå â îòëè÷èå îò òåîðåììû 3.3 íå òðåáóåò êîíå÷íîçíà÷íîñòè êîýôôèöè-

åíòîâ.

Òåîðåìà 3.4 (Ðÿä Äèðèõëå)

f(s) =
∞∑
n=1

an
ns
, s = σ + it, lim n

√
|an| = 1,

òîãäà è òîëüêî òîãäà îïðåäåëÿåò öåëóþ ôóíêöèþ, ïîðÿäîê ðîñòà ìîäóëÿ êî-

òîðîé óäîëåòâîðÿåò óñëîâèþ |f(s)| < e|s| ln |s|+A|s|, s = σ + it, êîãäà ñîîòâåò-

ñòâóþùèé ñòåïåííîé ðÿä

g(z) =
∞∑
n=1

anz
n

îïðåäåëÿåò ôóíêöèþ, ðåãóëÿðíóþ â òî÷êå z = 1.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòüñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà 3.4 â

êîòîðîé ñêàçàííî, ÷òî åñëè ðÿä Äèðèõëå âèäà:

|f(s)| < e|s| ln |s|+A|s|, s = σ + it,

ïðè óñëîâèè σ < −σ0 îïðåäåëÿåò ìåðîìîðôíóþ ôóíêöèþ ñ åäèíñòâåííî âîç-

ìîæíûì ïðîñòûì ïîëþñîì â òî÷êå s = 1, òî äëÿ ëþáîãî 0 < ρ < e−(A+1) äëÿ

ôóíêöèè f(s) ∗ Γ(s) èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå

f(s) ∗ Γ(s) = Φρ(s) + ρs ∗
∞∑

k=−1

αkρ
k

k + s
,

ãäå Φρ(s)−öåëàÿ ôóíêöèÿ è αk = Ress=−k(f(s) ∗ Γ(s)).
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ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Êàê ôóíêöèÿ âåùåñòâåííîé ïåðåìåííîé äçåòà-ôóíêöèÿ áûëà ââåäåíà â 1737

ãîäó Ýéëåðîì, êîòîðûé è óêàçàë å¼ ðàçëîæåíèå â ïðîèçâåäåíèå. Çàòåì ýòà

ôóíêöèÿ ðàññìàòðèâàëàñü Äèðèõëå è, îñîáåííî óñïåøíî, ×åáûø¼âûì ïðè

èçó÷åíèè çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîñòûõ ÷èñåë. Îäíàêî íàèáîëåå ãëóáîêèå

ñâîéñòâà äçåòà-ôóíêöèè áûëè îáíàðóæåíû ïîçäíåå, ïîñëå ðàáîòû Ðèìàíà

(1859), ãäå äçåòà-ôóíêöèÿ ðàññìàòðèâàëàñü êàê ôóíêöèÿ êîìïëåêñíîãî ïåðå-

ìåííîãî. L-ôóíêöèÿ Äèðèõëå, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãëàâíîìó õàðàêòåðó ïî ìî-

äîëþ k, ñâÿçàíà ñ ζ-ôóíêöèåé Ðèìàíà ôîðìóëîé

Lx0(s) = ζ(s)
∏
p|k

(
1− 1

ps

)−1

.

Ýòà ôîðìóëà îáóñëîâëèâàåò ìíîãî÷èñëåííûå ïðèìåíåíèÿ L-ôóíêöèé â òåî-

ðèè ïðîñòûõ ÷èñåë. Îáîáù¼ííàÿ ãèïîòåçà Ðèìàíà ñîñòîèò èç òîãî æå ñàìîãî

óòâåðæäåíèÿ äëÿ îáîáùåíèé äçåòà-ôóíêöèé, íàçûâàåìûõ L-ôóíêöèÿìè Äè-

ðèõëå. Íà 2004 ãîä ïðîâåðåíû áîëåå 1013 ïåðâûõ íóëåé.

Áîëüøèíñòâî ìàòåìàòèêîâ âåðÿò, ÷òî ãèïîòåçà âåðíà. Ìíîãèå óòâåðæäå-

íèÿ î ðàñïðåäåëåíèè ïðîñòûõ ÷èñåë, â òîì ÷èñëå î ñëîæíîñòè íåêîòîðûõ

öåëî÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ, äîêàçàíû â ïðåäïîëîæåíèè âåðíîñòè ãèïîòåçû

Ðèìàíà. Â òî âðåìÿ êàê íå ñóùåñòâóåò ïðîñòîé çàêîíîìåðíîñòè, îïèñûâà-

þùåé ðàñïðåäåëåíèå ïðîñòûõ ÷èñåë ñðåäè íàòóðàëüíûõ, Ðèìàí îáíàðóæèë,

÷òî ÷èñëî π(x) ïðîñòûõ ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ x, âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ðàñ-

ïðåäåëåíèå íåòðèâèàëüíûõ íóëåé äçåòà-ôóíêöèè.

Ãèïîòåçà Ðèìàíà âõîäèò â ñïèñîê ñåìè ¾ïðîáëåì òûñÿ÷åëåòèÿ¿, çà ðåøå-

íèå êàæäîé èç êîòîðûõ Ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò Êëýÿ (Clay Mathematics

Institute, Êåìáðèäæ, Ìàññà÷óñåòñ) âûïëàòèò ïðèç â 1 ìëí. äîëëàðîâ ÑØÀ.

Èíòåðåñíî, ÷òî îïðîâåðæåíèå ãèïîòåçû Ðèìàíà íå äàñò ïðàâà íà ïîëó÷åíèå

ïðèçà.

Çíàìåíèò îòâåò Ãèëüáåðòà íà âîïðîñ î òîì, êàêîâû áóäóò åãî äåéñòâèÿ,

åñëè îí ïî êàêîé-ëèáî ïðè÷èíå ïðîñïèò ïÿòüñîò ëåò è âäðóã ïðîñíåòñÿ. Ìà-

òåìàòèê îòâåòèë, ÷òî ñàìûì ïåðâûì äåëîì îí ñïðîñèò áûëà ëè äîêàçàíà

ãèïîòåçà Ðèìàíà.
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Â ðàáîòå áûëè ïðèâåäåííû ôóíêöèîíàëüíûå óðàâíåíèÿ ζ-ôóíêöèè Ðèìà-

íà è L-ôóíêöèè Äèðèõëå, äëÿ èõ àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ â íå êðèòè-

÷åñêîé ïîëîñû. Ïðèâåäåí ìåòîä ðåäóêöèè ê ñòåïåííûì ðÿäàì.
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