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Ââåäåíèå

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îöåíêè ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæ¼ííîãî

ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ I ðîäà. Ýòà çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ íåêîððåêòíî ïîñòàâëåííîé,

ò.å. âõîäèò â î÷åíü øèðîêèé êëàññ ïðèêëàäíûõ çàäà÷.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ çàäà÷à íàçûâàåòñÿ ïîñòàâëåííîé êîððåêòíî, åñëè ðåøå-

íèå å¼ ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííî è íåïðåðûâíî çàâèñèò îò íà÷àëüíûõ äàííûõ.

Ê ñîæàëåíèþ, ïðè ðåøåíèè ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ èñõîäíûå äàííûå ïîëó÷à-

þòñÿ â ðåçóëüòàòå èçìåðåíèé è íèêîãäà íå áûâàþò èçâåñòíû òî÷íî, à ò.ê.

ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèé òàêèõ çàäà÷ âûòåêàåò èç èõ ôèçè-

÷åñêîé ñóùíîñòè, áóäåì ïîíèìàòü íåêîððåêòíîñòü êàê íåâûïîëíåíèå èìåííî

òðåòüåãî óñëîâèÿ (çàâèñèìîñòü îò íà÷àëüíûõ äàííûõ).

Äîëãîå âðåìÿ òàêèå çàäà÷è íå èññëåäîâàëèñü ââèäó îòñóòñòâèÿ ñîîòâåò-

ñòâóþùåãî ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà. Îäíàêî â ñåðåäèíå ïðîøëîãî âåêà

íåêîððåêòíûå çàäà÷è è òàê íàçûâàåìûå óðàâíåíèÿ 1-ãî ðîäà ñòàëè ïðåäìåòîì

íàó÷íîãî èíòåðåñà ìíîãèõ âûäàþùèõñÿ ìàòåìàòèêîâ.

Îïðåäåëåíèå 0.1. Óðàâíåíèå

Au = f

ãäå A - ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé èç áàíàõîâà ïðî-

ñòðàíñòâà X1 â áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî X2 è òàêîé, ÷òî A−1 ñóùåñòâóåò, íî

íåîãðàíè÷åí, íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì 1 ðîäà.

Îñíîâîïîëàãàþùèìè ðàáîòàìè â îáëàñòè íåêîððåêòíî ïîñòàâëåííûõ çà-

äà÷ ÿâëÿþòñÿ ðàáîòû À. Í. Òèõîíîâà, Ì. Ì Ëàâðåíòüåâà, Â. Ê. Èâàíîâà ([3],

[4], [5]). Â íèõ áûëî ïîëîæåíî íà÷àëî òåîðèè ìåòîäîâ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé I

ðîäà. Ýòè ìåòîäû íàçûâàþòñÿ ìåòîäàìè ðåãóëÿðèçàöèè è ñîñòîÿò èç äâóõ

ïðèíöèïèàëüíûõ ìîìåíòîâ:

1. ïîñòðîåíèå ñåìåéñòâà ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ Th, çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà

h, äåéñòâóþùèõ èç ïðîñòðàíñòâà X2 â ïðîñòðàíñòâî)X1 è îáëàäàþùèõ

ñâîéñòâàìè:

(a) êàæäûé èç îïåðàòîðîâ Th îïðåäåë¼í íà âñåì ïðîñòðàíñòâå X2,

(b) ‖Th‖X2→X1
<∞ ïðè êàæäîì çíà÷åíèè h,
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(c) äëÿ ëþáîãî u ∈ X1

‖ThAu− u‖X1
→ 0 (0.1)

ïðè h→ 0;

2. ñîãëàñîâàíèå ïàðàìåòðà h ñ ïîãðåøíîñòüþ δ h = h(δ) òàêîå, ÷òî

δ‖Th(δ)‖X2→X1
→ 0 (0.2)

ïðè δ → 0

Òàêèì îáðàçîì, ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè � ýòî ìåòîä ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ

óðàâíåíèÿ ñ ïîìîùüþ ðåãóëÿðèçèðóþùåãî ñåìåéñòâà ïðè ñîãëàñîâàíèè α =

α(δ), îáåñïå÷èâàþùåì ïðåäåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ (0.2). Óñëîâèÿ æå (0.1), (0.2)

ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íûìè äëÿ ñõîäèìîñòè ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ ê òî÷íîìó

[1].

Ïóñòü Th (h - ïàðàìåòð) - ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ â ïðîñòðàí-

ñòâå X1 è òàêèõ, ÷òî

‖Thu− u‖X1
→ 0

ïðè h → 0 äëÿ ëþáîãî u ∈ X1 , ëèáî äëÿ ëþáîãî u ∈ M ⊂ X1, åñëè çàðàíåå

èçâåñòíî,÷òî u ∈M .

Ðàññìîòðèì âåëè÷èíû:

∆(δ, Tα, ū) = sup{ ‖Tαfδ − ū‖X1
:

∥∥fδ − f̄∥∥X2
≤ δ},

∆(δ, Tα,M) = sup{ ‖Tαfδ − u‖X1
: u ∈M, ‖fδ − Au‖X2

≤ δ},

∆1(TαA,M) = sup{‖TαAu− u‖X1
: u ∈M}.

Îïðåäåëåíèå 0.2. Ïîãðåøíîñòüþ ìåòîäà Tα(δ) â òî÷êå áóäåì íàçûâàòü âå-

ëè÷èíó ∆(δ, Tα(δ), ū); ïîãðåøíîñòüþ ìåòîäà Tα(δ) íà êëàññå ðàâíîìåðíîé ðå-

ãóëÿðèçàöèè M ⊂ X1 áóäåì íàçûâàòü âåëè÷èíó ∆(δ, Tα(δ),M).

Ïðè èññëåäîâàíèè îöåíêè ïîãðåøíîñòè äëÿ òîãî èëè èíîãî ìåòîäà ðåãóëÿ-

ðèçàöèè (ñì. [1], [6]), âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: êàêîâà âåëè÷èíà ïîðÿä-

êà ïî δ â ýòîé îöåíêå? Êàê ïðàâèëî, ïðè îòâåòå íà ýòîò âîïðîñ óêàçûâàåòñÿ

òîëüêî âåëè÷èíà ïîðÿäêà â îöåíêå ñâåðõó.
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Ïîëó÷åíèå íåóëó÷øàåìûõ ïî ïîðÿäêó îöåíîê ïîãðåøíîñòè â ðàâíîìåðíîé

ìåòðèêå ñ óêàçàíèåì âåëè÷èíû ïîðÿäêà ïî δ îñíîâûâàåòñÿ íà äâóñòîðîííåé

îöåíêå è òðåáóåò ñïåöèàëüíîãî èññëåäîâàíèÿ äëÿ êàæäîãî êîíêðåòíîãî êëàññà

ðåøåíèé(ñì. [1], [6], [7], [14]).

Îñíîâíûå âîïðîñû, ðàññìàòðèâàåìûå â äàííîé ðàáîòå - ýòî íàõîæäåíèå

îöåíîê äëÿ ∆ è íàõîæäåíèå êîíêðåòíûõ ôîðìóë ñîãëàñîâàíèÿ α = α(δ).

Â ïåðâîé ãëàâå "Óðàâíåíèå Àáåëÿ è ìåòîäû åãî ïðèáëèæåííîãî ðåøå-

íèÿ"ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå Àáåëÿ, ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû ïðèêëàäíûõ çà-

äà÷, ïðèâîäÿùèõ ê íåìó. Â ÷àñòíîñòè ýòî çàäà÷à î òàóòîõðîíå, çàäà÷à î ðàñ-

ïðåäåëåíèè ìàññ â ãàëàêòèêàõ ïðè èçâåñòíîì çàêîíå âðàùåíèÿ, çàäà÷à î ðàñ-

ïðåäåëåíèè ïðîñòðàíñòâåííîé ñâåòèìîñòè â çâåçäíûõ ñèñòåìàõ ïî íàáëþäàå-

ìîé ñâåòèìîñòè, îïðåäåëåíèå ëîêàëüíîé èçëó÷àòåëüíîé ñïîñîáíîñòè ïëàçìû

ïî åå èíòåãðàëüíîé èíòåíñèâíîñòè èçëó÷åíèÿ.

Âî âòîðîì ïóíêòå ýòîé ãëàâû ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðèáëèæåííûå ìåòîäû

ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ìåòîä êâàäðàòóð, ìåòîä âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà ïî

êâàäðàòóðíîé ôîðìóëå, ó÷èòûâàþùåé åãî ñèíãóëÿðíîñòü è ìåòîä ðåãóëÿðè-

çàöèè Õðîìîâîé Ã.Â. [1).

Âòîðàÿ ãëàâà "Îöåíêà ïîãðåøíîñòåé ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

Àáåëÿ"ïîñâÿùåíà íåïîñðåäñòâåííî èññëåäîâàíèþ ïîãðåøíîñòåé ïðèáëèæåí-

íûõ ðåøåíèé äëÿ îïèñàííûõ â ïåðâîé ãëàâå ìåòîäîâ, ò.å. îöåíêà ïîãðåøíîñòè

ìåòîäîâ êâàäðàòóð, îáùàÿ äëÿ ìåòîäîâ ðåãóëÿðèçàöèè ñõåìà ïîëó÷åíèÿ îöå-

íîê ïîãðåøíîñòåé è ïðîèçâåäåíà îöåíêà ïîãðåøíîñòåé íà íåêîòîðûõ êëàññàõ.

Äëÿ ýòîãî ââåäåíû êëàññû ôóíêöèé èç ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà è îïèñàíû

ïðåäñòàâëåíèÿ ýòèõ ôóíêöèé è õàðàêòåðèñòèêè ñêîðîñòè ïîãðåøíîñòè ñêî-

ðîñòè àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèè íà êëàññå.

Äëÿ îöåíêè ïîãðåøíîñòè äëÿ óðàâíåíèÿ Àáåëÿ íà òàêèõ êëàññàõ ðåøå-

íà çàäà÷à Êîëìîãîðîâà-Íèêîëüñêîãî, ïðèâåäåíà äâóñòîðîííÿÿ îöåíêà íîðì

àïïðîêñèìèðóþùèõ îïåðàòîðîâ [14] è â èòîãå äîêàçàíà òåîðåìà, äàþùàÿ èñ-

êîìóþ îöåíêó ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ.
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Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû

1 Óðàâíåíèå Àáåëÿ è ìåòîäû åãî ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ

1.1. Óðàâíåíèå Àáåëÿ.

Â 1823 ã. Àáåëü, çàíèìàÿñü îáîáùåíèåì çàäà÷è î òàóòîõðîíå (çàäà÷à î òà-

óòîõðîíå: íàéòè êðèâóþ, ñêîëüçÿ âäîëü êîòîðîé áåç òðåíèÿ òÿæåëàÿ ÷àñòèöà

äîñòèãàåò ñâîåãî ñàìîãî íèçêîãî ïîëîæåíèÿ çà îäíî è òî æå âðåìÿ, íåçàâèñè-

ìî îò åå íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ), ïðèøåë ê óðàâíåíèþ∫ x

a

u(s)√
x− s

ds = f(x), a ≤ x ≤ b, (1.1)

ãäå f(x) � çàäàííàÿ ôóíêöèÿ, à u(s) � èñêîìàÿ ôóíêöèÿ. Ýòî óðàâíåíèå åñòü

÷àñòíûé ñëó÷àé ëèíåéíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Âîëüòåððà 1-ãî ðîäà.

Îáîáùåíèåì (1.1) ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå âèäà∫ x

a

u(s)

(x− s)α
ds = f(x), 0 < α < 1 (1.2)

êîòîðîå íàçûâàåòñÿ îáîáùåííûì óðàâíåíèåì Àáåëÿ.

×àñòî âìåñòî (1.2) ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå:∫ x

a

u(s)

Γ(1− α)(x− s)α
ds = f(x), (1.3)

ãäå Γ(1− α) � ãàììà-ôóíêöèÿ.

1.2. Ïðèáëèæåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Àáåëÿ.

Ðàññìîòðèì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Àáåëÿ (óðàâíåíèå 1-îãî ðîäà ñ ïåðå-

ìåííûì íèæíèì ïðåäåëîì) â ôîðìå∫ R

x

s√
s2 − x2

u(s)ds = f(x), 0 ≤ x ≤ R, (1.4)

5



ãäå y(s) � èñêîìàÿ ôóíêöèÿ è , â ÷àñòíîñòè, R =∞.

Óðàâíåíèå (1.4) èìååò àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå

u(s) = −2

π

∫ R

s

f ′(x)√
x2 − s2

dx, 0 ≤ s ≤ R, (1.5)

Îäíàêî ðåøåíèå (1.5) ñîäåðæèò ïðîèçâîäíóþ f ′(x) îò îáû÷íî ýêñïåðè-

ìåíòàëüíîé, à çíà÷èò, çàøóìëåííîé ôóíêöèè f(x), à çàäà÷à ÷èñëåííîãî äèô-

ôåðåíöèðîâàíèÿ çàøóìëåííîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ íåêîððåêòíîé. Êðîìå òîãî,

èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè (1.5) ÿâëÿåòñÿ íåñîáñòâåííûì. Ïîýòîìó çàäà÷à âû-

÷èñëåíèÿ ðåøåíèÿ (1.5) íå ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíîé.

1.3. Ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè Õðîìîâîé.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.3) ïðè a = 0, b = 0 â òàêîé

ïîñòàíîâêå.

Ïóñòü ïðàâàÿ ÷àñòü íàì çàäàíà å¼ ïðèáëèæåíèåì â ñðåäíåêâàäðàòè÷íîé

ìåòðèêå, ò.å.âìåñòî f(x) íàì èçâåñòíà fδ(x), òàêàÿ ÷òî ‖fδ − f‖L2
≤ δ è èç-

âåñòíî, ÷òî u(x) - íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ.

Òðåáóåòñÿ ïî fδ(x) è δ íàéòè ïðèáëèæåíèå ê u(x) â ðàâíîìåðíîé ìåòðèêå.

Òàêàÿ ïîñòàíîâêà îòðàæàåò ïîñòàíîâêè ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷.

Óðàâíåíèå Àáåëÿ ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèåì ïåðâîãî ðîäà, êîòîðîå

èçó÷àåòñÿ â òåîðèè íåêîððåêòíî ïîñòàâëåííûõ çàäà÷.

Óðàâíåíèå

Au = f (1.6)

ãäå A - ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé èç áàíàõîâà ïðî-

ñòðàíñòâà X1 â áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî X2 è òàêîé, ÷òî A−1 ñóùåñòâóåò, íî

íåîãðàíè÷åí, ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì 1 ðîäà.

Ìåòîäû ðåãóëÿðèçàöèè ñîñòîÿò èç äâóõ ïðèíöèïèàëüíûõ ìîìåíòîâ:

1. ïîñòðîåíèå ñåìåéñòâà ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ Rh, çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåò-

ðà h, äåéñòâóþùèõ èç ïðîñòðàíñòâà X2 â ïðîñòðàíñòâî)X1 è îáëàäàþ-

ùèõ ñâîéñòâàìè:

(a) êàæäûé èç îïåðàòîðîâ Rh îïðåäåë¼í íà âñåì ïðîñòðàíñòâå X2,
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(b) ‖Rh‖X2→X1
<∞ ïðè êàæäîì çíà÷åíèè h,

(c) äëÿ ëþáîãî u ∈ X1

‖RhAu− u‖X1
→ 0 (1.7)

ïðè h→ 0;

2. ñîãëàñîâàíèå ïàðàìåòðà h ñ ïîãðåøíîñòüþ δ h = h(δ) òàêîå, ÷òî

δ‖Rh(δ)‖X2→X1
→ 0 (1.8)

ïðè δ → 0

Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòüñÿ óðàâíåíèå Àáåëÿ îáùåãî âèäà (1.3). Äëÿ

íåãî èçâåñòíà ôîðìóëà îáðàùåíèÿ [3, ñ.38]

u ≡ d

dx

∫ x

0

f(s)ds

Γ(α)(x− s)α
, (1.9)

Äëÿ óðàâíåíèé ïåðâîãî ðîäà â ñëó÷àå, êîãäà èçâåñòåí âèä îáðàòíîãî îïåðà-

òîðà, Ã.Â. Õðîìîâîé ïðåäëîæåí ìåòîä ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ, êîòîðûé â

îáùåì âèäå âûãëÿäèò òàê [7].

Ïóñòü Th (h - ïàðàìåòð) - ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ â ïðîñòðàí-

ñòâå X1 è òàêèõ, ÷òî

‖Thu− u‖X1
→ 0

ïðè h → 0 äëÿ ëþáîãî u ∈ X1 , ëèáî äëÿ ëþáîãî u ∈ M ⊂ X1, åñëè çàðàíåå

èçâåñòíî,÷òî u ∈ M . Èìååì: Thu = ThA
−1Au ≡ RhAu, ãäå Rh = ThA

−1

îïðåäåëåí íà ìíîæåñòâå çíà÷åíèé îïåðàòîðà A.

Ðàññìîòðèì âåëè÷èíó

∆(δ, Rh, LipM1) = sup {‖Rhfδ − u‖L∞ : u ∈M, ‖fδ − f‖L2
≤ 1} .

õàðàêòåðèçóþùóþ îöåíêó ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíå-

íèÿ íà êëàññå M

Èç òåîðèè íåêîððåêòíî ïîñòàâëåííûõ çàäà÷ èçâåñòíà äâóñòîðîííÿÿ îöåíêà

1

2
ϕ(δ, Rh,M) ≤ ∆(δ, Rh,M) ≤ ϕ(δ, Rh,M),
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ãäå ϕ(δ, Rh,M) = ∆1(RhA,M) + δ
∥∥Rh(δ)

∥∥
X2→X1

Èçâåñòíî òàêæå, ÷òî, âûáðàâ h = h(δ) èç óñëîâèÿ

Φ(δ, h) = C1ϕ1(h) + C2δϕ2(h)→ lim
h

ïîëó÷èì òî÷íóþ ïî ïîðÿäêó îöåíêó âåëè÷èíû infh ∆(δ, Rh,M).

Ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå Àáåëÿ:

Au ≡
∫ x

0

(x− t)α−1

Γ(α)
u(t)dt = f(x), 0 < α < 1 (1.10)

A−1 - îïåðàòîð, îáðàòíûé ê A, êîòîðûé, êàê èçâåñòíî, èìååò âèä:

A−1f =
d

dx

∫ x

0

(x− t)−α

Γ(1− α)
f(t)dt.

Ïîëîæèì, ÷òî

Rhϕ = Shϕ =
1

2h

∫ x+α

x−α
ϕ(t)dt

ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì Ñòåêëîâà.

X1 = Cε = C[ε, 1− ε], ε > α,X2 = L2[0, 1]

2 Îöåíêà ïîãðåøíîñòåé ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

Àáåëÿ

2.1. Îáùàÿ ñõåìà ïîëó÷åíèÿ îöåíîê ïîãðåøíîñòè â ìåòîäàõ ðå-

ãóëÿðèçàöèè

Â òåîðèè óðàâíåíèé 1-ãî ðîäà ïðè ïîëó÷åíèè îöåíîê ïîãðåøíîñòåé ïðè-

áëèæåííûõ ðåøåíèé ðàññìàòðèâàþòñÿ âåëè÷èíû

∆(δ, Rh, ū) = sup{ ‖Rhfδ − ū‖X1
:

∥∥fδ − f̄∥∥X2
≤ δ},

∆(δ, Rh,M) = sup{ ‖Rhfδ − u‖X1
: u ∈M, ‖fδ − Au‖X2

≤ δ},
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ãäå M - çàäàííûé êëàññ òî÷íûõ ðåøíèé, à òàêæå âåëè÷èíà

∆1(RhA,M) = sup{‖RhAu− u‖X1
: u ∈M}.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ïîãðåøíîñòüþ ìåòîäà Rh(δ) â òî÷êå áóäåì íàçûâàòü âå-

ëè÷èíó ∆(δ, Rh(δ), ū); ïîãðåøíîñòüþ ìåòîäà Rh(δ) íà êëàññå ðàâíîìåðíîé ðå-

ãóëÿðèçàöèè M ⊂ X1 áóäåì íàçûâàòü âåëè÷èíó ∆(δ, Th(δ),M).

Â [10] ïðåäëîæåíà ñëåäóþùàÿ ñõåìà ïîëó÷åíèÿ îöåíîê ïîãðåøíîñòåé ïðè-

áèëæåíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé 1-ãî ðîäà

1. Íàõîäèòñÿ ïðåäñòàâëåíèå

∆(δ, Rh,M) = ϕ1(h) + ψ1(h) (2.1)

ãäå ψ1(h) = o(ϕ1(h)) ïðè h→ 0

ëèáî äâóñòîðîííÿÿ îöåíêà

C2ϕ1(h) + ψ̃1(h) ≤ ∆(δ, Rh,M) ≤ C1ϕ1(h) + ψ1(h) (2.2)

ãäå ψ̃1(h), ψ1(h) ñóòü o(ϕ1(h)).

2. Íàõîäèòñÿ àíàëîãè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ‖Rh‖X2→X1
:

‖Rh‖X2→X1
= ϕ2(h) + ψ2(h) (2.3)

ëèáî îöåíêà

C3ϕ2(h) + ψ̃2(h) ≤ ‖Rh‖X2→X1
≤ C4ϕ2(h) + ψ2(h) (2.4)

ãäå ψ̃2(h), ψ2(h) ñóòü o(ϕ2(h)).

3. Ñîñòàâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

Φ(δ, h) = ϕ1(h) + δϕ2(h)

è íàõîäèòñÿ h = h(δ) èç óñëîâèÿ Φ(δ, h)→ infh

Òåì ñàìûì îïðåäåëÿåòñÿ ìeòîä Rh(δ)
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4. Íàéäåì ñîãëàñîâàíèå h = h(δ). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ îöåíêà ïî-

ãðåøíîñòè, òî÷íàÿ ïî ïîðÿäêó δ è íå óëó÷øàåìàÿ ïî ïîðÿäêó δ äëÿ äàííîãî

ìåòîäà ðåãóëÿðèçàöèè, ïîñêîëüêó ∆(δ, Rh(δ),M) ' infh ∆(δ, Rh,M).

2.2. Îöåíêà ïîãðåøíîñòè äëÿ óðàâíåíèé Àáåëÿ íà êëàññàõ M r
2

Ðåøåíèå çàäà÷è Êîëìîãîðîâà-Íèêîëüñêîãî

Ðàññìîòðèì âåëè÷èíó ∆1(RhA,M
1
2 ). Â íàøåì ñëó÷àå Rha = S̃h, çíà÷èò

∆1(RhA,M
1
2 ) = ∆1(S̃h,M

1
2 ). Òàêèì îáðàçîì ìû ïðèøëè ê ðåøåíèþ çàäà÷è

Êîëìîãîðîâà-Íèêîëüñêîãî äëÿ ïðîñòîãî ñåìåéñòâà îïåðàòîðîâ S̃h

Òåîðåìà 2.2. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî, àñèìïòîòè÷åñêîå ïî h ïðè h→ 0:

∆1(RhA,M) = (
h

3
)
1
2 +O(h

3
2 )

Äâóñòîðîííÿÿ îöåíêà íîðì îïåðàòîðîâ Rh

Ðàññìîòðèì îïåðàòîðû Rh = S̃hA, ãäå

S̃hϕ =



1
h

∫ h−x
0 ϕ(t)dt+ 1

2h

∫ h+x
h−x ϕ(t)dt, x ∈ [0, h],

Shϕ, x ∈ [h, 1− h],

1
2h

∫ 2−h−x
x−h ϕ(t)dt+ 1

h

∫ 1

2−h−x ϕ(t)dt, x ∈ [1− h, 1],

Òåîðåìà 2.3. Äëÿ îïåðàòîðîâ Rh, ïðè 0 < α < 1/2 ñïðàâåäëèâà äâóñòîðîí-

íÿÿ îöåíêà:

C2(α)h−
2α+1

2 ≤ ‖Rh‖L2→ ≤
√

2C1(α)h−
2α+1

2 , (2.5)

ãäå C1, C2 - èçâåñòíû.
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2.3. Îöåíêà ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

Àáåëÿ íà êëàññå M 1
2

Òåîðåìà 2.4. Ñïðàâåäëèâà äâóñòîðîííÿÿ îöåíêà, òî÷íàÿ ïî ïîðÿäêó δ

C2(h)δ
1

2(1+h) − ψ(δ) ≤ ∆(δ, Rh(δ)M
1
2 ) ≤ C1(α)δ

1
2(1+h) + ψ(δ) (2.6)

ãäå

h(δ) = C(α)δ
1

1+α (2.7)

C(α) = (3−1/2C̃1(α)(2α + 1))
1

1+α

C1(α) = 3−1/2C1/2(α) + C̃1(α)(C(α))−(
1
2+α)

C2(α) =
1

2

(
3−1/2C1/2(α) + C̃2(α)(C(α))−(

1
2+α)

)
ψ(δ) = O(δ

3
2(1+α) )
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Çàêëþ÷åíèå

Â äàííîé ðàáîòå áûëà ïðîâåäåíà îöåíêà ïîãðåøíîñòåé â ðàâíîìåðíîé ìåò-

ðèêå ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé äëÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Àáåëÿ. Äëÿ ðå-

øåíèÿ áûë ïðèìåíåí ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè Õðîìîâîé Ã.Â. íà áàçå îïåðàòîðà

Ñòåêëîâà.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíîê ïîãðåøíîñòåé áûë ðàññìîòðåí êëàññ íåïðåðûâíûõ

ôóíêöèé, ÿâëÿþùèéñÿ øàðîì â ïðîñòðàíñòâå Ñîáîëåâà è îáùàÿ ñõåìà ïîëó-

÷åíèÿ íåóëó÷øàåìûõ îöåíîê ïîãðøíîñòè ê ïðèáëèæåííîìó ðåøåíèþ. Ñëåäóÿ

ýòîé ñõåìå, ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:

1. Íàéäåíà ñêîðîñòü àïïðîêñèìàöèè òî÷íîãî ðåøåíèÿ íà äàííîì êëàññå

2. Ïðèâåäåíà ôîðìóëà äëÿ ñîãëàñîâàíèÿ ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè è ïî-

ãðåøíîñòè â ïðàâîé ÷àñòè

3. Ïîëó÷åíû íåóëó÷øàåìûå îöåíêè ïîãðåøíîñòè

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò íåïîñðåäñòâåííî èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè ðåøåíèè

ïðèêëàäíûõ çàäà÷.
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