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1 Введение

Впервые задача конформного склеивания была поставлена и решена М.А.

Лаврентьевым, затем Л.И. Волковыский также рассмотрел задачи на кон-

формное склеивание и успешно применил теоремы конформного склеивания

к проблеме типа односвязной римановой поверхности.

Метод конформного склеивания является одним из эффективных спосо-

бов решения таких задач, как краевая задача Карлемана, задача Газемана

для бианалитических функций и других. Тем самым, задачи конформного

склеивания актуальны на сегодняшний день, что обуславливает выбор дан-

ной темы.

Задача состоит в изучение теоретических аспектов задач конформного

склеивания, а также в нахождении явного выражения конформного склеива-

ния для заданных областей.

Настоящая работа состоит из двух основных частей: теоретической и прак-

тической.

В теоретической части рассмотрены результаты К. Бишопа [1].

Вводится понятие конформного склеивания, приводится основная теоре-

ма о конформном склеивании, дается краткий обзор теории, касающейся

логарифмической ёмкости и экстремальной длины. Приводится ряд вспо-

могательных теорем, необходимых для доказательства теоремы 1, вводит-

ся понятие обобщенного конформного склеивания. Доказываются несколь-

ко результатов, которые гласят, что каждый гомеоморфизм является "по-

чти"склеиванием. Доказательства основаны на теореме Кёбе для круговых

областей. Также представляется новое доказательство хорошо известного фак-

та, что квазисимметричные отображения являются конформным склеивани-

ем.

В практической части рассмотрены ряд задач на нахождение конформно-

го склеивания на границе области, ограниченной заданной кривой Γ.
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В качестве Γ взяты следующие кривые:

1. квадрат с центром в начале координат и сторонами, параллельными дей-

ствительной и мнимой осям;

2. прямоугольник с центром в начале координат и сторонами, параллель-

ными действительной и мнимой осям;

3. равносторонний треугольник с центром в начале координат;

4. круговой двуугольник;

5. эллипс с центром в начале координат.
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2 Основная часть

Пусть D ⊂ R2 – открытый единичный круг с центром в начале коор-

динат, D∗ = R2\D – внешность единичного круга. Обозначим единичную

окружность через T = ∂D = ∂D∗.

Пусть дана замкнутая жорданова кривая Γ, обозначим через f : D → Ω

– конформное отображение D на область Ω, ограниченную кривой Γ, а через

g : D∗ → Ω∗ – конформное отображение внешности единичного круга на

дополнение области Ω.

Определение 2.1. Композиция h = g−1 ◦ f : T → T, являющаяся гомеомор-

физмом называется конформным склеиванием.

Определение 2.2. Будем говорить, что h является обобщенным конформ-

ным склеиванием на множестве E ⊂ T, если существуют конформные отоб-

ражения f : D → Ω и g : D∗ → Ω∗ на непересекающиеся области, такие что f

имеет радиальный предел на E, а g имеет радиальный предел на h(E) и эти

пределы удовлетворяют условию f = g ◦ h на E.

Пусть E ⊂ T, обозначим |E| – мера Лебега, причем |T| = 1, cap(E) –

логарифмическая емкость.

Теорема 2.1. Пусть дан некоторый сохраняющий ориентацию гомеомор-

физм h : T → T и некоторый ε > 0, тогда существует множество E ⊂ T,

такое что |E| + |h(E)| < ε и гомеоморфизм H : T → T, осуществляющий

конформное склеивание, такой что h(x) = H(x) для любых x ∈ E\E.

В частности, каждый такой h является обобщенным конформным склеи-

ванием на множестве E с мерой Лебега, близкой к 1.

Доказательство этой теоремы проводится в 2 этапа. Первый шаг состоит

в следующем.
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Теорема 2.2. Каждый сохраняющий ориентацию гомеоморфизм h : T → T

является обобщенным конформным склеиванием на T\F , где F = F1 ∪ F2,

причем F1 и h(F2) имеют нулевую логарифмическую емкость.

Теорема 1.2 не дает информации, если h является "логарифмически син-

гулярной то есть T = F1 ∪ F2 и F1, h(F2) имеют нулевую ёмкость. Кроме

того, другой способ показывает, что такое отображение является конформ-

ным склеиванием, хотя это не единственный путь.

Теорема 2.3. Пусть h сохраняющий ориентацию гомеоморфизм окружно-

сти. Тогда h является конформным склеиванием на гибкой кривой тогда и

только тогда, когда h является логарифмически сингулярной, т.е. существует

борелевское множество E, такое что E и h(T\E) имеют нулевую логарифми-

ческую емкость.

Теорема 2.4. Пусть h : T → T – сохраняющий ориентацию гомеоморфизм,

который не является логарифмически сингулярным (т.е. предполагается, что

для любого множества E ⊂ T нулевой емкости, h(T\E) имеет положитель-

ную емкость), тогда существует последовательности конформных отображе-

ний {fn} на D и {gn} на D∗, такие что:

(1) fn(0) = 0, gn(∞) = ∞.

(2) Ωn = fn(D) и Ω∗
n = gn(D∗) являются непересекающимися жордановыми

областями.

(3) Существует R < ∞ такое что S2\(Ωn

∪
Ω∗
n) ⊂ {z : 1 ≤ |z| ≤ R} незави-

сящее от n.

(4) Существует счетное множество E ⊂ T, такое что lim
n→∞

|fn(x)−gn(h(x))| =

0 для любого x ∈ T\E.

Заметим, что условия, наложенные на h в точности дополняют теорему

1.3. Объединяя эти теоремы получен результат.
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Теорема 2.5. Пусть дан сохраняющий ориентацию гомеоморфизм h : T →

T, тогда существует невырожденная последовательность конформных отоб-

ражений fn : D → Ωn и gn : D∗ → Ω∗
n на непересекающиеся жордановы

области с fn(0), gn(∞) = ∞ и такие что |fn(x) − gn(h(x))| → 0 для любого

x ∈ T\E, где E является счетным множеством.

Следствие 2.1. Пусть f : T → T – сохраняющий ориентацию гомеомор-

физм, такой что E имеет нулевую логарифмическую емкость тогда и только

тогда, когда h(E) имеет нулевую логарифмическую ёмкость. Тогда h явля-

ется обобщенным конформным склеиванием на T\F , где F имеет нулевую

логарифмическую емкость.

Следствие 2.2. Пусть f : T → T – сохраняющий ориентацию гомеомор-

физм и пусть он является логарифмически регулярным (то есть cap(F ) =

0 ⇒ |h(F )| = |h−1(F )| = 0). Тогда h является обобщенным конформным

склеиванием на множестве E, такое что E и h(E) имеют полную меру Лебе-

га.

Этот результат был предполагаем Дэвидом Гамильтоном и свойство 2.2

усиливает его результат в [18]. Рассматривается гомеоморфизм, который удо-

влетворяет заключению в следствии 2.2 как "почти всюду склеивающийся".

Следующим шагом в доказательстве теоремы 1.1 является преобразование

обобщенного конформного склеивания в действительно конформное склеи-

вание, используя следующий результат.

Теорема 2.6. Пусть f : D → Ω и g : D∗ → Ω∗ – конформные отображения

на непересекающиеся жордановы области и пусть E = f−1(∂Ω ∩ ∂Ω∗). На E

определим h = g−1 ◦ f . Тогда h может быть продолжена из E с помощью

конформно склеивающего гомеоморфизма T на себя.

Этот результат может быть доказан с помощью явной геометрической

конструкции.
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Постановка задачи:

• найти функции f и g, отображающие внутренность и внешность единич-

ного круга, с центром в начале координат, на внутренность и внешность

области, ограниченной заданной кривой.

• взяв точки eiφ и eiψ на единичной окружности, найти соответствие между

параметрами φ и ψ на границе данной области.

Найдены следующие соответствия между параметрами на границе

1) в случае квадрата

eiψ∫
0

dζ√
ζ4 + 1

=
6Γ2

(
5
4

)
√
πK

(
1
2

) eiφ∫
ei
π
4

√
ζ4 + 1dζ +

√
2

3
K

(
1

2

)
. (1)

2) в случае прямоугольника

eiφ∫
0

dζ√
ζ4 − 2ζ2M + 1

=
F
(
i sinh−1(ieiθ), e−4iθ

)
F
(
i sinh−1(e−iθ), e4iθ

)
∣∣∣∫ −e−iθ
eiθ

√
ζ4 − 2ζ2M + 1dζ

∣∣∣∣∣∣∫ eiθe−iθ

√
ζ4 − 2ζ2M + 1dζ

∣∣∣ ∗

∗
∫ eiψ

eiθ

√
ζ4 − 2ζ2M + 1dζ+

+
1

2

√√√√∣∣∣∣∣
∫ eiθ

e−iθ

√
ζ4 − 2ζ2M + 1dζ

∣∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣∣
∫ −e−iθ

eiθ

√
ζ4 − 2ζ2M + 1dζ

∣∣∣∣∣
2

.

3) в случае треугольника

eiφ∫
0

1
3
√

(ζ3 + i)2
dζ =

∣∣∣∣∣e
i 7π6∫
ei
π
2

1
3
√

(ζ3+i)2
dζ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ e
i7π6∫
ei
π
2

3
√
(ζ3 + i)2dζ

∣∣∣∣∣
eiψ∫

ei
π
2

3
√
(ζ3 + i)2dζ+

1√
3

∣∣∣∣∣∣∣
ei

7π
6∫

ei
π
2

3
√

(ζ3 + i)2dζ

∣∣∣∣∣∣∣ .
(2)
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4) в случае кругового двуугольника

φ = ψ, (3)

то есть, гомеоморфизмом, осуществляющим конформное склеивание яв-

ляется тождественное отображение;

5) в случае эллипса

Reiφ +
1

R
e−iφ =

(
R +

1

R

)
cos

π

K̃
F̃ (k, θ)± i

(
R− 1

R

)
sin

π

K̃
F̃ (k, θ). (4)
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