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ВВЕДЕНИЕ

Стохастическое дифференциальное уравнение — это сложный математи-

ческий объект, имеющий широкое применение в различных областях науки

и техники. Этот объект позволяет описывать поведение динамических вели-

чин с учетом влияния случайных факторов. Для моделирования случайных

факторов используются случайные процессы.

Стандартными моделями финансовой математики стали стохастические

дифференциальные уравнения. В отличие от детерминированных моделей, та-

ких как обыкновенные дифференциальные уравнения, которые имеют един-

ственное решение для каждого соответствующего начального условия, стоха-

стические дифференциальные уравнения имеют решения, являющиеся непре-

рывными случайными процессами.

Цель работы — изучение теории стохастических дифференциальных

уравнений и их приложений в финансовой математике, исследование сходи-

мости некоторых явных методов численного решения стохастических диффе-

ренциальных уравнений и подходов к их программной реализации.

Основные задачи:

1. Введение в стохастические дифференциальные уравнения.

2. Изучение некоторых методов численного решения стохастических диф-

ференциальных уравнений.

3. Программная реализация выбранных методов для решения стохастиче-

ского дифференциального уравнения, возникающего при моделировании

динамики цен акций.

4. Выполнение вычислительных экспериментов с целью практического ис-

следования вопроса о сходимости к точному решению.

Работа состоит из шести глав:

1. Формулы Ито.

2. Процессы Орнштейна-Уленбека.

3. Теоремы существования и единственности.

4. Системы стохастических дифференциальных уравнений.

5. Модель и формула Блэка-Шоулза.

6. Анализ сходимости сильных одношаговых методов решения стохастиче-

ских дифференциальных уравнений.

2



1 Формулы Ито

Теорема 1 (Простейший вариант формулы Ито). Если f : R→ R имеет непре-

рывную вторую производную, то

f(Bt) = f(0) +

∫ t

0

f ′(Bs) dBs +
1

2

∫ t

0

f ′′(Bs) ds

или, в дифференциальной символической записи,

df(Bt) = f ′(Bt) dBt +
1

2
f ′′(Bt)dt.

Формула Ито для пространства-времени. Если f ∈ C1,2(R+,R), т.е.

имеет непрерывные первую производную по первой перменной и вторую про-

изводную по второй, то справедлива формула

df(t, Bt) =
∂f

∂t
dt+

∂f

∂x
dBt +

1

2

∂2f

∂x2
dt.

Векторное обобщение формулы Ито. Формула Ито в векторном случае

имеет вид (например, для дважды дифференцируемых функций f ):

df(t, B
(1)
t , . . . , B

(n)
t ) =

∂f

∂t
dt+ (∇f, ~dBt) +

1

2
∆f dt,

где ∆f = ∂2f
∂x21

+ . . .+ ∂2f
∂x2n

, ∇f =
(
∂f
∂x1
, . . . , ∂f∂xn

)
, ~dBt =

(
dB

(1)
t , . . . , dB

(n)
t

)
.

Обобщение формулы Ито для стандартных процессов. Стандартный

процесс — процесс, который может быть описан с помощью стохастического

интеграла

dXt = a(ω, t) dt+ b(ω, t) dBt,

причем a, b — предсказуемые, измеримые и

P

(∫ T

0

|a(ω, s)| ds <∞
)

= 1

и

P

(∫ T

0

|b(ω, s)|2 ds <∞
)

= 1.
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Формула Ито для стандартных процессов имеет вид: если Yt = f(t,Xt), то

dYt = ft dt+ fx dXt +
1

2
fxx dXt • dXt,

где dXt • dXt есть операция перемножения по формуле

• dt dBt

dt 0 0

dBt 0 dt

Следствие 1 (Формула интегрирования по частям). Пусть Xt, Yt — два стан-

дартных процесса, зависящих от одного и того же броуновского движения.

Тогда

d(XtYt) = Yt dXt +Xt dYt + dXt • dYt,

или, в интегральной форме,

XtYt −X0Y0 =

∫ t

0

Ys dXs +

∫ t

0

Xs dYs +

∫ t

0

b(ω, t)β(ω, t) dt.
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2 Процессы Орнштейна-Уленбека

Практически все непрерывные случайные процессы, имеющие важное

значение в приложениях удовлетворяют уравнению вида

dXt = µ(t,Xt) dt+ σ(t,Xt) dBt при X0 = x0.

Такие стохастические дифференциальные уравнения обеспечивают исключи-

тельно эффективную основу для построения и анализа стохастических моде-

лей.

Одно из наиболее естественных и наиболее важных стохастических диф-

ференциальных уравнений задается

dXt = µXt dt+ σXt dBt при X0 = x0 > 0,

где коэффициенты уравнения −∞ < µ <∞, σ > 0 константы. Решение этого

уравнения дается формулой

Xt = x0 exp

((
µ− 1

2
σ2
)
t+ σBt

)
.

Уравнение

dXt = −αXt dt+ σ dBt при X0 = x0,

где α и σ положительные константы, является моделью Орнштейна-Уленбека.

Решение этого уравнения дается формулой

Xt = x0 exp(−αt) + σ

∫ t

0

exp(−α(t− s)) dBs.
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3 Теоремы существования и единственности

Теорема 2 (Существование и единственность). Если коэффициенты стоха-

стического дифференциального уравнения

dXt = µ(t,Xt) dt+ σ(t,Xt) dBt, при X0 = x0 и 0 ≤ t ≤ T, (1)

удовлетворют условию Липшица по пространственной переменной

|µ(t, x)− µ(t, y)|2 + |σ(t, x)− σ(t, y)|2 ≤ K|x− y|2

и пространственному условию роста

|µ(t, x)|2 + |σ(t, x)|2 ≤ K(1 + |x|2),

то существует непрерывное адаптированное решение Xt уравнения (1), рав-

номерно ограниченое в L2(dP ):

sup
0≤t≤T

E(X2
t ) <∞.

Кроме того, если Xt и Yt являются непрерывными L2 ограниченными решени-

ями уравнения (1), то

P(Xt = Yt при всех t ∈ [0, T ]) = 1.
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4 Системы стохастических дифференциальных уравнений

Если бы теория дифференциальных уравнений была ограничена одним

измерением, у нас не было бы самолетов, радио, телевидения, управляемых

ракет и много чего другого. К счастью, теория дифференциальных уравнений

переносится на системы уравнений, и это же естественно для стохастических

дифференциальных уравнений.

Для того чтобы обозначения были близки к одномерным задачам, це-

лесообразно писать системы стохастических дифференциальных уравнений

как

d ~Xt = ~µ(t, ~Xt) dt+ σ(t, ~Xt) d ~Bt, при X0 = x0, (2)

где мы имеем

~µ(t, ~Xt) =


µ1(t, ~Xt)

µ2(t, ~Xt)
...

µd(t, ~Xt)

 и d ~Bt =


dB1

t

dB2
t

...

dBd
t

 (3)

вместе с

σ(t, ~Xt) =


σ11 σ12 · · · σ1d
σ21 σ22 · · · σ2d
... ... · · · ...

σd1 σd2 · · · σdd

 , (4)

где мы используем сокращение σij = σij(t, ~Xt). Основная теорема существо-

вания и единственности для стохастических дифференциальных уравнений

распространяется на случай систем стохастических дифференциальных урав-

нений только с косметическими изменениями.
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5 Модель и формула Блэка-Шоулза

Обозначим через St цену акции в момент времени t и пусть βt обозначает

цену облигации в момент t. Далее мы полагаем временную динамику этих двух

процессов, которая должна быть дана следующими уравнениями

Модель акции: dSt = µSt dt+ σSt dBt Модель облигации: dβt = rβt dt;

то есть, мы предполагаем, что цена акций определяется геометрическим бро-

уновским движением, а цена облигации определяется детерминированным

процессом с экспоненциальным ростом.

Для европейского колл-опциона с ценой исполнения K в момент завер-

шения T выплата дается выражением h(ST ) = (ST −K)+. Чтобы найти цену

арбитража для этой ценной бумаги, нам нужно найти способ реплицировать

эту выплату. Новая идея заключается в создании динамичного портфеля, в ко-

тором количество акций и облигаций постоянно корректируется со временем.

Арбитражная цена европейского колл-опциона в момент времени t с

текущей ценой акции S, временем выполнения T , ценой исполнения K и

остаточным временем τ = T − t определяется по формуле

SΦ

(
log(S/K) + (r + 1

2σ
2)τ

σ
√
τ

)
−Ke−rτΦ

(
log(S/K) + (r + 1

2σ
2)τ

σ
√
τ

)
.
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6 Анализ сходимости сильных одношаговых методов решения

стохастических дифференциальных уравнений

Часто возникает необходимость прибегать к численному решению сто-

хастических дифференциальных уравнений. При этом по сравнению с обык-

новенными дифференциальными уравнениями ситуация усложняется в силу

стохастичности. Для решения стохастических дифференциальных уравнений

необходимо использовать специальные численные методы.

Пусть X(t) — решение стохастического дифференциального уравнения

на отрезке [0, T ]. Рассмотрим разбиение отрезка [0, T ] на N частей. Для упро-

щения будем считать, что все части имеют одинаковый размер h = T
N .

Пусть Y (t) — дискретная аппроксимация X(t), вычисленная путем при-

менения некоторого численного метода в указанных точках разбиения отрезка

[0, T ].

Определение 1. Говорят, что численный метод сходится сильно к X(t) в

момент времени T , если

lim
h→0

E{|X(T )− Y (T )|} = 0.

Определение 2. Говорят, что численный метод сходится сильно к X(t) в

момент времени T с порядком p > 0, если существует постоянная C > 0, не

зависящая от h, и число δ > 0, такие что

E{|X(T )− Y (T )|} ≤ Chp,

для всех h ∈ (0, δ).

Метод Эйлера-Маруяма

Xi+1 = Xi + a(Xi, ti)h+ b(Xi, ti)∆Bi, X0 = x0.

Известно, что данный метод сходится в сильном смысле с порядком p = 0.5.

Метод Мильштейна

Xi+1 = Xi + a(Xi, ti)h+ b(Xi, ti)∆Bi+

+
1

2
b(Xi, ti)b

′
x(Xi, ti)((∆Bi)

2 − h), X0 = x0.
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Известно, что данный метод сходится в сильном смысле с порядком p = 1.

Метод Тейлора

Xi+1 = Xi + a(Xi, ti)h+ b(Xi, ti)∆Bi+

a′x(Xi, ti)b(Xi, ti)∆Zi +
1

2
b(Xi, ti)b

′
x(Xi, ti)((∆Bi)

2 − h)+

+
1

2

(
a(Xi, ti)a

′
x(Xi, ti) +

1

2
b2(Xi, ti)a

′′
xx(Xi, ti)

)
h2+

+

(
a(Xi, ti)b

′
x(Xi, ti) +

1

2
b2(Xi, ti)b

′′
xx(Xi, ti)

)
(∆Bih−∆Zi)+

+
1

2
b(Xi, ti)

(
b(Xi, ti)b

′′
xx(Xi, ti) + (b′x(Xi, ti))

2
)(1

3
(∆Bi)

2 − h
)

∆Bi,

X0 = x0,

где ∆Zi — приращение случайного процесса, имеющее нормальное распреде-

ление с нулевым средним, дисперсией h3/3, коррелированное с ∆Bi. Известно,

что данный метод сходится в сильном смысле с порядком p = 1.5.

При помощи линеаризации

e = E{|X(T )− Y (T )|} ≤ Chp

приходим к уравнение прямой

ln(e) = p ln(h) + ln(C),

где параметр p определяет порядок сходимости численного метода в силь-

ном смысле. Применив метод наименьших квадратов, оценивается значение

параметра p.

Теоретические результаты по определению скорости сходимости этих

методов иллюстрируются вычислительными экспериментами, используя урав-

нение для цен акции, аналитическое решение которого используется для оцен-

ки корректности и сходимости.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В результате проделанной работы были рассмотрены: формула Ито, про-

цесс Орнштейна-Уленбека, теорема существования и единственности, систе-

мы стохастических дифференциальных уравнений, модель и формула Блэка-

Шоулза, а также проведен анализ сходимости сильных одношаговых методов

решения стохастических дифференциальных уравнений.

В результате проведенных вычислительных экспериментов были получе-

ны данные. В процессе сравнения их с теоретическими было установлено, что

оценка порядка сходимости, полученная в результате проведения эксперимен-

тов приближенно совпадает с теоретическим значением порядка сходимости.

Стоит отметить, что с увеличением порядка сходимости в разы увеличи-

вается сложность численного алгоритма. Поэтому на практике целесообразно

использовать алгоритмы более низких порядков.

При выполнении работы были использованы источники [1–5].
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