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Ââåäåíèå. Äàííàÿ ìàãèñòåðñêàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ïîëó÷åíèþ ðåøåíèå

îáðàòíîé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ íà ïîëóîñè ñ êðàåâûìè

óñëîâèÿìè Äèðèõëå. Àêòóàëüíîñòü òåìû îáóñëîâëåíà òåì, ÷òî èíòåðåñ ê íåé

ïîñòîÿííî óâåëè÷èâàåòñÿ áëàãîäàðÿ ïîÿâëåíèþ âñå íîâûõ ïðèëîæåíèé. Â íà-

ñòîÿùåå âðåìÿ òåîðèÿ îáðàòíûõ çàäà÷ èíòåíñèâíî ðàçâèâàåòñÿ âî âñåì ìèðå.

Îáðàòíûå çàäà÷è ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà çàêëþ÷àþòñÿ â îïðåäåëåíèè îïå-

ðàòîðîâ ïî íåêîòîðûì èõ ñïåêòðàëüíûì õàðàêòåðèñòèêàì. Ïîäîáíûå çàäà÷è

èãðàþò ôóíäàìåíòàëüíóþ ðîëü â ðàçëè÷íûõ ðàçäåëàõ ìàòåìàòèêè è èìåþò

ìíîãî ïðèëîæåíèé â ìåõàíèêå, ôèçèêå, ýëåêòðîíèêå, ãåîôèçèêå, ìåòåîðîëî-

ãèè è äðóãèõ îáëàñòÿõ åñòåñòâîçíàíèÿ è òåõíèêè.

Èññëåäîâàíèå îáðàòíûõ ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷ ñâÿçàíî ñ òðåìÿ îñíîâíûìè

ýòàïàìè:

1. âûÿñíåíèå òîãî, êàêèå ñïåêòðàëüíûå äàííûå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò

îïåðàòîð, è äîêàçàòåëüñòâî ñîîòâåòñòâóþùèõ òåîðåì åäèíñòâåííîñòè;

2. êîíñòðóêòèâíîå ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è: ðàçðàáîòêà ìåòîäà ðåøåíèÿ

è ïîñòðîåíèå àëãîðèòìà âîññòàíîâëåíèÿ îïåðàòîðà ïî ðàññìàòðèâàåìûì ñïåê-

òðàëüíûì äàííûì;

3. íàõîæäåíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ðàññìàòðèâàåìûõ ñïåêòðàëü-

íûõ äàííûõ, ïîëó÷åíèå íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ðàçðåøèìîñòè

îáðàòíîé çàäà÷è.

Íàèáîëåå ïîëíûå ðåçóëüòàòû â ñïåêòðàëüíîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ

îïåðàòîðîâ, è â ÷àñòíîñòè â òåîðèè îáðàòíûõ çàäà÷, ïîëó÷åíû äëÿ äèôôå-

ðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ

y′′ + q(x)y.

Ïåðâûå èññëåäîâàíèÿ ïî ñïåêòðàëüíîé òåîðèè îïåðàòîðîâ äàííîãî âèäà áû-

ëè âûïîëíåíû Ä. Áåðíóëëè, Äàëàìáåðîì, Ýéëåðîì, Ëèóâèëëåì è Øòóðìîì

è ñâÿçàíû ñ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùåãî êîëåáàíèÿ ñòðóíû. Ðàññìàò-

ðèâàåìûå â ðàáîòå êðàåâûå óñëîâèÿ ñîîòâåòñòâóþò ñëó÷àþ, êîãäà êîíåö ñòðó-

íû çàêðåïëåí, ÷òî ïðåäñòàâëÿåò áîëüøîé èíòåðåñ ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðèëîæå-

íèé. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïîÿâëÿåòñÿ âñå áîëüøå íîâûõ ñôåð ïðèëîæåíèé äàí-
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íîé òåìàòèêè, ïîýòîìó ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâëåííîé ðàáîòû îáëàäàþò íàó÷íîé

çíà÷èìîñòüþ è íîâèçíîé.

Ñòðóêòóðà îñíîâíîé ÷àñòè âûïóñêíîé êâàëèôèêàöèîííàÿ ðàáîòû âûãëÿ-

äèò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ðàáîòà ñîñòîèò èç òðåõ ãëàâ.

1. ¾Ðåøåíèå Éîñòà è Áèðêãîôà¿.

Ãëàâà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ñâîéñòâ âûøåóïîìÿíóòûõ ðåøåíèé îïåðà-

òîðà Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ íà ïîëóîñè.

2. ¾Ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà îïåðàòîðà Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ íà ïîëóîñè¿.

Â äàííîé ãëàâå èçó÷àþòñÿ ñâîéñòâà ñïåêòðà. Â êà÷åñòâå îñíîâíîé ñïåê-

òðàëüíîé õàðàêòåðèñòèêè ââîäèòñÿ è èçó÷àåòñÿ ôóíêöèÿ Âåéëÿ.

3. ¾Îáðàòíàÿ çàäà÷à¿.

Ñòðîèòñÿ ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è è äîêàçûâàåòñÿ åãî åäèíñòâåí-

íîñòü. Ïîëó÷åí àëãîðèòì ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è. Äîêàçàíà îäíîçíà÷íàÿ

ðàçðåøèìîñòü îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ, ðåøåíèå êîòîðîãî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ

âîññòàíîâëåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà ïî ñïåêòðàëüíûì äàííûì.

Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû. Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ ôîðìó

L = L(q(x)) è äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

`y := −y′′ + q(x)y = λy, x > 0, (1)

y(0) = 0. (2)

Çäåñü q(x) ∈ L(0,∞) � êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ, íàçûâàåìàÿ ïîòåíöèà-

ëîì. Ïóñòü ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð λ = ρ2, ρ = σ+iτ . Îïåðàòîð l íàçûâàåòñÿ

îïåðàòîðîì Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ. Òàêæå äëÿ îïðåäåëåííîñòè τ := Imρ ≥ 0.

×åðåç Π îáîçíà÷èì λ- ïëîñêîñòü ñ ðàçðåçîì λ ≥ 0, à Π1 = Π \ {0}. Òî-
ãäà ïðè îòîáðàæåíèè ρ → ρ2 = λ, Π1 ñîîòâåòñòâóåò ìíîæåñòâó Ω = {ρ :

Imρ ≥ 0, ρ 6= 0}. Ïîëîæèì Ωδ = {ρ : Imρ ≥ 0, |ρ| ≥ δ}. ×åðåç WN

îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ôóíêöèé f(x), x ≥ 0 òàêèõ, ÷òî ôóíêöèè f (j)(x),

j = 0, N − 1 àáñîëþòíî íåïðåðûâíû íà [0, T ] ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì

T > 0, è f (j)(x) ∈ L(0,∞), j = 0, N.
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Äëÿ óðàâíåíèÿ (1) â Ω ñ àñèìïòîòè÷åñêèì ïîâåäåíèåì íà áåñêîíå÷íîñòè

òèïà exp(±iρx) ïîñòðîèì ñïåöèàëüíûå ÔÑÐ (ôóíäàìåíòàëüíûå ñèñòåìû ðå-

øåíèé).

Ðåøåíèå Éîñòà. Óðàâíåíèå (1) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, y = e(x, ρ),

ρ ∈ Ω, x ≥ 0, óäîâëåòâîðÿþùåå èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ

e(x, ρ) = exp(iρx)− 1

2iρ

∫ ∞
x

(exp(iρ(x− t))− exp(iρ(t− x))) q(t)e(t, ρ) dt.

(3)

Ñâîéñòâà ôóíêöèè e(x, ρ):

1. Ïðè x→∞, ν = 0, 1 è êàæäîì ôèêñèðîâàííîì δ > 0

e(ν)(x, ρ) = (iρ)ν exp(iρx)(1 + o(1)) (4)

ðàâíîìåðíî â Ωδ. Ïðè Imρ > 0 e(x, ρ) ∈ L2(0,∞), ïðè÷åì e(x, ρ) ÿâëÿåòñÿ

åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1) (ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæè-

òåëÿ) ñ ýòèì ñâîéñòâîì.

2. Ïðè |ρ| → ∞, ρ ∈ Ω, ν = 0, 1

e(ν)(x, ρ) = (iρ)ν exp(iρx)
(

1 +
ω(x)

iρ
+ o
(1

ρ

))
, ω(x) := −1

2

∫ ∞
x

q(t) dt (5)

ðàâíîìåðíî ïî x ≥ 0.

3. Ïðè ôèêñèðîâàííûõ x ≥ 0 è ν = 0, 1 ôóíêöèè e(ν)(x, ρ) ðåãóëÿðíû ïðè

Imρ > 0 è íåïðåðûâíû ïðè ρ ∈ Ω.

4. Ïðè âåùåñòâåííîì ρ 6= 0 ôóíêöèè e(x, ρ) è e(x,−ρ) îáðàçóþò ôóíäàìåí-

òàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1), ïðè÷åì

〈e(x, ρ), e(x,−ρ)〉 = −2iρ, (6)

ãäå 〈y, z〉 := yz′−y′z � âðîíñêèàí ôóíêöèé y è z. Ôóíêöèÿ e(x, ρ) íàçûâàåòñÿ

ðåøåíèåì Éîñòà óðàâíåíèÿ (1).

Ðåøåíèå Áèðêãîôà. Äëÿ êàæäîãî δ > 0 ñóùåñòâóåò a = aδ ≥ 0 òàêîå,

÷òî óðàâíåíèå (1) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå y = E(x, ρ), ïðè ρ ∈ Ωδ,
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óäîâëåòâîðÿþùåå èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ

E(x, ρ) = exp(−iρx) +
1

2iρ

∫ x

a

exp(iρ(x− t))q(t)E(t, ρ) dt+

+
1

2iρ

∫ ∞
x

exp(iρ(t− x))q(t)E(t, ρ) dt.

(7)

Ôóíêöèÿ E(x, ρ), íàçûâàåìàÿ ðåøåíèåì Áèðêãîôà äëÿ (1), èìååò ñëåäóþùèå

ñâîéñòâà:

(i1) E(ν)(x, ρ) = (−iρ)ν exp(−iρx)(1 + o(1)), x→∞ ν = 0, 1, ðàâíîìåðíî ïî

|ρ| ≥ δ, Imρ ≥ α ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì α > 0;

(i2) E(ν)(x, ρ) = (−iρ)ν exp(−iρx)(1 + O(ρ−1)), |ρ| → ∞ ρ ∈ Ω ðàâíîìåðíî

ïî x ≥ a;

(i3) ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì x ≥ 0 ôóíêöèè E(ν)(x, ρ) ðåãóëÿðíû ïðè

Imρ > 0, |ρ| ≥ δ è íåïðåðûâíû ïðè ρ ∈ Ωδ;

(i4) ôóíêöèè e(x, ρ), E(x, ρ) îáðàçóþò ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé

óðàâíåíèÿ (1), ïðè÷åì 〈e(x, ρ), E(x, ρ)〉 = −2iρ;

(i5) åñëè δ ≥ Q0(0), òî ìîæíî áðàòü a = 0.

Ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà îïåðàòîðà Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ íà ïîëó-

îñè. Îáîçíà÷èì

∆(ρ) = e(0, ρ). (8)

Ôóíêöèÿ ∆(ρ) àíàëèòè÷íà ïðè Imρ > 0 è íåïðåðûâíà ïðè ρ ∈ Ω. Èç (5)

ñëåäóåò, ÷òî ïðè |ρ| → ∞, ρ ∈ Ω èìååò ìåñòî àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîðìóëà

∆(ρ) = e(0, ρ) = 1 +
ω(0)

iρ
+ o
(1

ρ

)
. (9)

Ìîæíî ïîëó÷èòü áîëåå òî÷íî:

∆(ρ) = e(0, ρ) = 1− 1

2iρ

∫ ∞
0

(1− exp(2iρt))q(t) dt+O
( 1

ρ2

)
. (10)

Îáîçíà÷èì

Λ = {λ = ρ2 : ρ ∈ Ω, ∆(ρ) = 0},

Λ′ = {λ = ρ2 : Imρ > 0, ∆(ρ) = 0},
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Λ′′ = {λ = ρ2 : Imρ = 0, ρ 6= 0, ∆(ρ) = 0}.

Î÷åâèäíî, ÷òî Λ = Λ′ ∪ Λ′′ � îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî, à Λ′ � îãðàíè÷åííîå

íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî. Îáîçíà÷èì

Φ(x, λ) =
e(x, ρ)

∆(ρ)
=
e(x, ρ)

e(0, ρ)
. (11)

Ôóíêöèÿ Φ(x, λ) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (1) è, â ñèëó (8), òàêæå óñëîâèÿì

Φ(0, λ) =
e(0, ρ)

e(0, ρ)
= 1, (12)

Φ(x, λ) = O(exp(iρx)), x→∞, ρ ∈ Ω. (13)

Ôóíêöèÿ Φ(x, λ) íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì Âåéëÿ äëÿ L. Îòìåòèì, ÷òî (1), (12)

è (13) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò ðåøåíèå Âåéëÿ.

Ïîëîæèì M(λ) := Φ′(0, λ). Ôóíêöèÿ M(λ) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Âåéëÿ

äëÿ L. Èç (11) âûòåêàåò

M(λ) =
e′(0, ρ)

∆(ρ)
. (14)

ßñíî, ÷òî

Φ(x, λ) = C(x, λ) +M(λ)S(x, λ), (15)

ãäå ôóíêöèè C(x, λ), S(x, λ) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè (1) ïðè íà÷àëüíûõ óñëî-

âèÿõ

C(0, λ) = 1, C ′(0, λ) = 0, S(0, λ) = 0, S ′(0, λ) = 1.

Ïî ôîðìóëå Îñòðîãðàäñêîãî-Ëèóâèëëÿ âðîíñêèàí 〈S(x, λ),Φ(x, λ)〉 íå çà-
âèñèò îò x. Òàê êàê ïðè x = 0

〈S(x, λ),Φ(x, λ)〉|x=0 = S(0, λ)Φ′(0, λ)− S ′(0, λ)Φ(0, λ) = −1,

òî ïîëó÷àåì

〈S(x, λ),Φ(x, λ)〉 ≡ −1. (16)

Îïðåäåëåíèå 1. Ìíîæåñòâî îñîáåííîñòåé ôóíêöèè Âåéëÿ M(λ) íàçûâà-

åòñÿ ñïåêòðîì L. Òå çíà÷åíèÿ λ, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå (1) èìååò íåòðè-
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âèàëüíûå ðåøåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì y(0) = 0, y(∞) = 0 (ò.å.

limx→∞ y(x) = 0), íàçûâàþòñÿ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè L, à ñîîòâåòñòâó-

þùèå ðåøåíèÿ íàçûâàþòñÿ ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü λ0 /∈ [0,∞). Äëÿ òîãî, ÷òîáû λ0 áûëî ñîáñòâåííûì çíà÷å-

íèåì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ∆(ρ0) = 0. Äðóãèìè ñëîâàìè, ìíîæå-

ñòâî íåíóëåâûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ñîâïàäàåò ñ Λ′. Êàæäîìó ñîáñòâåííî-

ìó çíà÷åíèþ λ0 ∈ Λ′ ñîîòâåòñòâóåò òîëüêî îäíà (ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî

ìíîæèòåëÿ) ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ, à èìåííî:

e(x, ρ0) = β0S(x, λ0), β0 6= 0. (17)

Òàêèì îáðàçîì, ñïåêòð L ñîñòîèò èç ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè {λ : λ ≥ 0} è
äèñêðåòíîãî ìíîæåñòâà Λ = Λ′∪Λ′′. Êàæäûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà Λ′ ÿâëÿåòñÿ

ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì L. Òî÷êè ìíîæåñòâà Λ′′ íå ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè

çíà÷åíèÿìè L; îíè íàçûâàþòñÿ ñïåêòðàëüíûìè îñîáåííîñòÿìè L.

Ïðèìåð 1. Ïóñòü q(x) ≡ 0. Òîãäà ∆(ρ) = 1.

Èç (5), (9), (11) è (14) ñëåäóåò, ÷òî ïðè |ρ| → ∞, ρ ∈ Ω èìåþò ìåñòî

àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû

M(λ) = e′(0, ρ) = iρ

(
1 +

ω(0)

iρ
+ o

(
1

ρ

))
, (18)

Φ(ν)(x, λ) = (iρ)ν exp(iρx)

(
1 +

ω(x)

iρ
+ o

(
1

ρ

))
(19)

ðàâíîìåðíî ïî x ≥ 0, ïðè÷åì

ω(x) = −1

2

∫ ∞
x

q(s) ds.

Ó÷èòûâàÿ (10), ìîæíî ïîëó÷èòü áîëåå òî÷íî:

M(λ) = iρ

(
1− 1

2iρ

∫ ∞
0

(1 + exp(2iρt))q(t)dt+O

(
1

ρ2

))
,

|ρ| → ∞, ρ ∈ Ω.
(20)
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Îáîçíà÷èì

V (λ) =
1

2πi

(
M−(λ)−M+(λ)

)
, λ > 0, (21)

ãäå

M±(λ) = lim
z→0, Re z>0

M(λ± iz).

Èç (18), (21) âûòåêàåò, ÷òî ïðè ρ > 0, ρ→ +∞ :

V (λ) =
1

2πi

(
− iρ

(
1− ω(0)

iρ
+ o
(1

ρ

))
− iρ

(
1 +

ω(0)

iρ
+ o
(1

ρ

)))
,

è ñëåäîâàòåëüíî,

V (λ) = −ρ
π

(
1 + o

(
1

ρ

))
, ρ > 0, ρ→ +∞.

Èñïîëüçóÿ (20), âû÷èñëÿåì áîëåå òî÷íî:

V (λ) = −ρ
π

(
1− 1

2ρ

∫ ∞
0

q(t) sin 2ρt dt+O

(
1

ρ2

))
, ρ > 0, ρ→ +∞. (22)

Îáðàòíàÿ çàäà÷à. Ïðè èññëåäîâàíèè îáðàòíûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé

ôèçèêè ïåðâîñòåïåííóþ çíà÷èìîñòü èìååò äîêàçàòåëüñòâî ñîîòâåòñòâóþùèõ

òåîðåì ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ.

Âìåñòå ñ L áóäåì ðàññìàòðèâàòü L̃ = L(q̃(x)) àíàëîãè÷íîãî âèäà. Òîãäà

åñëè íåêîòîðûé îáúåêò γ îòíîñèòñÿ ê L, òî γ̃ � ê L̃, à γ̂ := γ − γ̃.
Âåðíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è. Åñëè

M(λ) = M̃(λ), òî L = L̃. Òàêèì îáðàçîì, çàäàíèå ôóíêöèè Âåéëÿ îäíîçíà÷íî

îïðåäåëÿåò q(x).

Ïîñòðîåíèå ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî L ∈ VN ,
åñëè q(x) ∈ WN . Îáðàòíóþ çàäà÷ó áóäåì ðåøàòü â êëàññàõ VN .

Ïóñòü L̃ = L(q̃(x)) âûáðàíî òàê, ÷òî∫ ∞
ρ∗
|V̂ (λ)|2 dρ <∞, V̂ := V − Ṽ (23)
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ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì ρ∗ > 0. Òàê êàê

V (λ) = −ρ
π

(
1− 1

2ρ

∫ ∞
0

q(t) sin 2ρt dt+O

(
1

ρ2

))
, ρ > 0, ρ→ +∞ (24)

V̂ (λ) =
1

2π

∫ ∞
0

q̂(t) sin 2ρt dt+O

(
1

ρ2

)
,

òî (23) íå ÿâëÿåòñÿ æåñòêèì îãðàíè÷åíèåì. Â ÷àñòíîñòè, åñëè q(x) ∈ L2, òî

(23) âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè äëÿ ëþáîé q̃(x) ∈ L2. Ïðè N ≥ 1 óñëîâèå

(23) òàêæå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîãî L̃ ∈ VN .
Èç (23) âûòåêàåò∫ ∞

λ∗
|V̂ (λ)| dλ = 2

∫ ∞
ρ∗

ρ|V̂ (λ)| dρ <∞, λ∗ = (ρ∗)2, λ = ρ2. (25)

Îáîçíà÷èì

D(x, λ, µ) =
〈S(x, λ), S(x, µ)〉

λ− µ
=

∫ x

0

S(t, λ)S(t, µ) dt,

D̃(x, λ, µ) =
〈S̃(x, λ), S̃(x, µ)〉

λ− µ
=

∫ x

0

S̃(t, λ)S̃(t, µ) dt,

r(x, λ, µ) = D(x, λ, µ)M̂(µ), r̃(x, λ, µ) = D̃(x, λ, µ)M̂(µ).


(26)

Ëåììà 1. Èìåþò ìåñòî îöåíêè

|D(x, λ, µ)|, |D̃(x, λ, µ)| ≤ Cx exp(|Imρ|x)

|ρθ|(|ρ∓ θ|+ 1)
, λ = ρ2, µ = θ2 ≥ 0, ±θRe ρ ≥ 0.

(27)

Òåîðåìà 2. Ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

S̃(x, λ) = S(x, λ) +
1

2πi

∫
γ

r̃(x, λ, µ)S(x, µ) dµ, (28)

r(x, λ, µ)− r̃(x, λ, µ) +
1

2πi

∫
γ

r̃(x, λ, ξ)r(x, ξ, µ) dξ = 0. (29)

Óðàâíåíèå (28) íàçûâàåòñÿ îñíîâíûì óðàâíåíèåì îáðàòíîé çàäà÷è.

9



Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì âûâîäèòñÿ ñîîòíîøåíèå

Φ̃(x, λ) = Φ(x, λ) +
1

2πi

∫
γ

〈Φ̃(x, λ), S̃(x, µ)〉
λ− µ

M̂(µ)S(x, µ) dµ, λ ∈ Jγ. (30)

Îáîçíà÷èì

ε0(x) =
1

2πi

∫
γ

S̃(x, µ)S(x, µ)M̂(µ) dµ, ε(x) = −2ε′0(x). (31)

Òåîðåìà 3. Ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

q(x) = q̃(x) + ε(x), (32)

Àëãîðèòì ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è. Ïóñòü çàäàíà ôóíêöèÿ M(λ).

(1) Âûáèðàåì L̃ ∈ VN òàê, ÷òî âåðíî (23).

(2) Íàõîäèì S(x, λ) èç îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ (28).

(3) Ñòðîèì q(x) ïî ôîðìóëàì (31)-(32).

Íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè îáðàòíîé

çàäà÷è. ×åðåç W îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ôóíêöèé M(λ) òàêèõ, ÷òî

(i)M(λ) àíàëèòè÷íà â Π çà èñêëþ÷åíèåì íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîãî îãðàíè÷åííî-

ãî ìíîæåñòâà ïîëþñîâ Λ′ è íåïðåðûâíà â Π1 çà èñêëþ÷åíèåì îãðàíè÷åííîãî

ìíîæåñòâà Λ (Λ è Λ′ ñâîè äëÿ êàæäîé ôóíêöèè M(λ));

(ii) ïðè |λ| → ∞ èìååò ìåñòî (18).

Òåîðåìà 4. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ôóíêöèÿ M(λ) ∈ W áûëà ôóíêöèåé Âåéëÿ

äëÿ íåêîòîðîé ïàðû L ∈ VN , íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü

ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) (àñèìïòîòèêà) ñóùåñòâóåò L̃ ∈ VN òàêîå, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ (23);

2) (óñëîâèå Ð) ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì x ≥ 0 óðàâíåíèå (28) èìååò åäèí-

ñòâåííîå ðåøåíèå S(x, λ) ∈ C(γ);

3) ε(x) ∈ WN , ãäå ôóíêöèÿ ε(x) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (31).

Ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ q(x) ñòðîèòñÿ ïî ôîðìóëå (32).

Çàêëþ÷åíèå. Â äàííîé ðàáîòå áûëà èññëåäîâàíà îáðàòíàÿ ñïåêòðàëüíàÿ

çàäà÷à Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ íà ïîëóîñè ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè Äèðèõëå. Ïî-
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ëó÷åíî ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîé îáðàòíîé çàäà÷è, äîêàçàíà åãî åäèíñòâåí-

íîñòü. Áûë ïîëó÷åí àëãîðèòì, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ìîæåò áûòü íàéäåíî ðå-

øåíèå îáðàòíîé çàäà÷è, à òàê æå äîêàçàíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëî-

âèÿ ðàçðåøèìîñòè îáðàòíîé çàäà÷è.
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