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ВВЕДЕНИЕ 

Актуальность работы. Гиперболическую плоскость    положительной 

кривизны рассматриваем в проективной модели Кэли-Клейна на внешней 

относительно овальной линии γ области проективной плоскости P2, где в 

качестве прямых приняты прямые трех типов [1, 16]. Плоскость    как 

собственная входит в гиперболическое пространство     положительной 

кривизны, которое можно использовать при моделировании поведения 

элементарных частиц атома [26]. В такой модели абсолют пространства 

будет интерпретацией атомного ядра, а сечение пространства     плоскостью 

типа     двумерной атомной моделью. Траектории электронов в ней можно 

смоделировать с помощью гиперциклов плоскости   . Исследование 

различных объектов плоскости   , в частности, трехреберников, обеспечивает 

формирование новой геометрической теории, в связи с чем тема 

исследования представляется актуальной. 

Цели и задачи работы. Цель магистерской работы – получить аналоги 

теоремы Стюарта в плоскости    и как следствие из них найти формулы для 

вычисления длин медиан трехреберников типов eee(I) и  eee(III). 

 В рамках работы решены следующие задачи: изучены основные факты 

геометрии плоскости    в модели КэлиКлейна; подробно изучены 

тригонометрия плоскости   , в частности, аналоги теорем синусов и 

косинусов, определение инвариантов пар объектов; кратко изложены основы 

геометрии плоскости    с визуализацией некоторых объектов средствами 

GeoGebra; доказаны аналоги теоремы Стюарта и следствия из них. 

Структура работы. Магистерская работа состоит из введения, трех 

разделов (Основы геометрии плоскости   , Трехвершинники плоскости   , 

Решение трехреберников типов eee(I) и eee(III)), заключения и списка 

использованных источников, содержащего 31 наименование. 

Краткая характеристика материалов работы. Введение работы 

содержит краткий исторический обзор развития геометрии плоскости   , 



обоснование актуальности темы исследования и характеристику работы. 

Вводная часть работы, включающая в себя первые два раздела, имеет 

реферативный характер, самостоятельное исследование описано в разделе 3. 

В первом разделе введены основные понятия геометрии плоскости   , 

представлены классификации отрезков и углов данной плоскости, способы 

их измерения. Во втором разделе описаны трехвершинники. Приведены их 

классификация, определение трехреберников, основные свойства 

трехреберников. В третьем разделе доказаны аналоги теоремы Стюарта для 

трехреберников типов eee(I) и eee(III) и следствия из них. 

 Научная новизна и значимость работы. Совместно с научным 

руководителем доказаны и опубликованы аналоги теоремы Стюарта для 

трехреберников типов eee(I) и eee(III), а также первые следствия из них. 

Полученные результаты существенно дополняют тригонометрию 

исследуемой плоскости и предоставляют способы и приемы доказательств 

аналогичных утверждений для трехреберников других типов. 

 Положения, выносимые на защиту. 

Теорема 3.1.1 [1, Теорема 2.1] (Аналоги теоремы Стюарта). Пусть на 

плоскости    длины ребер трехреберника ABC типа eee(I) или eee(III) 

удовлетворяют условия |AB| = c, |BC| = a и |AC| = b, а точка D разбивает 

ребро BC на отрезки длиной ab и ac, считая от вершины C. Если прямая 

AD эллиптическая (гиперболическая), а ее часть θ, принадлежащая 

внутренности трехреберника ABC, имеет длину d, то выполняется 

соотношение 

   
 

 
   

  

 
    

 

 
   

  

 
    

 

 
   

 

 
                                          

    
 

 
   

  

 
    

 

 
   

  

 
   

 

 
   

 

 
                                          

Если прямая AD параболическая, то справедливо соотношение 

   
 

 
   

  

 
    

 

 
   

  

 
     

 

 
                                             

где ε = 1 (ε = –1), если ABC трехреберник типа eee(I) (eee(III)). 



ОСНОВНОЕ СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ 

Абсолютом, по Кэли [30], называется фигура, инвариантная во всех 

преобразованиях рассматриваемой плоскости. Фундаментальной группой 

преобразований плоскости называется группа проективных автоморфизмов 

абсолюта данной плоскости [1, 3, 12]. Гиперболической плоскостью    

положительной кривизны называется внешняя относительно абсолютной 

овальной линии γ область расширенной гиперболической плоскости H
2
, 

причем прямыми являются эллиптические прямые и части гиперболических 

и параболических прямых, принадлежащие данной области [1].  

С помощью абсолюта на плоскости    вводится измерение расстояний 

между точками. В зависимости от типа прямой, содержащей две данные 

точки, измерение может быть эллиптическим или гиперболическим. Для 

двух точек на параболической прямой инварианта фундаментальной группы 

плоскости    не существует. Все углы плоскости    относятся к 15 типам, 

углы шести типов измеримы, углы трех типов имеют вещественные меры 

(Таблица 1). 

Таблица 1 – Меры углов плоскости    

№ Тип угла Мера υ (  ) угла      Тип 

пучка 

Тип прямой 

a b 

1 Валиана – Г П 

 

П 

 2 Полуковалиана – 

3 Гиперболический флаг – Г П Г 

4 Гиперболический псевдофлаг – 

5 Параболический флаг – П 

6 Эллиптический флаг – Г П Э 

7 Эллиптический псевдофлаг – 

8 Полуплоскость υ ∈ [0; π] Э Г Г 

9 Гиперболический угол υ ∈ ℝ+ Г 

10 Гиперболический псевдоугол    = iπ + υ, υ ∈ ℝ+ 

11 Полоса – П 

12 Псевдополоса – 

13 Квазиугол    =kυ + iπ / 2, υ ∈ ℝ+,  

для h–квазиугла k = 1, 

для e–квазиугла k = – 1, 

для прямого квазиугла k = 0  

Г Г Э 

14 Эллиптический угол υ ∈ ℝ+ Г Э Э 

15 Эллиптический псевдоугол    = iπ – υ, υ ∈ ℝ+ 



Трехвершинником плоскости    называют совокупность трех точек 

общего положения плоскости   , называемых вершинами, и трех отрезков, 

попарно соединяющих эти точки, называемых ребрами. Прямые, 

содержащие отрезки, называют сторонами трехвершинника. Каждые две 

стороны трехвершинника разбивают плоскость    на две или три части. Ту из 

этих частей, которая содержит не принадлежащее данным сторонам ребро 

трехвершинника, называют углом трехвершинника, противолежащим 

указанному ребру. Трехреберником называют трехвершинник плоскости   , 

обладающий внутренностью. 

Трехреберниками являются трехвершинники следующих десяти типов: 

eee(I), eee(III), eeh(I), ehh(I), hhh(I), eep(I), ehp(I), epp(I), hhp(I), hpp(I), где 

символы e, h, и p обозначают эллиптический, гиперболический и, 

соответственно, параболический тип ребра трехвершинника. 

Теорема 2.3.1 [13, Теорема 5.4.1]. На гиперболической плоскости    

действительного радиуса кривизны ρ справедливы следующие утверждения: 

1) трехвершинник типа eee(I) является трехреберником; 

2) при расширении плоскости    ее абсолютом внутренность 

трехвершинника типа еее(I) не содержит абсолют; 

3) по крайней мере одно из ребер трехвершинника типа еее(I), 

противолежащих эллиптическому углу, является коротким; 

4)  если в трехвершиннике типа еее(I) одно из ребер, противолежащих 

эллиптическому углу, не является коротким, то ребро данного 

трехвершинника, противолежащее эллиптическому псевдоуглу, является 

длинным; 

5) в трехвершиннике АВС типа еее(I) с эллиптическими углами В, С и 

эллиптическим псевдоуглом А  имеют место соотношения: 

   
  

 
    

  

 
    

  

 
    

  

 
    

  

 
                                                   

   
  

 
    

  

 
    

  

 
    

  

 
    

  

 
                                                  



                              
  

 
                                              

                               
  

 
                                              

   
  
 

    
 

   
  

 

    
 

   
  
 

    
                                                           

Теорема 2.4.1 [13, Теорема 5.4.3]. На гиперболической плоскости    

действительного радиуса кривизны ρ справедливы следующие утверждения: 

1) трехвершинник типа eee(III) является трехреберником; 

2) при расширении плоскости    ее абсолютом внутренность 

трехвершинника типа eee(III) содержит абсолют; 

3) по крайней мере два ребра трехвершинника типа eee(III) являются 

длинными; 

4) для трехвершинника ABC типа eee(III) справедливы формулы: 

   
  

 
    

  

 
    

  

 
    

  

 
    

  

 
                                                   

                                  
  

 
                                              

   
  
 

    
 

   
  

 

     
 

   
  
 

     
                                                           

Теорема 2.5.1  [13, Теорема 5.4.11]. На гиперболической плоскости    

действительного радиуса кривизны ρ справедливы следующие утверждения: 

1) трехвершинник типа eeh(I) является трехреберником; 

2) в трехвершиннике ABC типа eeh(I) с гиперболическим ребром c 

имеют место соотношения:  

  
  

 
    

  

 
    

  

 
    

  

 
    

  

 
                                                  

   
  

 
    

  

 
   

  

 
      

  

 
    

  

 
                                               



                             
  

 
                                            

                            
  

 
                                            

  
  
 

    
 

     
  

 

    
 

     
  
 

    
                                                         

Теорема 3.1.1 [1, Теорема 2.1]. Пусть на плоскости    длины ребер 

трехреберника ABC типа eee(I) или eee(III) удовлетворяют условия |AB| = c, 

|BC| = a и |AC| = b, а точка D разбивает ребро BC на отрезки длиной ab и ac, 

считая от вершины C. Если прямая AD эллиптическая (гиперболическая), а 

ее часть θ, принадлежащая внутренности трехреберника ABC, имеет длину 

d, тогда выполняется соотношение 

   
 

 
   

  

 
    

 

 
   

  

 
    

 

 
   

 

 
                                          

    
 

 
   

  

 
    

 

 
   

  

 
   

 

 
   

 

 
                                          

Если прямая AD параболическая, то справедливо соотношение 

   
 

 
   

  

 
    

 

 
   

  

 
     

 

 
                                        

где ε = 1 (ε = –1), если ABC трехреберник типа eee(I) (eee(III)). 

Следствие 3.1.1 [1, Следствие 2.1]. Длина ma эллиптической 

(гиперболической) медианы трехреберника типа eee(I) или eee(III) плоскости 

  , проведенная к ребру длиной a, выражается через длины a, b, c ребер 

данного трехреберника по формуле 

   
  

 
 

   
 
 
    

 
 

    
 
  

    
  

 
 

   
 
 
    

 
 

    
 
  

                             

Теорема 3.2.1 [1, Теорема 3.2].  Пусть в плоскости    точка D лежит 

на ребре BC трехреберника ABC типа eee(I) или eee(III), а прямая AD 

разбивает внутренний угол при вершине A на углы величиной AB, AC, считая 

от ребра AB. Если прямая AD непараболическая, а внутренний угол при 



вершине D трехреберника ACD, принадлежащего данному трехребернику 

ABC, имеет меру DC, то справедливо соотношение 

ch B sh AC – ch C sh AB = ch DC sh A.                                  (  17) 

Следствие 3.2.1 [1, Следствие 3.2]. Длина la эллиптической 

(гиперболической) биссектрисы трехреберника типа eee(I) или eee(III) 

плоскости   , проведенная из вершины A, выражается через меры A, B, C 

внутренних углов данного трехреберника по формуле 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В магистерской работе были получены аналоги теоремы Стюарта в 

плоскости    и как следствие из них найдены формулы для вычисления длин 

медиан трехреберников типов eee(I) и eee(III). Для этого была изучена 

тригонометрия плоскости плоскости   , в частности, аналоги теорем синусов 

и косинусов, а так же определены инварианты пар объектов. Вместе с тем 

было проведено краткое изложение основ геометрии плоскости   .  

Материалы работы могут быть использованы в научных исследованиях 

и при обучении по курсу гиперболической геометрии. 
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