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Ââåäåíèå. Â ìàòåìàòèêå êîãîìîëîãèè äå Ðàìà - èíñòðóìåíò, ïðèíàäëå-

æàùèé êàê àëãåáðàè÷åñêîé òîïîëîãèè, òàê è äèôôåðåíöèàëüíîé òîïîëîãèè,

ñïîñîáíûé âûðàçèòü îñíîâíóþ òîïîëîãè÷åñêóþ èíôîðìàöèþ î ãëàäêèõ ìíî-

ãîîáðàçèÿõ. Ïîñêîëüêó êîãîìîëîãèè äå Ðàìà áîëüøèíñòâà ïðîñòðàíñòâ íå ìî-

ãóò áûòü âû÷èñëåíû íåïîñðåäñòâåííî èç èõ îïðåäåëåíèé, èñïîëüçóþò òàêîé

èíñòðóìåíò êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ìàéåðà-Âüåòîðèñà. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

Ìàéåðà-Âüåòîðèñà ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì èíñòðóìåíòîì, ïîìîãàþùèì âû-

÷èñëÿòü àëãåáðàè÷åñêèå èíâàðèàíòû òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ.

Ðåçóëüòàò ñâÿçàí ñ äâóìÿ àâñòðèéñêèìè ìàòåìàòèêàìè Âàëüòåðîì Ìàé-

åðîì è Ëåîïîëüäîì Âüåòîðèñîì. Â. Ìàéåð íà÷àë èçó÷àòü òîïîëîãèþ, êîãäà

ïîñåùàë ëåêöèè Ë. Âüåòîðèñà â 1926 è 1927 ãîäàõ â óíèâåðñèòåòå â Âåíå. Åìó

ðàññêàçàëè î ãèïîòåòè÷åñêîì ðåçóëüòàòå è ïóòè åãî ðåøåíèÿ, è óæå â 1929

ãîäó Â. Ìàéåð ðåøèë âîïðîñ î ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èíâàðèàíòîâ òîïîëîãè-

÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà. Îí ïðèìåíèë ñâîè ðåçóëüòàòû ê òîðó, ðàññìàòðèâàå-

ìîìó êàê îáüåäèíåíèå äâóõ öèëèíäðîâ. Ë. Âüåòîðèñ ïîçæå äîêàçàë ïîëíûé

ðåçóëüòàò äëÿ ãðóïï êîãîìîëîãèé â 1930 ãîäó, íî íå âûðàçèë åãî êàê òî÷íóþ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ïîíÿòèå òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîÿâèëîñü òîëüêî â

êíèãå 1952 ãîäà "Îñíîâû àëãåáðàè÷åñêîé òîïîëîãèè" Ñàìóýëÿ Ýéëåíáåðãà

è Íîðìàíà Ñòèíðîäà, ãäå ðåçóëüòàòû Ìàéåðà è Âüåòîðèñà áûëè âûðàæåíû â

ñîâðåìåííîé ôîðìå.

Ìåòîä çàêëþ÷àåòñÿ â ðàçáèåíèè ïðîñòðàíñòâà íà ïîäïðîñòðàíñòâà, äëÿ

êîòîðûõ êîãîìîëîãèè äå Ðàìà ïðîùå âû÷èñëÿþòñÿ èëè èçâåñòíû. Ìíîãèå

ïðîñòðàíñòâà, âñòðå÷àþùèåñÿ â òîïîëîãèè, ÿâëÿþòñÿ îáüåäèíåíèåì äîñòàòî÷-

íî ïðîñòûõ ìíîæåñòâ. Òùàòåëüíûé âûáîð äâóõ òàêèõ ìíîæåñòâ, èìåþùèõ

áîëåå ïðîñòûå êîãîìîëîãèè, ÷åì êîãîìîëîãèè âñåãî ïðîñòðàíñòâà, ìîæåò ïîç-

âîëèòü ïîëíîñòüþ âû÷èñëèòü êîãîìîëîãèè ïðîñòðàíñòâà.

Òîò ôàêò, ÷òî êîãîìîëîãèè äå Ðàìà ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòàìè ìíîãîîáðà-

çèé, îïðåäåëÿåò äàííîå èññëåäîâàíèå êàê àêòóàëüíîå.

Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå åñòåñòâåííîé äëèííîé òî÷íîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ýëåìåíòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ êîãîìîëîãèè äå Ðàìà âñå-

ãî ïðîñòðàíñòâà, ïðÿìàÿ ñóììà êîãîìîëîãèé ïîäïðîñòðàíñòâ è êîãîìîëîãèè

ïåðåñå÷åíèÿ ïîäïðîñòðàíñòâ.

Äëÿ äîñòèæåíèÿ öåëè áûëè îïðåäåëåíû ñëåäóþùèå çàäà÷è:
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- ïîçíàêîìèòüñÿ ñ âàæíûì òîïîëîãè÷åñêèì èíâàðèàíòîì ãëàäêèõ ìíîãî-

îáðàçèé - êîãîìîëîãèÿìè äå Ðàìà;

- èçó÷èòü ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò òî÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ñëóæà-

ùèé äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîãîìîëîãèé äèôôåðåíöèàëüíûõ êîìïëåêñîâ, â

÷àñòíîñòè, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ìàéåðà-Âüåòîðèñà;

- äîêàçàòü ãîìîòîïè÷åñêóþ èíâàðèàíòíîñòü êîãîìîëîãèé äå Ðàìà, èç êî-

òîðîé ñëåäóåò òî, ÷òî êîãîìîëîãèè äå Ðàìà ÿâëÿþòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì

èíâàðèàíòîì;

- íàó÷èòüñÿ ïðèìåíÿòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ìàéåðà-Âüåòîðèñà è ãîìîòî-

ïè÷åñêóþ èíâàðèàíòíîñòü äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîãîìîëîãèé äå Ðàìà êîí-

êðåòíûõ ìíîãîîáðàçèé.

Ðàáîòà ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ; îñíîâíîé ÷àñòè, êîòîðàÿ â ñâîþ î÷åðåäü ñîñòîèò

èç 4 ðàçäåëîâ, íåêîòîðûå èç íèõ èìåþò ðàçäåëåíèÿ íà ïóíêòû; çàêëþ÷åíèÿ;

ñïèñêà èñïîëüçóåìûõ èñòî÷íèêîâ, ñîñòîÿùåãî èç 20 íàèìåíîâàíèé; ïðèëîæå-

íèÿ.

Â ïåðâîì ðàçäåëå èçëàãàþòñÿ îñíîâû òåîðèè êîãîìîëîãèé äå Ðàìà. Â íåì

ìû äàëè îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ, êàñàþùèåñÿ ïîíÿòèÿ êîãîìîëîãèé. Ïðèâåëè

è äîêàçàëè íåñêîëüêî òåîðåì è ëåììó î íåêîòîðûõ ñâîéñòâàõ êîãîìîëîãèé äå

Ðàìà.

Âòîðîé ðàçäåë ñîñòîèò èç äâóõ ïóíêòîâ. Â ïåðâîì ïðèâîäÿòñÿ ñâåäåíèÿ

èç òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ êîìïëåêñîâ è òî÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Âî

âòîðîì ïóíêòå ðàññìàòðèâàåòñÿ òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, íàçûâàåìàÿ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòüþ Ìàéåðà-Âüåòîðèñà. Äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà î òî÷íîñòè ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè Ìàéåðà-Âüåòîðèñà.

Òðåòèé ðàçäåë ïîñâÿùåí ãîìîòîïè÷åñêîé èíâàðèàíòíîñòè êîãîìîëîãèé.

Ýòîò ðàçäåë íåîáõîäèì äëÿ òîãî, ÷òîáû áûëî êàê ìîæíî áîëüøå èçâåñòíûõ

êîãîìîëîãèé.

×åòâåðòûé ðàçäåë ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ ïóíêòîâ, â êîòîðûõ ðàññìàò-

ðèâàþòñÿ ïðèìåðû âû÷èñëåíèé êîãîìîëîãèé îêðóæíîñòè, äâóìåðíîé è n-

ìåðíîé ñôåðû, ïëîñêîñòè áåç òî÷åê, òðåõìåðíîãî è n-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà

áåç òî÷åê, òîðà.
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Â ïðèëîæåíèè óêàçàí ïðîãðàììíûé êîä ðàçáèåíèÿ íà ïîäïðîñòðàíñòâà

â ïàêåòå Wolfram Mathematica äâóìåðíîé ñôåðû, ïëîñêîñòè áåç äâóõ òî÷åê,

òîðà.

Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû. Â äàííîé ÷àñòè ðàáîòû, íàìè áóäóò

ìàêñèìàëüíî ïîäðîáíî ðàçîáðàíû âñå îñíîâíûå àñïåêòû ïî äàííîé òåìå.

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ãëàäêàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà ñòåïåíè k� ãëàäêîå

îòîáðàæåíèå, êîòîðîå êàæäîé òî÷êå p ∈M ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ýëåìåíò èç

Λk
(
T ∗p (M)

)
.

Îïðåäåëåíèå 1.2. Ïóñòü Ω∗(M) = ⊕Ωk(M). Âíåøíèì äèôôåðåíöèàëîì íà-

çûâàåòñÿ ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå d : Ω∗(M) → Ω∗(M), óäîâëåòâîðÿþùåå ñëå-

äóþùèì ñâîéñòâàì:

1. d : Ωk(M)→ Ωk+1(M)

d (ω ∧ τ) = (dω) ∧ τ + (−1)kω ∧ dτ, k = degω

2. d ◦ d = 0

3. f ∈ Ω0(M), X � âåêòîðíîå ïîëå, df(X) = Xf .

Îïðåäåëåíèå 1.3. Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà ω íà ãëàäêîì ìíîãîáðàçèè

M íàçûâàåòñÿ çàìêíóòîé, åñëè dω = 0. Ôîðìà ω íàçûâàåòñÿ òî÷íîé, åñëè åå

ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ω = dτ , äëÿ íåêîòîðîé ôîðìû τ ∈ Ωk−1(M).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Zk(M) ïðîñòðàíñòâî çàìêíóòûõ ôîðì ñòåïåíè k, à ÷å-

ðåç Bk(M) ïðîñòðàíñòâî òî÷íûõ k-ôîðì.

Îïðåäåëåíèå 1.4. Ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî Hk(M) = Zk(M)/Bk(M) íàçûâà-

åòñÿ k-ìåðíûìè êîãîìîëîãèÿìè äå Ðàìà ìíîãîîáðàçèÿ M .

Äàëåå ïðèâîäÿòñÿ òåîðåìû è ëåììà î íåêîòîðûõ ñâîéñòâàõ êîãîìîëîãèé

äå Ðàìà.

Òåîðåìà 1.2. Åñëè ìíîãîîáðàçèå M ñîñòîèò èç r ñâÿçíûõ êîìïîíåíò, òî

H0(M) = Rr.

Òåîðåìà 1.3. Äëÿ ìíîãîîáðàçèÿ M ðàçìåðíîñòè n, Hk(M) = 0, åñëè k > n.

Òåîðåìà 1.5. Åñëè ìíîãîîáðàçèÿ M è N äèôôåîìîðôíû, òî Hk(M) ∼=
Hk(N), ∀k.

Èç òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî êîãîìîëîãèè ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòàìè ãëàäêèõ

ìíîãîîáðàçèé.

Ëåììà 1.6. Ïóñòü ìíîãîîáðàçèå M = M1

∐
M2, ãäå M1,M2 - ãëàäêèå ìíî-
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ãîîáðàçèÿ, òîãäà

Hk(M) ∼= Hk(M1)⊕Hk(M2).

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîãîìîëîãèé äå Ðàìà íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñâåäåíèÿ èç òåî-

ðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ êîìïëåêñîâ è òî÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Äàëåå

ìû ïðèâîäèì ýòè ñâåäåíèÿ.

Ïðÿìàÿ ñóììà âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ C = ⊕q∈ZC
q, çàíóìåðîâàííàÿ öå-

ëûìè ÷èñëàìè, íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì êîìïëåêñîì, åñëè çàäàíû òà-

êèå ãîìîìîðôèçìû

· · · −−→ Cq−1 d−−→ Cq d−−→ Cq+1 −−→ · · · ,

÷òî d2 = 0.

Ãîìîìîðôèçì d íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëîì êîìïëåêñà C.

Ïðîñòðàíñòâî Ω∗(M) äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì íà ìíîãîîáðàçèè M âìå-

ñòå ñ âíåøíèì äèôôåðåíöèàëîì d, ÿâëÿåòñÿ ïðèìåðîì äèôôåðåíöèàëüíîãî

êîìïëåêñà è íàçûâàåòñÿ êîìïëåêñîì äå Ðàìà.

Êîãîìîëîãèÿìè êîìïëåêñà C íàçûâàåòñÿ ïðÿìàÿ ñóììà âåêòîðíûõ ïðî-

ñòðàíñòâ H(C) = ⊕q∈ZH
q(C), ãäå Hq(C) = (Ker d ∩ Cq) \ (Imd ∩ Cq).

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ïóñòü A è B äèôôåðåíöèàëüíûå êîìïëåêñû.

Êîöåïíûì îòîáðàæåíèåì èëè ãîìîìîðôèçìîì äèôôåðåíöèàëüíûõ êîìïëåê-

ñîâ f : A → B íàçûâàåòñÿ íàáîð ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé fk : Ak → Bk, êîòî-

ðûå êîììóòèðóþò ñ äèôôåðåíöèàëîì, òî åñòü

d ◦ fk = fk+1 ◦ d.

Äàëåå äëÿ ïðîñòîòû èíäåêñ k ó îòîáðàæåíèé áóäåì îïóñêàòü.

Îïðåäåëåíèå 2.2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ è ëèíåéíûõ

îòîáðàæåíèé

. . . −−→ Vi−1
fi−1−−→ Vi

fi−−→ Vi+1 −−→ . . .
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íàçûâàåòñÿ òî÷íîé, åñëè äëÿ âñåõ i ÿäðî îòîáðàæåíèÿ fi ñîâïàäàåò ñ îáðàçîì

ïðåäûäóùåãî îòîáðàæåíèÿ fi−1. Òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âèäà

0 −−→ V1
f−−→ V2

g−−→ V3 −−→ 0

íàçûâàåòñÿ êîðîòêîé òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ.

Îïðåäåëåíèå 2.3. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äèôôåðåíöèàëüíûõ êîìïëåêñîâ

0 −−→ A
f−−→ B

g−−→ C −−→ 0

íàçûâàåòñÿ êîðîòêîé òî÷íîé, åñëè f è g�êîöåïíûå îòîáðàæåíèÿ è ∀k ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü

0 −−→ Ak f−−→ Bk g−−→ Ck −−→ 0 −

êîðîòêàÿ òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ.

Äàëåå ïðèâåäåì âàæíóþ òåîðåìó èç òåîðèè òî÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Òåîðåìà 2.1.Êîðîòêàÿ òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äèôôåðåíöèàëüíûõ êîì-

ïëåêñîâ

0 −−→ A
f−−→ B

g−−→ C −−→ 0

ïîðîæäàåò äëèííóþ òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â êîãîìîëîãèÿõ.

. . .
d∗−−→ Hk(A)

f∗

−−→ Hk(B)
g∗−−→ Hk(C)

d∗−−→ Hk+1(A)
f∗

−−→ . . .

Ëåììà 2.2. Ïóñòü

0 −−→ V0
f0−−→ V1

f1−−→ · · · fm−1−−−→ Vm −−→ 0

� òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ, òîãäà

m∑
k=0

(−1)k dimVk = 0.
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Ïóñòü M � ìíîãîîáðàçèå, Ω∗(M) � êîìïëåêñ äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì

íà M . {U, V } � îòêðûòîå ïîêðûòèå ìíîãîîáðàçèÿ M .

Îïðåäåëèì ñëåäóþùèå îòîáðàæåíèÿ âêëþ÷åíèÿ

iV : V →M,

iU : U →M,

jU : U ∩ V → U,

jV : U ∩ V → V.

Òîãäà îïðåäåëåíû îòîáðàæåíèÿ îãðàíè÷åíèÿ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôîðìû

i∗U : Ωk(M)→ Ωk(U),

i∗V : Ωk(M)→ Ωk(V ),

j∗U : Ωk(U)→ Ωk(U ∩ V ),

j∗V : Ωk(V )→ Ωk(U ∩ V ).

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèÿ:

i : Ωk(M)→ Ωk(U)⊕ ΩK(V )

è

j : Ωk(U)⊕ ΩK(V )→ Ωk(U ∩ V ),

òàêèå ÷òî

i(σ) = (i∗Uσ, i
∗
V σ) = (σ |U , σ |V ),

j(ω, τ) = j∗V τ − j∗Uω = τ |U∩V − ω |U∩V .

Åñëè U ∩ V = �, òî Ωk(U ∩ V ) = 0 è j � íóëåâîå îòîáðàæåíèå.

Òî÷íîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ìàéåðà-Âüåòîðèñà ÿâëÿåòñÿ íàøåé ïåðâîé

çàäà÷åé ïîñëå èçëîæåíèÿ îñíîâ òåîðèè êîãîìîëîãèé äå Ðàìà. Ïîñëåäîâàòåëü-
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íîñòü òî÷íàÿ â òîì ñìûñëå, ÷òî ÿäðî êàæäîãî îòîáðàæåíèÿ ñîâïàäàåò ñ îá-

ðàçîì ïðåäûäóùåãî. Ýòîìó ôàêòó ïîñâÿùåíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.3. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ìàéåðà-Âüåòîðèñà

0 −−→ Ωk(M)
i−−→ Ωk(U)⊕ Ωk(V )

j−−→ Ωk(U ∩ V ) −−→ 0 (2.2)

òî÷íà.

Ñëåäñòâèå 2.4. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (2.2) èíäóöèðóåò äëèííóþ òî÷íóþ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü â êîãîìîëîãèÿõ, êîòîðàÿ òàêæå íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòüþ Ìàéåðà-Âüåòîðèñà:

· · · −−→ Hk−1(U ∩ V )
d∗−−→ Hk(M)

i∗−−→ Hk(U)⊕Hk(V )
j∗−−→

j∗−−→ Hk(U ∩ V )
d∗−−→ Hk+1(M) −−→ · · ·

Äàëåå ìû ðàññìàòðèâàåì ãîìîòîïè÷åñêóþ èíâàðèàíòíîñòü êîãîìîëîãèé

äå Ðàìà.

Îïðåäåëåíèå 3.1. Ïóñòü M è N � ãëàäêèå ìíîãîîáðàçèÿ. Äâà ãëàäêèõ

îòîáðàæåíèÿ f, g : M → N íàçûâàåòñÿ ãëàäêî ãîìîòîïíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò

ãëàäêîå îòîáðàæåíèå F : M × R→ N , òàêîå ÷òî :

F (x, 0) = f(x),

F (x, 1) = g(x).

Îïðåäåëåíèå 3.2. Ãëàäêèå ìíîãîîáðàçèÿM èN íàçûâàþòñÿ ãîìîòîïè÷åñêè

ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåòâóþò îòîáðàæåíèÿ f : M → N è g : N → M ,

òàêèå ÷òî g ◦ f ∼ 1M , f ◦ g ∼ 1N .

Îòîáðàæåíèÿ f è g íàçûâàþòñÿ ãîìîòîïè÷åñêè îáðàòíûìè, f ãîìîòîïè÷å-

ñêîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ. Ìíîãîîáðàçèÿ ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûå òî÷êå

íàçûâàþòñÿ ñòÿãèâàåìûìè.

Íàïðèìåð, S1 è R2 \ {0} ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû.
Òåîðåìà 3.4. Ãîìîòîïíûå îòîáðàæåíèÿ f, g : M → N èíäóöèðóþò ðàâíûå

îòîáðàæåíèÿ â êîãîìîëîãèÿõ f# = g# : Hk(N)→ Hk(M).

Ëåììà 3.5. Êîãîìîëîãèè äå Ðàìà ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûõ ìíîãîîá-

ðàçèé èçîìîðôíû.
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Òåîðåìà 3.6. Ëåììà Ïóàíêàðå.

Hk(Rn) = 0, ïðè k > 0

H0(Rn) = R.

Â ðàáîòå âû÷èñëÿþòñÿ êîãîìîëîãèè äå Ðàìà, íà ïðèìåðå îêðóæíîñòè,

äâóìåðíîé è n-ìåðíîé ñôåðû, ïëîñêîñòè áåç òî÷åê, òðåõìåðíîãî è n-ìåðíîãî

ïðîñòðàíñòâà áåç òî÷åê, òîðà. Çäåñü ÿ ïðèâåäó íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû âû÷èñ-

ëåíèé.

Êîãîìîëîãèè äå Ðàìà îêðóæíîñòè çàäàþòñÿ âûðàæåíèåì

Hk(S1) =

R äëÿ k = 0, 1;

0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Êîãîìîëîãèè äå Ðàìà äâóìåðíîé ñôåðû çàäàþòñÿ âûðàæåíèåì

Hk(S2) =

R äëÿ k = 0, 2;

0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Çàêëþ÷åíèå. Èòàê, â äàííîé ðàáîòå âûïîëíåíû ïîñòàâëåííûå öåëü è çà-

äà÷è: äàíû îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ, êàñàþùèåñÿ ïîíÿòèÿ êîãîìîëîãèé äå Ðà-

ìà; äîêàçàíà òåîðåìà î òî÷íîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ìàéåðà-Âüåòîðèñà; ðàñ-

ñìîòðåíî ñâîéñòâî ãîìîòîïè÷åñêîé èíâàðèàíòíîñòè êîãîìîëîãèé. Òàêæå äëÿ

âû÷èñëåíèÿ êîãîìîëîãèé äå Ðàìà ïðèìåíèëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ìàéåðà-

Âüåòîðèñà è ãîìîòîïè÷åñêóþ èíâàðèàíòíîñòü, íà ïðèìåðå îêðóæíîñòè, äâó-

ìåðíîé è n - ìåðíîé ñôåðû, ïëîñêîñòè è ïîâåðõíîñòè áåç òî÷åê, òîðà. Ðàçáè-

åíèå íà ïîäïðîñòðàíñòâà äâóìåðíîé ñôåðû, ïëîñêîñòè áåç äâóõ òî÷åê è òîðà

áûëî ïðîèëëþñòðèðîâàíî â ïàêåòå Wolfram Mathematica.

Â çàêëþ÷åíèè, òåìà âû÷èñëåíèÿ êîãîìîëîãèé äå Ðàìà ñ ïîìîùüþ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè Ìàéåðà-Âüåòîðèñà êðàéíå âàæíà, òàê êàê êîãîìîëîãèè äå Ðàìà

ýòî òàêîé èíñòðóìåíò, ñïîñîáíûé âûðàæàòü îñíîâíóþ òîïîëîãè÷åñêóþ èí-

ôîðìàöèþ î ìíîãîîáðàçèÿõ. À ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ìàéåðà-Âüåòîðèñà, â ñâîþ
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î÷åðåäü, ïîçâîëÿåò íàì êàê ìîæíî ïðîùå ïîëó÷èòü ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé

êîãîìîëîãèé äå Ðàìà.
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