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Ââåäåíèå Òîïîëîãèÿ-ñðàâíèòåëüíî ìîëîäîé è î÷åíü âàæíûé ðàçäåë ìà-

òåìàòèêè. Â ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêå ïåðåïëåòàþòñÿ èäåè òîïîëîãèè è àë-

ãåáðû. È ìíîãèå èäåè òîïîëîãèè âîçíèêàþò èç íàáëþäåíèÿ çà îêðóæàþùèì

ìèðîì. Çà ïðåäåëàìè ñòàðîé ãåîìåòðèè îñòàþòñÿ ìíîãèå ôàêòû, êîòîðûå íå

äàþò ïîëíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ î òîïîëîãè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ è ñîîòíîøåíèÿõ.

Êàêîé áû äëèíîé íè îáëàäàëà ëèíèÿ, îíà ìîæåò áûòü ëèáî çàìêíóòîé, ëèáî

íåò, åñëè îíà çàìêíóòà, òî ìîæåò ñëîæíûì îáðàçîì "çàóçëÿòüñÿ". Òåëà ïî-

âåðõíîñòè ìîãóò èìåòü "äûðêè". Òàêèå ñâîéñòâà õàðàêòåðèçóþòñÿ òåì, ÷òî

îíè íå ìåíÿþòñÿ ïðè äåôîðìàöèÿõ, êîòîðûå äîïóñêàþò ðàçëè÷íûå ðàñòÿæå-

íèÿ áåç ðàçðûâîâ. Îíè èìåþò íàçâàíèå òîïîëîãè÷åñêèõ.

Ïåðâûå âàæíûå íàáëþäåíèÿ áûëè ñäåëàíû Ýéëåðîì, Ãàóññîì è Ðèìàíîì.

Â 1752 ãîäó Ýéëåð îïóáëèêîâàë ôîðìóëó,ñâÿçûâàþùóþ ìåæäó ñîáîé êîëè÷å-

ñòâî ãðàíåé òð¼õìåðíîãî ìíîãîãðàííèêà. Ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà çàìêíó-

òîé îðèåíòèðóåìîé ïîâåðõíîñòè ñâÿçàíà ñ å¼ ðîäîì g (÷èñëîì ðó÷åê, êîòîðîå

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîëè÷åñòâî òîðîâ â ñâÿçíîé ñóììå, ïðåäñòàâëÿþùåé äàí-

íóþ ïîâåðõíîñòü). Ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà çàìêíóòîé íåîðèåíòèðóåìîé ïî-

âåðõíîñòè èìååò ñâÿçü ñ å¼ ðîäîì k, ãäå k ýòî ÷èñëî ïðîåêòèâíûõ ïëîñêîñòåé

â ñâÿçíîé ñóììå, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò ïîâåðõíîñòü.

Ïîçäíåå, â 1858 ãîäó À. Ì¼áèóñ óñòàíîâèë ñóùåñòâîâàíèå îäíîñòîðîííèõ

ïîâåðõíîñòåé è ñòàë çíàìåíèòûì, áëàãîäàðÿ èçîáðåòåíèþ ëèñòà Ì¼áèóñà, êî-

òîðûé ÿâëÿåòñÿ ïðîñòåéøåé äâóìåðíîé ïîâåðõíîñòüþ ñ êðàåì. Ýòî òàêæå ÿâ-

ëÿåòñÿ áîëüøèì âêëàäîì â èçó÷åíèè ïðåäñòàâëåíèÿ îðèåíòèðóåìûõ è íåîðè-

åíòèðóåìûõ ïîâåðõíîñòåé.

Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå äâóìåðíûõ òîïîëîãè÷åñêèõ ïî-

âåðõíîñòåé, èõ ñâîéñòâ. Îïðåäåëåíèå òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûõ ìíîãîîá-

ðàçèé.

Äëÿ äîñòèæåíèÿ öåëè áûëè îïðåäåëåíû ñëåäóþùèå çàäà÷è:

- äàòü îïðåäåëåíèå îðèåíòàöèè êîìïàêòíûõ ïîâåðõíîñòåé;

- îïðåäåëèòü ðîä ïîâåðõíîñòè, êàê òîïîëîãè÷åñêîé õàðàêòåðèñòèêè;

- ðàññìîòðåòü òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûå ïîâåðõíîñòè.

Ðàáîòà ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, îñíîâíîé ÷àñòè èç 3 ðàçäåëîâ, çàêëþ÷åíèÿ,

ñïèñêà èñïîëüçîâàííûõ èñòî÷íèêîâ.
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Ïåðâûé ðàçäåë ñîñòîèò èç 4 ïóíêòîâ. Â íèõ äà¼òñÿ ïîíÿòèå òðèàíãóëÿ-

öèè è ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû òðèàíãóëèðóåìûõ ïîâåðõíîñòåé. Ââîäèòñÿ ïîíÿ-

òèå îðèåíòàöèè, òàêæå ïîêàçàíû ïðèìåðû îðèåíòèðóåìûõ è íåîðèåíòèðóå-

ìûõ ïîâåðõíîñòåé è ðàññìàòðèâàþòñÿ íîðìàëüíûõ ôîðìû ïîâåðõíîñòåé.

Âòîðîé ðàçäåë ñîñòîèò èç 3 ïóíêòîâ. Îí ïîñâÿù¼í áîëåå ïîäðîáíîìó ðàñ-

ñìîòðåíèþ íåîðèåíòèðóåìûõ ïîâåðõíîñòåé. Îïðåäåëÿþòñÿ íåîðèåíòèðóåìûå

ïîâåðõíîñòè. Ïðèâîäèòñÿ êëàññèôèêàöèîííàÿ òåîðåìà äëÿ êîìïàêòíûõ îðè-

åíòèðóåìûõ è íåîðèåíòèðóåìûõ ïîâåðõíîñòåé. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ýéëåðîâà õà-

ðàêòåðèñòèêà ïîâåðõíîñòè.

Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ðàññìîòðèì ïîâåðõíîñòü M ñ îïðåäåë¼ííîé íà íåé

òàêîé ñîâîêóïíîñòüþ òðåóãîëüíèêîâ ∆, ÷òî òî÷êà P íà M ëåæèò õîòÿ áû â

îäíîì èç òðåóãîëüíèêîâ ∆ è:

1) åñëè òî÷êà P íàõîäèòñÿ â òðåóãîëüíèêå s2 è ïðè ýòîì îíà íå ëåæèò

íà ñòîðîíå s2, òî áîëüøå íå ñóùåñòâóåò òðåóãîëüíèêîâ, ñîäåðæàùèõ P ,

êðîìå s2 è
∣∣s2∣∣ îêðåñòíîñòü P

2) åñëè òðåóãîëüíèê s21 ñîäåðæèò íà ñâîåé ñòîðîíå s1 òî÷êó P , íå ÿâëÿþ-

ùóþñÿ åãî âåðøèíîé, òî â ýòîì ñëó÷àå åñòü íàëè÷èå òðåóãîëüíèêà s2 èç

∆ òàêîãî, ÷òî
∣∣s21∣∣⋂ ∣∣s22∣∣ =

∣∣s1∣∣, ïðè ýòîì òðåóãîëüíèêîâ, êðîìå s11 è s
2
2,

ñîäåðæàùèõ P , íå ñóùåñòâóåò è
∣∣s21∣∣⋃ ∣∣s22∣∣� îêðåñòíîñòü òî÷êè P

3) åñëè ó òðåóãîëüíèêà s21 âåðøèíîé ÿâëÿåòñÿ òî÷êà P , òî ñóùåñòâóþò òðå-

óãîëüíèêè s21, s
2
2, . . . , s

2
k (k�êîíå÷íîå ÷èñëî),èìåþùèå òàêæå ñâîåé âåð-

øèíîé P , ïðè÷¼ì ëþáàÿ èç ñîñåäíèõ ïàð òðåóãîëüíèêîâ s2j è s
2
j+1 èìåþò

òîëüêî îäíó îáùóþ ñòîðîíó. Òðåóãîëüíèêè s21, s
2
2, . . . , s

2
k� åäèíñòâåííûå

òðåóãîëüíèêè, ñîäåðæàùèå P , è èìåþò òîëüêî îäíó îáùóþ ñòîðîíó ñ

s2k, à
∣∣s21∣∣⋃ ∣∣s22∣∣⋃ . . . ,

⋃∣∣s2k∣∣� îêðåñòíîñòü P .

Ïðè âûïîëíåíèå âñåõ ýòèõ óñëîâèé íàçûâàåòñÿ òðèàíãóëÿöèåé, M� òðèàí-

ãóëèðóåìûì ìíîãîîáðàçèåì.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû áîëåå òî÷íî îïðåäåëèòü îðèåíòàöèþ ïîâåðõíîñòè íåîáõî-

äèìî ââåñòè ïîíÿòèå áàðèöåíòðè÷åñêèõ êîîðäèíàò.

Îïðåäåëåíèå 1.5. Ðàññìîòðèì P0, P1,..., Pn, n = 0, 1, 2 ýòî âåðøèíû

åâêëèäîâà n-ñèìïëåêñà â Åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè E2. Âûáåðåì êîîðäèíàòíóþ

ñèñòåìó è (x1, x2) â E2. Â ýòîé ñèñòåìå êàæäàÿ âåðøèíà èìååò êîîðäèíàòû (
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x1k,x2k ). Â êàæäîé âåðøèíå Pk ðàçìåñòèì íåîòðèöàòåëüíóþ òî÷å÷íóþ ìàññó

µk òàê, ÷òî ïîëíàÿ ìàññà âî âñåõ n + 1 âåðøèíàõ ðàâíà åäèíè÷íîé ìàññå:

µk ≥ 0,
n∑

k=0

µk = 1. Ýòî ðàñïðåäåëåíèå ìàññ èìååò öåíòð òÿæåñòè P=( x1, x2

) , îïðåäåëÿåìûé ôîðìóëàìè

xj=
n∑

k=0

µkxjk, j = 1, 2.

×èñëà µ0, µ1, . . . , µk íàçûâàþòñÿ áàðèöåíòðè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè òî÷êè

P n-ñèìïëåêñà.

Îïðåäåëåíèå 1.6. Áàðèöåíòðè÷åñêèì îòîáðàæåíèåì n-ñèìïëåêñà en1
r-ñèìïëåêñ er2, r ≤ n, íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå, êîòîðîå:

1) ïåðåâîäèò êàæäóþ âåðøèíóen1 â îäíó èç âåðøèí e
r
2

2)ïðè ýòîì êàæäàÿ âåðøèíà er2 ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì ïî êðàéíåé ìåðå îäíîé

âåðøèíà en1
3)Åñëè ìàññû µ1, µ2, . . . , µn ïîìåùåíû â âåðøèíàõ en1 è òàêèå æå ìàññû

ïîìåùåíû â îáðàçàõ âåðøèí er2, öåíòð òÿæåñòè e
n
1 ïåðåõîäèò â öåíòð òÿæåñòè

er2
Îïðåäåëåíèå 1.10. Ãîâîðÿò, ÷òî n-ñèìïëåêñ, n=0,1,2, íà ìíîãîîáðàçèè

M îðèåíòèðîâàí,åñëè äëÿ åãî n + 1 âåðøèí óñòàíîâëåí îïðåäåëåííûé ïî-

ðÿäîê.Äâà ïîðÿäêà âåðøèí îïðåäåëÿþò îäèíàêîâóþ îðèåíòàöèþ, åñëè îäèí

ïîðÿäîê ìîæåò áûòü ïîëó÷åí èç äðóãîãî ÷¼òíîé ïîäñòàíîâêîé ìíîæåñòâà åãî

âåðøèí.

Îïðåäåëåíèå 1.11. Äâà ïðèìûêàþùèõ òðåóãîëüíèêà íàçûâàþò êîãå-

ðåíòíî îðèåíòèðîâàííûìè, åñëè îíè èíäóöèðóþò ïðîòèâîïîëîæíûå îðèåí-

òàöèè íà èõ îáùåé ñòîðîíå. Ïðîñòàÿ öåïü òðåóãîëüíèêîâ t21, t
2
2, . . . , t

2
n, n > 2,

íàçûâàåòñÿ çàìêíóòîé, åñëè t21 è t
2
n èìåþò îáùóþ ñòîðîíó.

Îïðåäåëåíèå 1.12. Çàìêíóòàÿ öåïü òðåóãîëüíèêîâ êîãåðåíòíî îðèåíòè-

ðîâàíà, åñëè êàæäûé òðåóãîëüíèê îðèåíòèðîâàí òàêèì îáðàçîì, ÷òî ëþáàÿ
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ïàðà ïðèëåãàþùèõ òðåóãîëüíèêîâ èìååò êîãåðåíòíóþ îðèåíòàöèþ. Ìíîãîîá-

ðàçèå ÿâëÿåòñÿ îðèåíòèðóåìûì, åñëè íà í¼ì êàæäàÿ ïðîñòàÿ çàìêíóòàÿ öåïü

òðåóãîëüíèêîâ ìîæåò áûòü êîãåðåíòíî îðèåíòèðîâàíà. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

îíî ÿâëÿåòñÿ íåîðèåíòèðóìûì.

Òåîðåìà 1.8. Åñëè ïîâåðõíîñòü S ÿâëÿåòñÿ îðèåíòèðóåìîé, òî ìîæíî

ïðèïèñàòü îðèåíòàöèþ êàæäîìó òðåóãîëüíèêó òàê, ÷òî ïàðà ïðèëåãàþùèõ

òðåóãîëüíèêîâ áóäóò êîãåðåíòíî îðèåíòèðîâàíû.

Íîðìàëüíûìè ôîðìàìè äëÿ êîìïàêòíûõ ïîâåðõíîñòåé ÿâëÿþòñÿ ìîäåëè

ãîìåîìîðôíûå ðàññìàòðèâàåìîé ïîâåðõíîñòè. Ïðè ýòîì, ëþáàÿ êîìïàêòíàÿ

îðèåíòèðîâàííàÿ ïîâåðõíîñòü ãîìåîìîðôíà îäíîé è òîëüêî îäíîé íîðìàëü-

íîé ôîðìå.

Ïóñòü S1 è S2-íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîâåðõíîñòè. Ñâÿçíàÿ ñóììà ýòèõ ïðî-

ñòðàíñòâ îáîçíàåòñÿ ÷åðåç S1#S2 è îáðàçóåòñÿ âûðåçàíèåì ìàëîãî êðóãà èç

êàæäîé ïîâåðõíîñòè è çàòåì ñêëåèâàíèåì ýòèõ äâóõ ïîâåðõíîñòåé âäîëü ãðà-

íèöû êðóãîâ. Ñ ïîìîùüþ, òàêîé ñâÿçíîé ñóììû ìîæíî ñòðîèòü ïðèìåðû

êîìïàêòíûõ ïîâåðõíîñòåé.

Òåîðåìà 1.9. Ëþáàÿ êîìïàêòíàÿ ïîâåðõíîñòü ãîìåîìîðôíà ëèáî ñôåðå,

ëèáî ñâÿçíîé ñóììå òîðîâ, ëèáî ñâÿçíîé ñóììå ïðîåêòèâíûõ ïëîñêîñòåé.

Ââä¼ì ïîíÿòèå ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêè ïîâåðõíîñòè. Ïóñòü M - êîì-

ïàêòíàÿ ïîâåðõíîñòü ñ òðèàíãóëÿöèåé(T1, . . . , Tn). Ïóñòü

ν-êîëè÷åñòâî âåðøèí â M

e-êîëè÷åñòâî ð¼áåð â M

t-êîëè÷åñòâî òðåóãîëüíèêîâ â M

Òîãäà ÷èñëî

χ(M) = ν − e+ t

íàçûâàåòñÿ ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêîé ïîâåðõíîñòè M

Ïîâåðõíîñòü ÿâëÿþùàÿñÿ ñâÿçíîé ñóììîé n òîðîâ èëè n ïðîåêòèâíûõ

ïëîñêîñòåé, íàçûâàåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ ðîäà n, ïðè ýòîì ñôåðà ïîâåðõíîñòü

ðîäà 0. Ðîä g è ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà χ êîìïàêòíîé ïîâåðõíîñòè ñâÿçàíû

ôîðìóëîé
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g =

{
1
2(2 − χ) â îðèåíòèðóåìîì ñëó÷àå

2-χ â íåîðèåíòèðóåìîì ñëó÷àå

Ïðåäëîæåíèå 2.1. Ïóñòü S1 è S2�êîìïàêòíûå ïîâåðõíîñòè. Òîãäà

ñïðàâäëèâà ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà, ñâÿçûâàþùàÿ ýéëåðîâû õàðàêòåðèñòèêè è

ñâÿçíóþ ñóììó S1 è S2

χ(S1#S2) = χ(S1) + χ(S2) − 2

Çàêëþ÷åíèå Èòàê, â äàííîé ðàáîòå âûïîëíåíû ïîñòàâëåííûå öåëü è çà-

äà÷è: îïðåäåëåíà òðèàíãóëÿöèÿ ïîâåðõíîñòåé îðèåíòèðóåìûõ è íåîðèåíòèðó-

åìûõ, ñ êðàåì è áåç. Áûëè ðàññìîòðåíû ïðèìåðû êîìïàêòíûõ îðèåíòèðóåìûõ

è íåîðèåíòèðóåìûõ ïîâåðõíîñòåé. Òàêæå áûëî ââåäåíî âàæíîå ïîíÿòèå ðîäà

ïîâåðõíîñòè, êàê å¼ òîïîëîãè÷åñîé õàðàêòåðèñòèêè-ýòî ïîçâîëèëî óâèäåòü,

÷òî ñóùåñòâóþò òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ.

Â çàêëþ÷åíèè, òåìà ðàññìîòðåíèÿ òîïîëîãè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé î÷åíü

âàæíà, òàê êàê òîïîëîãèÿ èìååò ïåðåïëåòåíèå íå òîëüêî ñ àëãåáðîé,íî ñî

ìíîæåñòâîì äðóãèõ âèäîâ íàóê. Èçó÷åíèå ðàçëè÷íîãî ðîäà ïîâåðõíîñòåé; èõ

ñâîéñòâ è ñîîòíîøåíèé íåñ¼ò â ñåáå íå òîëüêî íàó÷íóþ ðîëü, íî âñå ïîëó-

÷åííûå äàííûå ìîãóò íåïîñðåäñòâåííî áûòü èñïîëüçîâàííûìè â ðåàëüíîé

æèçíè.
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