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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ñîâðåìåííàÿ ãåîìåòðèÿ, òàêæå êàê è äðóãèå îáëàñòè ìàòåìàòèêè, ïðèâëå-

êàåò èíôîðìàöèîííûå òåõíîëîãèè äëÿ ðåøåíèÿ ñâîèõ çàäà÷. Êîìïüþòåðíûå

ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ àêòèâíî ïðîíèêàþò â ìíîãî÷èñëåííûå ïðèëîæåíèÿ

ñîâðåìåííîé ãåîìåòðèè: èíæåíåðíîå äåëî, äèçàéí, ðàñïîçíàíèå îáðàçîâ è ò.ï.

Îäíîé èç ñàìûõ ìîùíûõ êîìïüþòåðíûõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ Mathematica ôèð-

ìû Wolfram Research. Ñåãîäíÿ Mathematica èñïîëüçóåòñÿ â ðàçëè÷íûõ îáëà-

ñòÿõ íàóêè è ôèçèêå, õèìèè, ýêîíîìèêå, ñîöèîëîãèè, áèîëîãèè, èñêóññòâîâå-

äåíèè è äðóãèõ îáëàñòÿõ.

Â äàííîé ðàáîòå ïîêàçàíû íåêîòîðûå âîçìîæíîñòè èñïîëüçîâàíèè ñèñòå-

ìû Mathematica ïðè ðåøåíèè çàäà÷ äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè.

Öåëü ðàáîòû - ðàçðàáîòàòü ïðîãðàììû íà ÿçûêå Wolfram Language äëÿ

ïîñòðîåíèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ íà ïîâåðõíîñòÿõ âðàùåíèÿ.

Äëÿ äîñòèæåíèÿ öåëè ïîñòàâëåíû ñëåäóþùèå çàäà÷è:

1. èçó÷èòü òåîðèþ ïîâåðõíîñòåé, â ÷àñòíîñòè, ïîâåðõíîñòåé âðàùåíèÿ;

2. ðàññìîòðåòü ãåîäåçè÷åñêèå íà ïîâåðõíîñòÿõ âðàùåíèÿ;

3. ïîñòðîèòü ãåîäåçè÷åñêèå íà òîðå, êðóãîâîì öèëèíäðå, êðóãîâîì êîíóñå.

Ðàáîòà ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ÷åòûðåõ ðàçäåëîâ, çàêëþ÷åíèÿ, ñïèñêà èñ-

ïîëüçîâàííûõ èñòî÷íèêîâ. Âî ââåäåíèè îïèñàíà àêòóàëüíîñòü ðàáîòû, ñôîð-

ìóëèðîâàíà öåëü è ïîñòàâëåíû çàäà÷è ðàáîòû. Â ïåðâîì ðàçäåëå ðàññìîò-

ðåíû äåðèâàöèîííûå óðàâíåíèÿ, òåîðåìà Ãàóññà. Âî âòîðîì ðàçäåëå äàíî

îïðåäåëåíèå êîâàðèàíòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, ðàññìàòðèâàþòñÿ ñâîéñòâà

êîâàðèàíòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, îïðåäåëÿþòñÿ ãåîäåçè÷åñêèå. Â òðåòüåì

ðàçäåëå äàíî îïðåäåëåíèå ãåîäåçè÷åñêîé êðèâèçíû, ðàññìàòðèâàåòñÿ òåîðå-

ìà Êëåðî. Â ÷åòâåðòîì ðàçäåëå ñîñòàâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿ è âèçóàëèçèðóþòñÿ

ãåîäåçè÷åñêèå íà ïîâåðõíîñòÿõ âðàùåíèÿ: íà òîðå, êðóãîâîì öèëèíäðå, êðó-

ãîâîì êîíóñå, ïðÿìîì ãåëèêîèäå. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Êëåðî, èññëåäóåòñÿ ïî-

âåäåíèå ãåîäåçè÷åñêèõ ëèíèé íà ýëëèïñîèäå. Ïðîãðàììíûé êîä íàïèñàí íà

ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ Wolfram Language. Â çàêëþ÷åíèè ñäåëàíû âûâîäû

ïî âûïîëíåíèþ áàêàëàâðñêîé ðàáîòû.
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Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Â ïåðâîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàþòñÿ äåðèâàöèîííûå óðàâíåíèÿ.

Ïóñòü Σ =
{
M ∈ E3|

−−→
OM = ~r(u1, u2), (u1, u2) ∈ U ⊂ E2

)
� ïîâåðõíîñòü

â òðåõìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå E3, ~r = ~r(u1, u2) � ïàðàìåòðè÷åñêîå

çàäàíèå ïîâåðõíîñòè.

Âåêòîðû ~r1 = ∂~r
∂u1 , ~r2 = ∂~r

∂u2 è âåêòîð íîðìàëè ~n = [~r1,~r2]
|[~r1,~r2]| îïðåäåëÿþò áàçèñ

ïðîñòðàíñòâà E3.

Âåêòîðû ~rjk = ∂2~r
∂uj∂uk

âûðàæàþòñÿ ÷åðåç áàçèñíûå âåêòîðû: ~rjk = Γijk~ri +

bjk~n. Ñèìâîëû Γijk íàçûâàþòñÿ ñèìâîëàìè Êðèñòîôôåëÿ, bjk ÿâëÿþòñÿ êîýô-

ôèöèåíòàìè âòîðîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû.

Òåîðåìà (Óðàâíåíèÿ Âåéíãàðòåíà). Èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà ~ni =

−bijgjk~rk, ãäå ~nj = ∂~n
∂uj .

Âìåñòå ñ óðàâíåíèÿìè Ãàóññà ~rjk = ∂2~r
∂uj∂uk

óðàâíåíèÿ ~ni = −bijgjk~rk
îáðàçóþò ïîëíûé íàáîð äåðèâàöèîííûõ óðàâíåíèé. Ìîæíî çàïèñàòü èõ â

âèäå: ∂
∂uj

 ~r1

~r2

~n

=Aj

 ~r1

~r2

~n

, ãäå A1 =

 Γ1
11 Γ2

11 b11

Γ1
12 Γ2

12 b12

−b1jgj1 −b1jgj2 0

, A2 =

 Γ1
21 Γ2

21 b21

Γ1
22 Γ2

22 b22

−b2jgj1 −b2jgj2 0

, è ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ ñèììåòðè÷íû ïî íèæ-

íèì èíäåêñàì: Γijk = Γikj
Âî âòîðîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàþòñÿ êîâàðèàòíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå è

ãåîäåçè÷åñêèå.

Ïóñòü ~v = ~v(t) ãëàäêîå âåêòîðíîå ïîëå âäîëü êðèâîé γ : ui = ui(t), t ∈
[α, β] íà ïîâåðõíîñòè ~r = ~r(u1, u2). Ðàçëîæèì âåêòîðíîå ïîëå ~v(t) ïî áàçèñó â

êàñàòåëüíûõ ïëîñêîñòÿõ ~v(t) = vi(t)~ri(t), ïðîèçâîäíàÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ âäîëü

êðèâîé èìååò âèä:

d~v(t)

dt
=

d

dt
(vi~ri) = (

dvk

dt
+ Γkijv

idu
j

dt
)~rk + bijv

idu
j

dt
~n

Êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé ∇~v(t)
dt = (dv

k

dt + Γkijv
i duj

dt )~rk âåêòîðíîãî ïîëÿ ~v

âäîëü êðèâîé γ íà ïîâåðõíîñòè R3 íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ ïðî-

èçâîäíîé ïîëÿ ~v íà êàñàòåëüíóþ ïëîñêîñòü ê ïîâåðõíîñòè.
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Ëåììà 1. 1. Îòîáðàæåíèå (~w,~v) → ∇~w~v ëèíåéíî ïî ~v è ~w :

∇α1 ~w1+α2 ~w2
~v = α1∇~w1

~v + α2∇~w2
~v.

2. Åñëè f : U → R � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ, òî ∇f~w~v = f∇~w~v, ∇~wf~v = D~wf~v+

f∇~w~v, ãäå D~wf � ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè f â íàïðàâëåíèè âåêòîðà ~w : D~wf =∑
j(∂f/∂u

j)wj.

3. ∇~ri~rj = Γkji~rk

4. Γkij = Γkji
5. Ïðîèçâîäíàÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðíûõ ïîëåé âû÷èñëÿåòñÿ

ïî ôîðìóëå: D~w(~v1, ~v2) = (∇~w~v1, ~v2) + (~v1,∇~w~v2)

Åñëè íà ïîäìíîãîîáðàçèè åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà çàäàíà áèëèíåéíàÿ îïå-

ðàöèÿ íà âåêòîðíûõ ïîëÿõ è äëÿ íåå âûïîëíÿþòñÿ óòâåðæäåíèÿ 1 è 2 ëåììû,

òî ãîâîðÿò, ÷òî íà ïîäìíîãîîáðàçèè çàäàíà àôôèííàÿ ñâÿçíîñòü. Ñâÿçíîñòü

îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíàìè Γkij. Ïîñòðîåííàÿ ñâÿçíîñòü óäîâëåòâîðÿåò äâóì

äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèÿì: îíà ñèììåòðè÷íà, òî åñòü äëÿ íåå âûïîëíÿåòñÿ

óòâåðæäåíèå 4 ëåììû, è ñîâìåñòíà ñ ìåòðèêîé, òî åñòü äëÿ íåå âûïîëíÿåòñÿ

óòâåðæäåíèå 5 ëåììû.

Òåîðåìà. Ñèììåòðè÷íàÿ è ñîâìåñòíàÿ ñ ìåòðèêîé àôôèííàÿ ñâÿç-

íîñòü åäèíñòâåííà è îïðåäåëÿåòñÿ ïî ïåðâîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìå gij ôîð-

ìóëîé

Γijk =
1

2
giα
(
∂gkα
∂xj

+
∂gjα
∂xk

− ∂gjk
∂xα

)
.

Âåêòîðíîå ïîëå ~v(t) âäîëü êðèâîé γ ïàðàëëåëüíî, åñëè êîâàðèàíòíàÿ ïðî-

èçâîäíàÿ ~v âäîëü γ âñþäó ðàâíà íóëþ.

Êðèâàÿ γ íàçûâàåòñÿ ãåîäåçè÷åñêîé, åñëè åå âåêòîð ñêîðîñòè ïàðàëëåëåí

âäîëü êðèâîé ∇γ̇dt = 0.

Ãåîäåçè÷åêàÿ óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

d2uk

dt2
+ Γkij

dui

dt

duj

dt
= 0.

Ïðè v 6=const ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ãåîäåçè÷åñêèõ ëè-

íèé d2uk

ds2 + Γkij
dui

ds
duj

ds = 0 ìîæíî ïðèâåñòè ê óðàâíåíèþ: d2u
dv2 = −Γ1

22 +(
Γ2
22 − 2Γ1

12

)
du
dv +

(
2Γ2

12 − Γ1
11

) (
du
dv

)2
+ Γ2

11

(
du
dv

)3
. Àíàëîãè÷íî ïðè u 6=const ñè-
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ñòåìó óðàâíåíèé ìîæíî ñâåñòè ê óðàâíåíèþ d2v
du2 = −Γ2

11 +
(
Γ1
11 − 2Γ2

12

)
dv
du +(

2Γ1
12 − Γ2

22

) (
dv
du

)2
+ Γ1

22

(
dv
du

)3
.

Â òðåòüåì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ êðèâèçíà è òåîðåìà

Êëåðî.

Òåîðåìà Êëåðî. Äëÿ ëþáîé òî÷êè ãåîäåçè÷åñêîé ëèíèè γ ãëàäêîé ïî-

âåðõíîñòè âðàùåíèÿ Π âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî ρ cosϕ = c(γ), ãäå c(γ) � êîí-

ñòàíòà íà ãåîäåçè÷åñêîé γ, ρ - ðàññòîÿíèå îò ïðîèçâîëüíîé òî÷êè P ∈ γ äî

îñè âðàùåíèÿ, ϕ � óãîë ìåæäó γ è ïàðàëëåëüþ â òî÷êå P .

Â ÷åòâåðòîì ðàçäåëå ïðèâåäåíû ïðèìåðû ãåîäåçè÷åñêèõ ëèíèé íà ïîâåðõ-

íîñòÿõ âðàùåíèÿ.

Íàéòè ãåîäåçè÷åñêèå íà òîðå: ~r = ((a+ bsinv)cosu, (a+ bsinv)sinu, bcosv).

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ êðèâûõ íà ïîâåðõíîñòè âîñïîëüçóåì-

ñÿ ôîðìóëîé: üi + Γijku̇
ju̇k = 0. Èìååì (gij) =

(
(a+ bsinv)2 0

0 b2

)
.

(gij) =

(
1

(a+bsinv)2 0

0 1
b2

)
. Íàéäåì ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ: Γ1

12 =

1
2g

11
(
∂g11
∂u2 + ∂g21

∂u1 −
∂g12
∂u1

)
+ 1

2g
21
(
∂g12
∂u2 + ∂g22

∂u1 −
∂g12
∂u2

)
= bcosv

a+bsinv , Γ2
11 =

1
2g

12
(
∂g11
∂u1 + ∂g11

∂u1 −
∂g11
∂u1

)
+ 1

2g
22
(
∂g12
∂u1 + ∂g12

∂u1 −
∂g11
∂u2

)
= −cosv(a+bsinv)

b , îñòàëüíûå

êîýôôèöèåíòû ðàâíû íóëþ.

Ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé èìååò âèä:

d2u
dt2 + Γ1

12
du
dt
dv
dt = 0,

d2v
dt2 + Γ2

11
du2

dt2 = 0,

Ãåîäåçè÷åñêèìè òîðà ÿâëÿþòñÿ: ìåðèäèàíû, ïàðàëëåëè, ëèíèè, êîòîðûå

ïðîõîäÿò ìåæäó äâóìÿ ïàðàëëåëÿìè ïîäîáíî ñèíóñîèäå, ëèíèè, êîòîðûå íà-

âèâàþòñÿ íà òîð.
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Ñîñòàâèòü è ðåøèòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ãåîäåçè÷åñêèõ ëèíèé

íà êðóãîâîì êîíóñå ñ âûêîëîòîé âåðøèíîé ~r(u, v) = {u cos v, u sin v, u}.

Èìååì (gij) =

(
2 0

0 u2

)
, (gij) =

(
1
2 0

0 1
u2

)
.

Âû÷èñëèì ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ: Γ1
22 = 1

2g
11
(
∂g12
∂v + ∂g12

∂v −
∂g22
∂u

)
+

1
2g

12
(
∂g22
∂v + ∂g22

∂v −
∂g22
∂v

)
= −u

2 , Γ2
12 = 1

2g
12
(
∂g11
∂v + ∂g12

∂u −
∂g12
∂u

)
+

1
2g

22
(
∂g21
∂v + ∂g22

∂u −
∂g21
∂v

)
= 1

u , îñòàëüíûå êîýôôèöèåíòû ðàâíû íóëþ.

Ïîëó÷èì:

ü+ (−u
2)v̇v̇ = 0,

v̈ + 1
u v̇u̇ = 0.

Ãåîäåçè÷åñêèìè êðóãîâîãî êîíóñà ÿâëÿþòñÿ: ïðÿìîëèíåéíûå îáðàçóþùèå

êîíóñà, îêðóæíîñòè, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé ïåðåñå÷åíèå êîíóñà ñ ïëîñêîñòÿ-

ìè, ïåðïåíäèêóëÿðíûìè îñè êîíóñà, âèíòîâûå ëèíèè íà êîíóñå.
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Íàéòè ãåîäåçè÷åñêèå ëèíèè íà êðóãîâîì öèëèíäðå ~r(u, v) =

{a cos v, a sin v, u}.
Çàïèøåì óðàâíåíèå ãåîäåçè÷åñêîé ëèíèè íà öèëèíäðå d2u

dt2 = 0, d
2v
dt2 = 0.

Ãåîäåçè÷åñêèìè êðóãîâîãî öèëèíäðà ÿâëÿþòñÿ: ïðÿìîëèíåéíûå îáðàçóþùèå

öèëèíäðà, îêðóæíîñòè, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé ïåðåñå÷åíèå öèëèíäðà ñ ïëîñ-

êîñòÿìè, ïåðïåíäèêóëÿðíûìè îñè öèëèíäðà, âèíòîâûå ëèíèÿ íà öèëèíäðå.
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Íàéòè ãåîäåçè÷åñêèå ëèíèè íà ïðÿìîì ãåëèêîèäå ~r(u, v) =

{u cos v, u sin v, hu}.

Íàéäåì ìàòðèöó ê îáðàòíîé ìàòðèöå (gij) =

(
1 0

0 u2 + h2

)
, (gij) =(

1 0

0 1
u2+h2

)
.

Âû÷èñëèì ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ: Γ1
22 = 1

2g
11
(
∂g12
∂v + ∂g12

∂v −
∂g22
∂u

)
+

1
2g

12
(
∂g22
∂v + ∂g22

∂v −
∂g22
∂v

)
= −u, Γ2

12 = 1
2g

12
(
∂g11
∂v + ∂g12

∂u −
∂g12
∂u

)
+

1
2g

22
(
∂g21
∂v + ∂g22

∂u −
∂g21
∂v

)
= 1

u2+h2 .

Ïîëó÷èì:

ü+ (−u)v̇v̇ = 0,

v̈ + 1
u2+h2 v̇u̇ = 0.

Çàìåòèì, ÷òî ãåîäåçè÷åñêèìè ëèíèÿìè

ÿâëÿþòñÿ ïðÿìîëèíåéíûå îáðàçóþùèå, ò.å. ëèíèè v = const. Ñ÷èòàÿ òå-

ïåðü, dv 6= 0 ïîëó÷àåì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ãåîäåçè÷åñêèõ ëèíèé:
d2u
dv2−

2u
h2+u2 (

du
dv )2−u = 0. Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ââåäåì íîâûå ïåðåìåííûå, ïî-

ëàãàÿ u íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé, à p = du
dv− ôóíêöèåé îò u. Òîãäà óðàâíåíèå

ïðèìåò âèä pdpdu−
2u

h2+u2p
2−u = 0.Ïîëàãàÿ z = p2, ïîëó÷àåì dz

du−
4u

h2+u2z−2u = 0.

Îáùåå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ åñòü z = (h2 + u2)2(C1 − 1
h2+u2 ), îòêóäà

v =
∫

du

(h2+u2)
√
c1− 1

h2+u2

+ c2.

Ïîëüçóÿñü òåîðåìîé Êëåðî, èññëåäîâàòü ïîâåäåíèå ãåîäåçè÷åñêèõ ëèíèé

ïîâåðõíîñòè ýëëèïñîèäà âðàùåíèÿ.

Ïóñòü r0− ðàäèóñ ñàìîé øèðîêîé ïàðàëëåëè L ýëëèïñîèäà âðàùåíèÿ, à

M0− òî÷êà íà ýòîé ïàðàëëåëè. Ðàññìîòðèì ãåîäåçè÷åñêóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç

òî÷êó M0 ïîä óãëîì µ0 = 0 ïàðàëëåëè L. Ïî òåîðåìå Êëåðî âäîëü ýòîé

ãåîäåçè÷åñêîé

ρ cosµ = r0;

îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

ρ = r0, cosµ = 1.

Òàêîì îáðàçîì, µ0 = 0 è ãåîäåçè÷åñêàÿ ñîâïàäàåò ñ ïàðàëëåëüþ L.

Âîçüìåì ãåîäåçè÷åñêóþ, ïåðåñåêàþùóþ ïàðàëëåëü ïîä ïðÿìûì óãëîì, ò.å.

µ0 = π
2 . Ïî òåîðåìå Êëåðî ρcosµ = 0; ñëåäîâàòåëüíî,µ = π

2 . è ãåîäåçè÷åñêàÿ

ñîâïàäàåò ñ ìåðèäèàíîì. Ïóñòü 0 < µ0 <
π
2 . Îáîçíà÷èì r0 cosµ0 = C0, ïîëó-
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÷èì, ÷òî âäîëü ãåîäåçè÷åñêîé ρ cosµ = C0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îíà ïåðåñåêà-

åò âñå ïàðàëëåëè ýëëèïñîèäà ñ ðàäèóñîì ρ < C0 ïîä íåíóëåâûì óãëîì è äàëåå,

êàñàÿñü ïàðàëëåëè ñ ðàäèóñîì ρ = C0, ñíîâà óõîäèò â ñòîðîíó ïàðàëëåëè L.

Çàêëþ÷åíèå

Òåîðèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ ëèíèé èíòåðåñíà ñ ïðèêëàäíîé òî÷êè çðåíèÿ è äëÿ

ñîâðåìåííûõ èññëåäîâàíèé, ïîñêîëüêó äâèæåíèå ìíîãèõ òèïîâ ìåõàíè÷åñêèõ

ñèñòåì, à òàêæå òåë èëè ÷àñòèö â ãðàâèòàöèîííûõ è ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïî-

ëÿõ, â ñïëîøíîé ñðåäå ÷àñòî ïðîèñõîäèò ïî òðàåêòîðèÿì, êîòîðûå ìîæíî

ðàññìàòðèâàòü êàê ãåîäåçè÷åñêèå ëèíèè íåêîòîðûõ ïðîñòðàíñòâ òðåõ è áîëåå

èçìåðåíèé.

Â ðåçóëüòàòå âûïîëíåíèÿ äàííîé ðàáîòû áûëè ðåøåíû ñëåäóþùèå çàäà÷è:

- ðàññìîòðåíû äåðèâàöèîííûå óðàâíåíèÿ, òåîðåìà Ãàóññà, êîâàðèàíòíîå

äèôôåðåíöèðîâàíèå, ãåîäåçè÷åñêèå, ãåîäåçè÷åñêàÿ êðèâèçíà, òåîðåìà Êëåðî;

- ñîñòàâëåíû óðàâíåíèÿ è ïîñòðîåíû ãåîäåçè÷åñêèå íà ïîâåðõíîñòÿõ âðà-

ùåíèÿ: íà òîðå, êðóãîâîì öèëèíäðå, êðóãîâîì êîíóñå, ïðÿìîì ãåëèêîèäå;

- èñïîëüçóÿ òåîðåìó Êëåðî, èññëåäîâàíû ïîâåäåíèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ ëèíèé

íà ýëëèïñîèäå.

Äëÿ âû÷èñëåíèé è âèçóàëèçàöèè ëèíèé áûë íàïèñàí ïðîãðàììíûé êîä íà

ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ Wolfram Language.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû áàêàëàâðñêîé ðàáîòû ìîæíî èñïîëüçîâàòü â êóð-

ñå êîìïüþòåðíîé ãåîìåòðèè â âóçàõ.
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