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Ââåäåíèå. Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ïðèëîæåíèÿ ìàòåìàòèêè áûëè, â

ïåðâóþ î÷åðåäü, îñíîâàíû íà âåùåñòâåííîì àíàëèçå, ëèíåéíîé àëãåáðå íàä

ïîëåì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, åâêëèäîâîé è àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè â âåùå-

ñòâåííûõ ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Ïðèìåíåíèå ýòèõ îáëàñòåé ìàòåìàòèêè

ïðèâåëî ê âïå÷àòëÿþùèì äîñòèæåíèÿì â ôèçèêå, õèìèè, ìåõàíèêå, è ñâÿ-

çàííûõ ñ íèìè îáëàñòÿõ òåõíèêè

Ïðè÷åì çà÷àñòóþ ïðîãðåññ â ôèçèêå áûë ñâÿçàí ñ ðàçâèòèåì ìàòåìàòè-

êè. Â òå÷åíèå òûñÿ÷åëåòèé â ôèçèêå èñïîëüçîâàëàñü åâêëèäîâà ãåîìåòðèÿ. Â

êàêîì-òî ñìûñëå ôèçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî îòîæäåñòâëÿëîñü ñ ýòîé ãåîìåò-

ðèåé. Íàïðèìåð, òàê ñ÷èòàë Êàíò. Â 19 âåêå ðóññêèé ìàòåìàòèê èç Êàçàíè

Íèêîëàé Ëîáà÷åâñêèé ïîêàçàë, ÷òî ñóùåñòâóþò è äðóãèå ãåîìåòðè÷åñêèå ìî-

äåëè � íååâêëèäîâû. Ñåé÷àñ ðàçëè÷íûå íååâêëèäîâû ìîäåëè èãðàþò îãðîì-

íóþ ðîëü â ôèçèêå, îñîáåííî â òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè. Ðàáîòû Ëîðåíöà,

Ìèíêîâñêîãî, Ïóàíêàðå, Ýéíøòåéíà ïåðåâåðíóëè òðàäèöèîííûå ïðåäñòàâëå-

íèÿ î ãåîìåòðèè ôèçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà. Ýòî áûëà ðåâîëþöèÿ â ôèçèêå.

Çàìåòèì, ìàòåìàòè÷åñêàÿ ðåâîëþöèÿ.

Â ìàòåìàòèêå èçâåñòíî ñåìåéñòâî ãåîìåòðè÷åñêèõ ìîäåëåé ñ íåîáû÷íûìè

ñâîéñòâàìè, ïðèìåíåíèå êîòîðûõ â åñòåñòâåííûõ íàóêàõ áûëî âåñüìà îãðàíè-

÷åííûì. Íàèáîëåå ÿðêèì ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ òåîðèÿ íåàðõèìåäîâûõ ÷èñëî-

âûõ ïîëåé, îñíîâíûì ïðèìåðîì êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ïîëÿ ð-àäè÷åñêèõ ÷èñåë.

Òàêèå ïîëÿ ÿâëÿþòñÿ âàæíåéøèì èíñòðóìåíòîì â òåîðèè ÷èñåë è àëãåáðàè÷å-

ñêîé ãåîìåòðèè. Â 80-õ ãîäàõ â Ìàòåìàòè÷åñêîì èíñòèòóòå èìåíè Ñòåêëîâà

ãðóïïîé È.Âîëîâè÷à áûëî ïðåäëîæåíî èñïîëüçîâàíèå ð-àäè÷åñêèõ ÷èñåë â

ôèçèêå. Ñîâìåñòíî ñ àêàäåìèêîì Âëàäèìèðîâûì â îòäåëå ìàòåìàòè÷åñêîé

ôèçèêè áûë ðàçðàáîòàí ñîîòâåòñòâóþùèé ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò, ïðèñïî-

ñîáëåííûé äëÿ ïðèëîæåíèé.

Ïåðâîíà÷àëüíîé ìîòèâèðîâêîé áûëà ñëåäóþùàÿ èäåÿ: íàáëþäàåìû òîëü-

êî öåëûå è ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà. Âåùåñòâåííîå ÷èñëî, ò.å. áåñêîíå÷íàÿ äåñÿ-

òè÷íàÿ äðîáü � ýòî èäåàëèçàöèÿ, êîòîðàÿ â ðåàëüíûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ

íå âñòðå÷àåòñÿ. Êàêîâà ñòðóêòóðà ïðîñòðàíñòâà íà î÷åíü ìàëûõ ðàññòîÿíè-

ÿõ? Íà Ïëàíêîâñêèõ ìàñøòàáàõ ïðîèñõîäÿò áîëüøèå ôëóêòóàöèè ìåòðèêè è

òîïîëîãèè. Ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî àêñèîìà èçìåðèìîñòè Àðõèìåäà ñòà-

íîâèòñÿ íåïðèìåíèìîé, è È.Âîëîâè÷ ïðåäëîæèë èñïîëüçîâàòü íåàðõèìåäîâó
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ãåîìåòðèþ è ð-àäè÷åñêèå ÷èñëà. Ñåé÷àñ äîñòàòî÷íî ñêàçàòü, ÷òî âñå îáû÷-

íûå öåëûå è ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà ÿâëÿþòñÿ òàêæå è ð-àäè÷åñêèìè. Çäåñü p �

ïðîñòîå ÷èñëî, p−2, 3, 5, 7, .... Íåàðõèìåäîâà ãåîìåòðèÿ èìååò çàìå÷àòåëüíûå

ñâîéñòâà. P -Àäè÷åñêèé øàð ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà øàðîâ ìåíüøåãî ðà-

äèóñà, ïðè ýòîì íåò ïóñòîò ìåæäó ìåíüøèìè øàðàìè. Â îòëè÷èå îò øàðîâ â

îáû÷íîì ýâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå, êîãäà íåëüçÿ ñîñòàâèòü øàð èç êîíå÷íî-

ãî ÷èñëà øàðîâ ìåíüøåãî ðàäèóñà òàê, ÷òîáû íå áûëî ïóñòîò. Ýòî ñâîéñòâî

íåàðõèìåäîâîé ãåîìåòðèè î÷åíü âàæíî, ò.ê. îíî îçíà÷àåò, ÷òî çäåñü èìååòñÿ

åñòåñòâåííàÿ èåðàðõè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà. Èìååòñÿ â âèäó, ÷òî ìåíüøèå øàðû

ñòðîãî ïîä÷èíåíû áîëüøåìó øàðó.

Â ïîñëåäíèå íåñêîëüêî äåñÿòèëåòèé, íà÷èíàÿ ñ 80-õ ãîäîâ XX âåêà, ìû

áûëè ñâèäåòåëÿìè ïåðâûõ ïðèìåíåíèé p-àäè÷åñêîãî àíàëèçà è óëüòðàìåòðè-

êè â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ ôèçèêè.

Â ÷àñòíîñòè, Â.Ñ.Âëàäèìèðîâ è È.Â.Âîëîâè÷ ðàçðàáîòàëè ð-àäè÷åñêèå

ìîäåëè êâàíòîâîé ìåõàíèêè è òåîðèè ñòðóí, îïèñûâàþùèå èçìåíåíèå ãåî-

ìåòðèè ïðîñòðàíñòâà íà ïëàíêîâñêèõ ìàñøòàáàõ. Äæ.Ïàðèçè ïðåäëîæèë èñ-

ïîëüçîâàòü óëüòðàìåòðèêó â ìîäåëÿõ ñïèíîâûõ ñòåêîë � ïðèìåðå ñëîæíîé

íåóïîðÿäî÷åííîé ñèñòåìû. À.Þ.Õðåííèêîâ ïðèìåíÿë ð-àäè÷åñêèé àíàëèç ê

îïèñàíèþ ìîäåëåé ìûøëåíèÿ. Ñ.Â.Êîçûðåâ ïîêàçàë ýêâèâàëåíòíîñòü ïîäõî-

äà Ïàðèçè â òåîðèè ñïèíîâûõ ñòåêîë è àíàëèçà ð-àäè÷åñêèõ ïñåâäîäèôôå-

ðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ, ÷òî äàåò íàäåæäó ïîñòðîåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîãî

ìàòåìàòè÷åñêîãî ïîäõîäà â òåîðèè ñëîæíûõ ñèñòåì. Òàêæå Ñ.Â.Êîçûðåâ ïî-

êàçàë, ÷òî òåîðèÿ âñïëåñêîâ (âåéâëåòîâ), èìåþùàÿ ìíîãî÷èñëåííûå ïðèêëàä-

íûå ïðèìåíåíèÿ, â ÷àñòíîñòè, ê ñæàòèþ è àíàëèçó èçîáðàæåíèé, íåéðîñå-

òÿì, àíàëèçó ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ, ñâÿçàíà ñ àíàëèçîì ð-àäè÷åñêèõ

ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ. Â.À.Àâåòèñîâûì, Ñ.Â.Êîçûðåâûì, è

À.Õ.Áèêóëîâûì ðàçðàáàòûâàëèñü ïîäõîäû ê îïèñàíèþ äèíàìèêè áèîïîëèìå-

ðîâ è ìàêðîìîëåêóë, îñíîâàííûå íà óëüòðàìåòðè÷åñêîì àíàëèçå.

Öåëüþ áàêàëàâðñêîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå ïîëåé p-àäè÷åñêèõ ÷è-

ñåë, ðàññìîòðåíèå êëàñòåðèçàöèè, à òàê æå îïðåäåëåíèå è îñíîâíûå ñâîéñòâà

óëüòðàìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ.

Áàêàëàâðñêàÿ ðàáîòà ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ ïÿòè ðàçäåëîâ:

1) P -àäè÷åñêèå ÷èñëà.
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2) Àðõèìåäîâû è íåàðõèìåäîâû íîðìèðîâàííûå ïîëÿ.

3) Êëàñòåðèçàöèÿ â ïîëÿõ.

4) Ïåðåõîä ê p-àäè÷åñêèì ÷èñëàì.

5) P -àäè÷åñêèå ÷èñëà è êëàñòåðèçàöèÿ.

Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû. Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ. Â ïåð-

âîì ðàçäåëå ââîäÿòñÿ ïîëÿ p�àäè÷åñêèõ ÷èñåë è îáñóæäàþòñÿ ñâîéñòâà óëü-

òðàìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ. Íàïîìíèì, ÷òî êîëüöîì R íàçûâàåòñÿ ìíîæå-

ñòâî, íà êîòîðîì îïðåäåëåíû îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ, ïðè÷¼ì âû-

ïîëíåíû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

1) Ñëîæåíèå îïðåäåëÿåò íà R ñòðóêòóðó êîììóòàòèâíîé ãðóïïû;

2) Óìíîæåíèå àññîöèàòèâíî

a(bc) = (ab)c, ∀a, b, c ∈ R

è ñîãëàñîâàíî ñî ñëîæåíèåì ïî çàêîíó äèñòðèáóòèâíîñòè

a(b+ c) = ab+ ac; (a+ b)c = ac+ bc,∀a, b, c ∈ R,

â ÷àñòíîñòè, a0 = 0a = 0,∀a ∈ R.
Åñëè óìíîæåíèå êîììóòàòèâíî (òî åñòü ab = ba,∀a, b ∈ R), òî êîëüöî

íàçûâàåòñÿ êîììóòàòèâíûì. Åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò 1 ∈ R, ÷òî

1a = a1 = a,∀a ∈ R, òî òàêîé ýëåìåíò íàçûâàåòñÿ åäèíèöåé, à êîëüöî

íàçûâàåòñÿ êîëüöîì ñ åäèíèöåé.

Êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé, íà êîòîðîì îïðåäåëåíà îïåðàöèÿ

âçÿòèÿ îáðàòíîãî ýëåìåíòà, ïðè÷¼ì

aa−1 = a−1a = 1,∀a ∈ R

íàçûâàåòñÿ ïîëåì.

Ïîëå èìååò õàðàêòåðèñòèêó p, åñëè p åñòü íàèìåíüøåå òàêîå íàòóðàëüíîå

÷èñëî, ÷òî âûïîëíåíî

pa = 0,∀a ∈ R.

Åñëè òàêîãî íàòóðàëüíîãî p íå ñóùåñòâóåò, òî ïîëå áóäåò èìåòü õàðàêòå-

ðèñòèêó íóëü.
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Ïðèìåðû ïîëåé:

1) Ïîëå ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q;

2) Ïîëå âåùåñòâåííûõ ÷èñåë R;

3) Ïîëå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C;

4) Ïîëå âû÷åòîâ Fp ïî ïðîñòîìó ìîäóëþ p. Â êà÷åñòâå ýëåìåíòîâ òàêîãî ïî-

ëÿ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ÷èñëà 0, 1, ..., p− 1 ñî ñëîæåíèåì è óìíîæåíèåì ïî

ìîäóëþ p;

5) Ïîëå K(x) ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé íàä ÷èñëîâûì ïîëåì K (íàïðèìåð,

K = Q,R,C). Ýëåìåíòàìè òàêîãî ïîëÿ ÿâëÿþòñÿ ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè

íàä ïîëåì K, òî åñòü äðîáè âèäà
P [x]

Q[x]
,PQ ñóòü ìíîãî÷ëåíû íàä ïîëåì K è

Q íå ðàâåí íóëþ. Ïîëå âû÷åòîâ èìååò õàðàêòåðèñòèêó p, îñòàëüíûå ïåðå÷èñ-

ëåííûå âûøå ïîëÿ èìåþò õàðàêòåðèñòèêó íóëü.

Ëþáîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî x ìîæíî åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâèòü

â âèäå íåñîêðàòèìîé äðîáè

x = py
m

n

ãäå p åñòü ïðîñòîå ÷èñëî, y åñòü öåëîå ÷èñëî, m öåëîå, n íàòóðàëüíîå, p,m, n

âçàèìíî ïðîñòû.

Îïðåäåëåíèå 1.2. Ïîëåì F íàçûâàþò êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé,

â êîòîðîì êàæäûé íåíóëåâîé ýëåìåíò èìååò ìóëüòèïëèêàòèâíûé îáðàòíûé

ýëåìåíò (ò.å. îáðàòíûé ïî óìíîæåíèþ).Äðóãèìè ñëîâàìè, ïîëåì íàçûâàþò

ìíîæåñòâî, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ àääèòèâíîé àáåëåâîé ãðóïïîé; íåíóëåâûå æå

ýëåìåíòû ýòîãî ìíîæåñòâà îáðàçóþò ìóëüòèïëèêàòèâíóþ àáåëåâóþ ãðóïïó, è

âûïîëíÿåòñÿ çàêîí äèñòðèáóòèâíîñòè.

Ïî àíàëîãèè ñ ãðóïïàìè ÷èñëî ýëåìåíòîâ ïîëÿ íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì ïîëÿ.

Ïîëÿ, ïîðÿäêè êîòîðûõ êîíå÷íû, íàçûâàþòñÿ êîíå÷íûìè ïîëÿìè. Êîíå÷íûå

ïîëÿ èìåþò íàèáîëüøåå çíà÷åíèå â òåîðèè êîäèðîâàíèÿ.

Îòìåòèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ïîëåé, âûòåêàþùèå èç èõ îïðåäåëåíèÿ.

1. Äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà ïîëÿ a ∗ 0 = 0 ∗ a = 0.

2. Äëÿ íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ a è b ïîëÿ a ∗ b 6= 0.

3. Äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a è b ïîëÿ a = b 6= 0.

4. Åñëè a ∗ b = a ∗ c è a 6= 0 , òî b = c.
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Îïðåäåëåíèå 1.3. Öåëûì p-àäè÷åñêèì ÷èñëîì äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïðî-

ñòîãî p íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x = {x1, x2, . . .} âû÷åòîâ
xn ïî ìîäóëþ pn, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ xn ≡ xn+1mod pn. Ñëîæåíèå è

óìíîæåíèå öåëûõ p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïî÷ëåííîå ñëîæåíèå

è óìíîæåíèå òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Äëÿ íèõ íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿ-

þòñÿ âñå àêñèîìû êîëüöà.

Îïðåäåëåíèå 1.4. P�àäè÷åñêîé íîðìîé âûøåïðèâåäåííîãî ðàöèîíàëü-

íîãî ÷èñëà x íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

|x|p = p−y

Òàêèì îáðàçîì, p�àäè÷åñêàÿ íîðìà èçìåðÿåò, íà êàêóþ ñòåïåíü p äåëèòñÿ

ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî, è íîðìà òåì ìåíüøå, ÷åì áîëüøå ýòà ñòåïåíü, òî åñòü

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {py}, y → +∞, áóäåò ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ â p�àäè÷åñêîé

íîðìå.

Îïðåäåëåíèå 2.1. ÏóñòüX � íåïóñòîå ìíîæåñòâî. Ðàññòîÿíèå, èëè ìåòðèêà,

íà X � ýòî îòîáðàæåíèå d : X ×X → R+, òàêîå ÷òî äëÿ âñåõ x, y, z ∈ X :

(1)d(x, y) = 0⇔ x = y;

(2)d(x, y) = d(y, x);

(3)d(x, y) ≤ (x, z) + d(z, y) (íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà).

Ìíîæåñòâî, ñíàáæåííîå ìåòðèêîé, íàçûâàåòñÿ ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàí-

ñòâîì. Ìåòðèêà d íàçûâàåòñÿ íåàðõèìåäîâîé (èëè óëüòðàìåòðèêîé), åñëè îíà

óäîâëåòâîðÿåò äîïîëíèòåëüíîìó óñëîâèþ

(3′)d(x, y) ≤ max(d(x, z) + d(z, y)) (ñèëüíîå íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíè-

êà).

Ñîîòâåòñòâóþùåå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ óëüòðàìåòðè÷å-

ñêèì ïðîñòðàíñòâîì.

Ïîñêîëüêó max(d(x, z), d(z, y)) íå ïðåâîñõîäèò ñóììû d(x, z) + d(z, y), èç

ñèëüíîãî íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà (3′), âûòåêàåò íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà

(3).

Îäíî è òî æå ìíîæåñòâî X ìîæåò îáðàçîâûâàòü ìíîãî ðàçíûõ ìåòðè÷å-

ñêèõ ïðîñòðàíñòâ (X, d).

Îïðåäåëåíèå 2.2. (i) Ïóñòü X � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî îòíîñèòåëü-

íî ìåòðèêè d. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn : xn ∈ X} íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâà-
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òåëüíîñòüþ Êîøè åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò ÷èñëî N(ε), òàêîå ÷òî

d(xm, xn) < ε äëÿ âñåõ m,n > N(ε), ò.å.

lim
m,n→∞

d(xm, xn) = 0.

(ii) Åñëè âñÿêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè {xn} â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàí-

ñòâå X èìååò ïðåäåë â X, òî X íàçûâàåòñÿ ïîëíûì ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàí-

ñòâîì.

(iii) ÏîäìíîæåñòâîM ⊂ X íàçûâàåòñÿ ïëîòíûì âX, åñëè êàæäûé îòêðû-

òûé øàð U−r (a) = {x ∈ X : d(x, a) < r} ñ öåíòðîì â a ∈ X ñîäåðæèò ýëåìåíò

èç M , ò.å. äëÿ êàæäîãî a ∈ X è êàæäîãî r > 0 èìååì U−r (a) ∩M 6= ∅.
Åñëè X íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì, òî åãî ìîæ-

íî ïîïîëíèòü, íåïîñðåäñòâåííûì ïîñòðîåíèåì. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé âàæíîé

òåîðåìû ìîæíî íàéòè â ìíîãèõ ó÷åáíèêàõ ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà. Äîêà-

çàòåëüñòâî çàêëþ÷àåòñÿ â ÿâíîì ïîñòðîåíèè ïîïîëíåíèÿ X̂ è ìåòðèêè d̂ íà

íåì.

Îïðåäåëåíèå 2.4. Ïóñòü F � ïîëå. Íîðìà íà F îïðåäåëÿåòñÿ êàê îòîáðà-

æåíèå ||·|| : F → R+, òàêîå ÷òî äëÿ âñåõ x, y ∈ F :

(1) ||x|| = 0⇔ x = 0;

(2) ||xy|| = ||x||||y||;
(3) ||x+ y|| ≤ ||x||+ ||y|| (íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà).
Â îáùåì ñëó÷àå, âìåñòî àêñèîìû (2) èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùàÿ:

(2') ||xy|| ≤ ||x||||y||.
Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ ||·|| íàçûâàåòñÿ ïñåâäîíîðìîé.

Íîðìà íàçûâàåòñÿ íåàðõèìåäîâîé, åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò äîïîëíèòåëü-

íîìó óñëîâèþ:

(3') ||x+ y|| ≤ max(||x||, ||y||) (ñèëüíîå íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà).
Îïðåäåëåíèå 2.5. Äâå íîðìû ||x1|| è ||x2|| íà íîðìèðîâàííîì ïîëå F

áóäåì íàçûâàòü ýêâèâàëåíòíûìè (||x||1 ∼ ||x||2), åñëè îíè èíäóöèðóþò ýêâè-

âàëåíòíûå ìåòðèêè.

Òåîðåìà 2.1. [1] Ïóñòü ||x||1 ∼ ||x||2.
(i) Åñëè íîðìà ||x||1 òðèâèàëüíà,òî ||x||2 òàêæå òðèâèàëüíà.
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(ii) ||x||1 < 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ||x||2 < 1; ||x||1 > 1 òîãäà è òîëü-

êî òîãäà, êîãäà ||x||2 > 1; ||x||1 = 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ||x||2 = 1.

Òåîðåìà 2.2. [1] Ïóñòü ||x||1 è ||x||2 � äâå íîðìû íà ïîëå F . ||x||1 ∼ ||x||2
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî

α, òàêîå ÷òî

||x||2 = ||x||α1 ,∀x ∈ F. (1)

Òåîðåìà 2.3. [3] Äëÿ òîãî, ÷òîáû íîðìà ||·|| áûëà íåàðõèìåäîâîé íåîáõîäèìî
è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ||n|| ≤ 1 äëÿ ëþáîãî n ∈ Z.
Cëåäñòâèå 2.1. Íîðìà ||·|| áóäåò íåàðõèìåäîâîé â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå,

åñëè sup {||n|| : n ∈ Z} = 1.

Òåîðåìà [3] ïîêàçûâàåò ðàçëè÷èå ìåæäó àðõèìåäîâîé è íåàðõèìåäîâîé

íîðìàìè. Ñîãëàñíî ýòîé òåîðåìå, íîðìà ÿâëÿåòñÿ àðõèìåäîâîé òîãäà è òîëüêî

òîãäà, åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó (àêñèîìå) àðõèìåäîâîñòè: äëÿ ëþáîãî

x, y ∈ F, x 6= 0, ñóùåñòâóåò òàêîå n ∈ N, ÷òî ||nx|| ≥ ||y||.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ||y|| > ||x||, òî èç àðõèìåäîâîñòè íîðìû âûòåêàåò

ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî n ∈ N , ÷òî ||n|| > ||y||/||x|| > 1, ò.å. íîðìà ÿâëÿåòñÿ

àðõèìåäîâîé. Îáðàòíî, åñëè íîðìà ||·|| � àðõèìåäîâà, òî ñóùåñòâóåò òàêîå

n ∈ N , ÷òî ||n|| > 1. Çíà÷èò, ||n||k → ∞, ïðè k → ∞. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ

ëþáîãî x, y ∈ F, x 6= 0, ñóùåñòâóåò òàêîå k, ÷òî ||nk|| > ||y||/||x||. Òî åñòü

èìååò ìåñòî ñâîéñòâî àðõèìåäîâîñòè ||nkx|| > ||y||.
Åñëè íîðìà íåàðõèìåäîâà, òî äëÿ ëþáîãî n ∈ Z áóäåì èìåòü ||nx|| ≤ ||x||
Èç íåàðõèìåäîâîñòè íîðìû âûòåêàþò íåêîòîðûå íåîáû÷íûå ñëåäñòâèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 2.2. Åñëè ïîëå F íåàðõèìåäîâî, òî äëÿ

x, y ∈ F ||x|| 6= ||y|| ⇒ ||x+ y|| = max||x||, ||y||

Çíà÷èò, âñÿêèé òðåóãîëüíèê â óëüòðàìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿåòñÿ ðàâ-

íîáåäðåííûì, à äëèíà åãî îñíîâàíèÿ íå ïðåâîñõîäèò äëèíû áîêîâûõ ñòîðîí.

Îïðåäåëåíèå 2.6.. Ïóñòü p - ïðîñòîå ÷èñëî. Îïðåäåëèì p-àäè÷åñêèé ïîðÿ-

äîê ordp(x) ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà x ∈ Q ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(i) åñëè x ∈ Z, òî ordp(x) ðàâåí âûñøåé ñòåïåíè p, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ äå-

ëèòåëåì x;

(ii)åñëè x = a/b, ãäå a, b ∈ Z, òî ordp(x) = ordp(a)− ordp(b). P -àäè÷åñêèé

8



ïîðÿäîê ÷èñëà x ∈ Q íàçûâàåòñÿ òàêæå p-àäè÷åñêîé àääèòèâíîé àáñîëþòíîé

âåëè÷èíîé è îáîçíà÷àåòñÿ vp(x).

(iii)Ïîëîæèì ordp(0) = +∞.

Òåîðåìà 2.4. (Òåîðåìà Îñòðîâñêîãî) Âñÿêàÿ íåòðèâèàëüíàÿ íîðìà ||·|| íà
ïîëå Q ýêâèâàëåíòíà ëèáî âåùåñòâåííîé íîðìå |·|, ëèáî îäíîé èç p-àäè÷åñêèõ
íîðì | · |p.

Îïðåäåëíèå 5.1. P -àäè÷åñêèå ÷èñëà. Ïóñòü p - ýòî ïðîñòîå ÷èñëî, è K -

ýòî îáëàñòü, êîòîðàÿ êîíå÷íî çàäàíà íà ïîëå Q, ñîñòîÿùèõ èç ðàöèîíàëüíûõ

p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë. Íàçûâàåì ýëåìåíòû K ïðîñòûõ p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë. K -

ýòî íîðìèðîâàííîå ïîëå, íîðìà êîòîðîãî ||K âûõîäèò çà ðàìêè p-àäè÷åñêîé

íîðìû ||p íà Qp. Ïóñòü OK = {x ∈ K | |x|K ≤ 1} îáîçíà÷èì ëîêàëüíûì

êîëüöîì öåëûõ .

Ýòî ìàêñèìàëüíûé èäåàë mK = {x ∈ K | |x|k ≤ 1} ñîçäàííûé ñ ïîìîùüþ

ñòàíäàðòèçàöèè π. Ýòî èìååò ñâîéñòâî v(π) = 1
e , ãäå e ∈ N ýòî ïîñëåäñòâèÿ

ñòåïåíè K/Qp. Âñå ýëåìåíòû x ∈ K èìåþò π - àäè÷åñêîå ðàñïðîñòðàíåíèå

x =
∑
i≥−m

αiπ
i

Ñ êîýôôèöèåíòîì αi â íåêîòîðîì ìíîæåñòâå R ⊆ K ïðåäñòàâëåííîì â âèäå

îñòàòêà OK/mK
∼= Fpf â ñëó÷àå q=p, âûáîð R+ {0, 1, ..., p− 1} âïîëíå ÷àñòî

ñäåëàí.

Ïîä X áóäåò âñåãäà ïîäðàçóìåâàòüñÿ êîíå÷íûé íàáîð äàííûõ, âçÿòûõ èç K.

Îïðåäåëíèå 5.2.P -àäè÷åñêèå êëàñòåðû. Äèñê â íåêîòîðîì êîíå÷íîì

ìíîæåñòâå ⊆ K ýòî ïîäìíîæåñòâî âèäà

{x ∈ X | |x− a|K < ε}

Äëÿ íåêîòîðîãî a ∈ X è ε > 0. Â ÷àñòíîñòè, ëþáîå åäèíñòâåííîå {x} ⊆ X ýòî

äèñê â X. Ñâîéñòâî êëàñòåðà èç ïîäìíîæåñòâà ñ ñîñòîÿùèì èç p-àäè÷åñêèõ

äàííûõ X ⊆ K ïðåäñòàâëåíî â òîì, ÷òî äëÿ ëþáîãî a ∈ C è ó÷èòûâàÿ, ÷òî

ñïðàâåäëèâî

|x− a|K < µ(C) ∈ x ∈ C,
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ãäå

µ(C)max{|x− y|K |x, y ∈ C}

Ýòî äèàìåòð êëàñòåðà. Êàê ñëåäñòâèå, êëàñòåð - ýòî îáúåäèíåíèå äèñêîâ â X.

Òàêæå íàçîâ¼ì äèñê X âåðòèêàëüíûì êëàñòåðîì, ïîòîìó ÷òî äåíäðîãðàììà

äëÿ X, ýòî âåðøèíà îòâå÷àþùàÿ çà ýòè êëàñòåðû, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ (íå îä-

íîýëåìåíòíûìè) äèñêàìè.

Çàêëþ÷åíèå. Äàííàÿ òåìà ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî àêòóàëüíîé, òàê êàê ñ

òî÷êè çðåíèÿ ïðèëîæåíèé, ïîòðåáíîñòü èçó÷åíèÿ p-àäè÷åñêèõ äèíàìè÷åñêèõ

ñèñòåì âîçíèêàåò ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ãåíåðàöèè ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë: p-

àäè÷åñêèå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû äàþò øèðîêèé êëàññ ïðåâîñõîäíûõ ãåíåðà-

òîðîâ ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë, êîòîðûå èãðàþò ñòîëü âàæíóþ ðîëü â êðèïòî-

ãðàôèè, à òàêæå â äðóãèõ ïðèêëàäíûõ îáëàñòÿõ, òàêèõ êàê ÷èñëåííûé àíà-

ëèç è êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå. Â äàííîé ðàáîòå áûëè ðàññìîòðåíû p-

àäè÷åñêèå ÷èñëà, ÿâëÿþùèìèñÿ ýëåìåíòàìè ðàñøèðåíèÿ ïîëÿ ðàöèîíàëüíûõ

÷èñåë, à òàêæå áûëè ðàññìîòðåíû è ïîñòðîåíû èõ ïîëÿ. Òàê æå áûëà ðàñ-

ñìîòðåíû è èçó÷åíà êëàñòåðèçàöèÿ â ïîëÿõ p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë.
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