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Введение. Задача аппроксимации математических функций и сигналов за-
нимают важное место в решении практических задач в таких областях как ма-
тематическое моделирование, обработка сигналов. Одной из задач аппроксима-
ции является построение приближения для функции заданной аналитически с
помощью некоторых других функций. Одной из систем используемых для при-
ближения функций является система Фабера-Шаудера.

Аппроксимацией называется получение некой функции, приближенно опи-
сывающей какую-то функциональную зависимость f(x), заданную таблицей
значений, либо заданную в виде, неудобном для вычислений.

В зависимости от способа подбора параметров получают различные методы
аппроксимации, среди которых наибольшее распространение получили интер-
поляция и среднеквадратичное приближение. Наиболее простой является ли-
нейная аппроксимация, при которой выбирают функцию линейно зависящую
от параметров, т. е. в виде обобщенного многочлена:

fi(x,
∗
c) =

∑
Ckfik(x).

Система Фабера-Шаудера была определена в начале 20 века, сначала Г. Фаб-
ером в 1910 году, а затем переоткрыта Ю. Шаудером в 1927. Данная система
является простейшим базисом пространства непрерывных функций на отрезке
С[0,1].

Для построения приближения исходной непрерывной функции из С[0,1] раз-
биваем отрезок на 2n отрезков длины 1

2n и берем значения исходной функции в
концах полученных отрезков. Увеличивая количество отрезков получаем более
точное приближение заданной функции.

Целью этой работы является изучение системы функций Фабера-Шаудера и
написание алгоритма для аппроксимации некоторых элементарных функций на
отрезке [0,1].

Бакалаврская работа состоит из введения, трех глав, заключения, списка
литературы и приложения. Первая глава - основные и вспомогательные тео-
ремы об ортонормированных базисах, которая содержит вспомогательные обо-
значения, термины и понятия, необходимые для раскрытия темы бакалаврской
работы. Вторая глава система Фабера-Шаудера, посвящена системе функций
Фабера-Шаудера основным определения и теоремам, необходимых для реали-
зации программы. Третья глава - Постановка и решение задачи.

Основное содержание работы. В первой главе выпускной работы вво-
дится такие понятия как базис, ортонормированный базис и некоторые вспомо-
гательные теоремы
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Пусть V -векторное пространство с основным множеством V . Если существу-
ет в V такое конечное множество {a1, . . . , am} векторов, что V =
L(a1, . . . , am), то говорят, что пространство V порождается конечным множе-
ством {a1, . . . , am}, и это множество называется системой образующих простран-
ства V .

Определение 1.1. Векторное пространство называется конечномерным, ес-
ли оно порождается конечным множеством векторов.

Определение 1.2. Система векторов a1, . . . , am пространства V называется
линейно зависимой, если существуют скаляры λ1, . . . , λm ∈ F , не все равные
нулю, такие, что λ1a1+. . .+λmam = 0. Система векторов a1, . . . , am пространства
V называется линейно независимой, если для любых скаляров λ1, . . . , λm ∈ F
из равенства λ1a1 + . . .+ λmam = 0 следует что все λi = 0, i = 1, . . . ,m.

Свойство 1.1. Система векторов, содержащая нулевой вектор, линейно за-
висимая.

Свойство 1.2. Система векторов линейно зависима, если какая-нибудь ее
подсистема линейно зависима.

Следствие 1.1. Любая подсистема линейно независимой системы линейно
независимая.

Свойство 1.3. Система векторов u1, u2, . . . , um, в которой u1 6= 0, линей-
но зависима тогда и только тогда, когда хотя бы один из векторов u2, . . . , um
является линейной комбинацией предшествующих векторов.

Свойство 1.4. Если система векторов u1, . . . , um линейно независима, а си-
стема векторов

u1, . . . , um, υ

линейно зависима, то вектор υ линейно выражается зерез векторы u1, . . . , um, и
притом единственным образом.

Определение 1.3. Множество {λ1a1 + . . . + λnan|λ1, . . . , λn ∈ F} всех ли-
нейных комбинаций векторов a1, . . . , an с коэффициентами из F называется ли-
нейной оболочкой векторов a1, . . . , an и обозначается через L(a1, . . . , an).

Свойство 1.5. Если u ∈ L(υ1, . . . , υm) и υ1, . . . , υm ∈ L(ω1, . . . , ωs), то u ∈
L(ω1, . . . , ωs).

Определение 1.4. Базисом конечномерного векторного пространства на-
зывается непустая конечная линейно независимая система векторов, поражда-
ющая это пространство.

Теорема 1.1. Любой вектор n-мерного векторного пространства единствен-
ным образом раскладывается по базису.
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Определение 1.5. Векторы a, b из V называются ортогональными, если их
скалярное произведение равно нулю.

Определение 1.6. Система векторов a1, . . . , am пространства V называ-
ется ортогональной, если ортогональны любые два вектора системы. Система,
состоящая из одного ненулевого вектора, считается ортогональной.

Определение 1.7. Нормой вектора a евклидова пространства называется
арифметический квадратный корень из скалярного квадрата векторов и обо-
значается через ‖a‖ =

√
a · a.

Определение 1.8. Вектор a называется нормированным, если ‖a‖ = 1.
Определение 1.9. Система векторов a1, . . . , am евклидова пространства на-

зывается ортонормированной, если она ортогональна и каждый ее вектор нор-
мирован. Ортогональный (ортонормированный) набор векторов, который явля-
ется базисом, называется ортогональным (соответственно ортонормированным)
базисом.

Определение 1.10. Совокупность всех векторов, ортогональных к линей-
ному подпространству L1 евклидова пространства L называется ортогональным
дополнением подпространства L1 и обозначается L⊥1 .

Теорема 1.2. Любое ненулевое конечномерное векторное пространство об-
ладает базисом. При этом если система векторов

a1, . . . , am (1.2)

пораждает векторное пространство V , то базис системы векторов (1.2) является
базисом пространства V .

Определение 1.11. Скалярное умножение в пространстве V называется
невырожденным, если a·a 6= 0 для любого ненулевого вектора a из V . Скалярное
умножение в пространстве V называется нулевым, если a · b = 0 для любых a, b
из V .

Теорема 1.3. Пусть V — конечномерное векторное пространствос невырож-
денным скалярным умножением. Ортогональную систему ненулевых векторов,
не являющуюся базисом пространства, можно дополнить до ортогонального ба-
зиса пространства.

Следствие 1.2. Любое конечномерное ненулевое векторное пространство с
невырожденным скалярным умножением обладает ортогональным базисом.

Теорема 1.4. Конечномерное ненулевое евклидово векторное пространство
обладает ортонормированным базисом.

Свойство 1.6. Если V — n-мерное ненулевое евклидово пространство, то
любая ортонормированная система n векторов является ортонормированным
базисом пространства V .
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Свойство 1.7. Ортонормированную систему векторов ненулевого конечно-
мерного евклидова пространства, не являющуюся базисом, можно дополнить до
ортонормированного базиса пространства.

Свойство 1.8. Если e1, . . . , en — ортонормированный базис евклидова про-
странства и

a = α1e1 + . . .+ αnen, b = β1e1 + . . .+ βnen

— векторы пространства, то

ab = α1β1 + . . .+ αnβn и ‖ a ‖2= α2
1 + . . .+ α2

n.

Свойство 1.9. Если e1, . . . , en — ортонормированный базис евклидова про-
странства и a = α1e1 + . . . + αnen, b = β1e1 + . . . + βnen, то αi = aei для
i = 1, . . . , n, т.е. координаты a являются его проекцией на базисные векторы.

Свойство 1.10. Если L подпространство конечномерного евклидова про-
странства V , то V = L ⊕L ⊥ и dim V = dim L + dim L ⊥.

Определение 1.12. Нормированное пространство C[a, b]. Элементами этого
пространства являются непрерывные на отрезке [a, b] функции. Норма опреде-
ляется как

‖y‖C[a,b] = max
x∈[a,b]

|y(x)|

сходимость по норме пространства C[a, b] — равномерная сходимость. Простран-
ство C[a, b] - банахово (полное).

Определение 1.13. Система элементов {xα} ⊂ X — называется полной в
X, если замыкание линейной оболочки системы {xα} совпадает с X.

Определение 1.14. Система элементов {xn}∞n=1 ⊂ X называется минималь-
ной в X, если xk /∈ Xk для всех k = 1, 2, . . ..

Определение 1.15. Банахово пространство — нормированное векторное
пространство, полное по метрике, порождённой нормой. В дальнейшем будем
обозначать X, а его сопряженное пространство будем обозначать X∗.

Определение 1.16. Система элементов {xn}∞n=1 банахова пространства X
называется базисом, если для любого элемента x ∈ X существует единственный
ряд

x ∼
∞∑
n=1

anxn, an = an(x) ∈ R1, n = 1, 2, . . . , (1.7)

сходящийся к x по норме X.
Теорема 1.5. Для того чтобы система {xn}∞n=1 была базисом в банаховом

пространствеX, необходимо и достаточно выполнение следующих трех условий:
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а) {xn} полна в X;

б) {xn} минимальна;

в) существует постоянная M > 0 такая, что для любого x ∈ X∥∥∥ ∞∑
n=1

〈x, yn〉xn
∥∥∥ 6M‖x‖, N = 1, 2, . . . , (1.8)

где {yn} — система, сопряженная к {xn}

Следствие 1.3. Если {xn}— базис вX, то функционалы an(x), n =
1, 2, . . ., являются линейными ограниченными функционалами и определяются
равенствами

an(x) = 〈x, yn〉, x ∈ X, n = 1, 2, . . . ,

где {yn} — система, сопряженная к {xn}.
Теорема 1.6. Пусть {xn}∞n=1 — базис в банаховом пространствеX, {yn}∞n=1 —

сопряженная к {xn} система. Тогда {yn} — базис в пространстве Y — замыкании
своей линейной оболочки (с нормой сопряженного к X пространства X∗).

Следствие 1.4. Если система функций {ϕn(x)}— базис в Lp(0, 1), 1 <
p < ∞, то сопряженная к ней система {ψn(x)} является базисом в Lq(0, 1) с
1
p + 1

q = 1.
Следствие 1.5. Если ортонормированная система Φ = {ϕn(x)} является

базисом в Lp(0, 1) и при этом

ϕn ∈ Lp(0, 1) ∩ Lq(0, 1),
1

p
+

1

q
= 1, 1 < p <∞, (1.10)

то Φ — базис в Lp′(0, 1) для любого p′ ∈ ∆ = [min(p, q),max(p, q)].
Теорема 1.7. Если ортонормированная система Φ = {ϕn(x)}∞n=1 — базис в

C(0, 1), то Φ является базисом также и в Lp(0, 1) при 1 6 p <∞.
Определение 1.17. Базис {xn}∞n=1 банахова пространства X называется

безусловным, если для любой перестановки натурального ряда σ = {σ(n)}∞n=1

система {xσ(n)}∞n=1 также является базисом в X.
Теорема 1.8. Для того чтобы полная и минимальная в X система {xn}∞n=1

являлась безусловным базисом, необходимо и достаточно, чтобы нашлась по-
стоянная M , для которой при любом наборе чисел {εn}Nn=1 с εn = ±1 для
1 6 n 6 N, N = 1, 2, . . ., выполняются неравенства∥∥∥ N∑

n=1

εn〈x, yn〉xn
∥∥∥ 6M‖x‖. (1.11)
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Следствие 1.6. Для того чтобы полная и минимальная в X система {xn}
являлась безусловным базисом, необходимо и достаточно, чтобы для любой по-
следовательность ε = {εn}∞n=1, εn = ±1, были определены операторы Tε(x) и
нормы этих операторов были ограничены постоянной, не зависящей от ε. При
этом,

B‖x‖ 6 ‖Tε(x)‖ 6 A‖x‖, x ∈ X,

где постоянные A > 0 и B > 0 не зависят от x и ε.
Во второй главе рассматривается система функций Фабера-Шаудера основ-

ные определения и теоремы.
Определение 2.1. Системой Фабера-Шаудера называется система функций

Φ = {ϕn(x)}∞n=0, x ∈ [0, 1],

в которой
ϕ0(x) = 1, ϕ1(x) = x, x ∈ [0, 1],

и при этом n = 2k + i, k = 0, 1, . . . , i = 1, 2, . . . , 2k.

ϕn(x) = ϕ
(i)
k (x) :=



0, если x /∈

(
i−1
2k
, i
2k

)
,

1, если x = 2i−1
2k+1 ,

линейна и непрерывна

на
[
i−1
2k
, 2i−1
2k+1

]
и на

[
2i−1
2k+1 ,

i
2k+1

] (2.1)

Систему Фабера-Шаудера можно определить также, интегрируя функции
Хаара. Точнее говоря, имеют место равенства

ϕ1(x) =

x∫
0

χ1(t)dt, ϕn(x) = 2‖χn‖∞

x∫
0

χn(t)dt, n = 2, 3, . . . . (2.2)

Рассмотрим ряд по Системе Фабера-Шаудера:

∞∑
n=0

Anϕn(x) = A0ϕ0(x) + A1ϕ1(x) +
∞∑
k=0

2k∑
i=1

Ak,iϕ
(i)
k (x) (2.3)

и предположим, что он сходится в каждой точке отрезка [0, 1] к конечной функ-
ции f(x). Коэффициенты {An} однозначно определяются функцией f(x), а
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именно, что

A0 = A0(f) = f(0), A1 = A1(f) = f(1)− f(0),

An = An(f) = Ak,i(f) = f
(2i− 1

2k+1

)
− 1

2

[
f
(i− 1

2k

)
+ f
( i

2k

)]
, (2.4)

если n = 2k + i, k = 0, 1, . . . , i = 1, 2, . . . , 2k.
Из определения функций ϕn, n = 0, 1, . . . , N , и их линейной независимости

вытекает следующее утверждение:
(A) При N = 1, 2, . . . пространство GN = GN(Φ) полиномов по системе

Фабера-Шаудера вида PN(x) =
∑N

n=0Anϕn(x) имеет размерность N + 1 и сов-
падает с пространством LN , определяемым так:

L1 = {f ∈ C(0, 1) : f ′′(x) = 0 при x ∈ (0, 1)},

LN = {f ∈ C(0, 1) : f ′′(x) = 0 при x ∈
( 2i⋃
s=1

4s
k+1

)
∪
( 2k⋃
s=i+1

4s
k

)
} (2.6)

(N = 2k + i, k = 0, 1, . . . , i = 1, 2, . . . , 2k).

Отметим также такое свойство системы Фабера-Шаудера:
(B) Для производной функции f(x) и N = 1, 2, . . . сумма

SN(f, x) =
N∑
n=0

An(f)ϕn(x),

в которой коэффициенты определяются равенствами (2.4), совпадает с f(x) на
множестве πN :

π1 = {0, 1}, πN =
{ s

2k

}2k

s=0
∪
{2s− 1

2k+1

}i
s=1

(2.7)

(N = 2k + i, k = 0, 1, . . . , i = 1, 2, . . . , 2k).

Теорема 2.1.Система Фабера-Шаудера - базис в пространстве C(0, 1). При
этом коэффициенты разложения

f(x) =
∞∑
n=0

An(f)ϕn(x), f ∈ C(0, 1),

определяются формулами (2.4), а частные суммы SN(f, x) этого разложения
принадлежат LN и удовлетворяют соотношению

SN(f, x) = f(x) при x ∈ πN , N = 1, 2, . . . . (2.8)

Следствие 2.1.Пусть f ∈ C(0, 1). Имеют место оценки
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а) | An(f) |6 ω2( 1
N , f), n = 1, 2, . . . , где

ω2(δ, f) := sup
0<h6δ,
h6x61−h

| f(x+ h) + f(x− h)− 2f(x) |;

б) ‖ f − SN(f) ‖C6 ω2( 1
N , f)

Теорема 2.2. В пространстве C(0, 1) не существует безусловного базиса.
Определение 2.2. Липшица условие — ограничение на поведение прира-

щения функций. Если для любых точек x и x′, принадлежащих отрезку [a, b],
приращение функции удовлетворяет неравенству

|f(x)− f(x′)| 6M |x− x′|α,

где 0 < α 6 1 и M — некоторая постоянная, то говорят, что функция f(x) удо-
влетворяет условию Липшица порядка α на отрезке [a, b], и пишут f(x) ∈
Lip α.

Теорема 2.3. Пусть 0 < α < 1. Для того чтобы ряд (2.3) являлся раз-
ложением функции f ∈ Lipα, необходимо и достаточно, чтобы выполнялось
соотношение

| An |6 Cn−α, n = 1, 2, . . . ..17 (2)

Замечание 2.1. Легко видеть, что функция

f(x) =
∞∑
k=1

2−k−1ϕ
(1)
k (x) /∈ Lip 1,

хотя, очевидно, | An(f) 6 n−1 |. Таким образом, утверждение теореммы 2.3
теряет силу при α = 1.

Утверждение 2.1. Пусть f ∈ C(0, 1), f(0) = f(1) = 0 и 0 =
k0 < k1 < . . . — последовательность целах чисел.

Существуют целые числа is, 1 6 is 6 2ks, s = 0, 1, . . ., и непрерывная на
[0, 1] функция τ(x) с условием

0 = τ(0) < τ(x) < τ(y) < τ(1) = 1 при 0 < x < y < 1 (2.19)

такие, что разложение суперпозиции F (x) := f◦τ(x) по системе Фабера-Шаудера
имеет вид:

F (x) =
∞∑
s=0

Aks,isϕ
(is)
ks

(x). (2.20)
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Следствие 2.2. Для произвольной функции f ∈ C(0, 1) и f(0) = f(1) най-
дется такая функция τ(x) вида (??), что интегральный модуль непрерывности
второго порядка суперпозиции F (x) = f ◦ τ(x) удовлетворяют условию

ω
(2)
1 (δ, F ) = o(δ) при δ −→ +0. (2.24)

Третья глава посвящена построению алгоритма аппроксимации функциями
Фабера-Шаудера некоторых непрерывных функций на отрезке [0,1].

Алгоритм реализован в виде программы, написаной на языке программиро-
вания Java.

В результате работы данной программы, на экран выводится результат при-
ближения заданной функции в виде графика. Далее приведем пример на основе
функции f(x) = x2. Черным цветом обозначим саму ветвь параболы, а красным
— приближение функциями Фабера-Шаудера.

Рисунок 1 — Аппроксимация функциями Фабера-Шаудера при N=0

Рисунок 2 — Аппроксимация функциями Фабера-Шаудера при N=1
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Рисунок 3 — Аппроксимация функциями Фабера-Шаудера при N=2

Рисунок 4 — Аппроксимация функциями Фабера-Шаудера при N=3

Заключение. В работе были даны основные и вспомогательные определе-
ния и теоремы, касающиеся системы Фабера-Шаудера. Описан алгоритм при-
ближения функциями Фабера-Шаудера. Для реализации этого была написана
программа на языке Java. В результате которой мы рассмотрели два графика
функций f = x2 и f = sin 2πx и их приближения.
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