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Ââåäåíèå. Ïðèìåíåíèå âû÷èñëèòåëüíûõ ìåòîäîâ â åñòåñòâåííûõ íàóêàõ

â ïîñëåäíåå âðåìÿ ïîëó÷èëî øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå. ¾×èñëåííûé¿ óêëîí â

ïðîöåññå òåîðåòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ çàäà÷ íå òîëüêî íå

ñíèçèë êà÷åñòâà ïîäîáíûõ èññëåäîâàíèé, íî è ïðèäàë èì æèçíåííûé êîëîðèò,

ïðèáëèçèâ èõ ê òðåáîâàíèÿì ïðàêòèêè.

Äèíàìèêà æèäêîñòè è ãàçà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíó èç òåõ îáëàñòåé çíà-

íèÿ, ãäå ïîäõîäû, îñíîâàííûå íà ïðèìåíåíèè ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, îêàçàëèñü

îñîáåíííî ïëîäîòâîðíûìè è ïîçâîëèëè ïîëó÷èòü ïðîäâèæåíèå â ðåøåíèè ðÿ-

äà ïðîáëåì, ñ÷èòàâøèõñÿ äî ýòîãî íåðàçðåøèìûìè. Äåéñòâèòåëüíî, òàêèå

îñîáåííîñòè óðàâíåíèé ãèäðîàýðîäèíàìèêè, êàê íåëèíåéíîñòü, âûñîêèé ïî-

ðÿäîê(îñîáåííî â îòíîøåíèè ïðîñòðàíñòâåííûõ çàäà÷) è âîçìîæíîñòü ïîÿâ-

ëåíèÿ ðàçðûâíûõ ðåøåíèé äåëàþò ÷èñëåííûé ìåòîä èññëåäîâàíèÿ íàèáîëåå

ïðåäïî÷òèòåëüíûì è ýôôåêòèâíûì. Êàê ðàç ýòî îáñòîÿòåëüñòâî è ïðèâåëî ê

ñîçäàíèþ ¾âû÷èñëèòåëüíîé ãèäðîàýðîäèíàìèêè¿, îáîçíà÷àþùåé ïî ñóùåñòâó

íåêóþ ñàìîñòîÿòåëüíóþ è áóðíî ðàçâèâàþùóþñÿ îáëàñòü íàóêè.

Â äàííîé áàêàëàâðñêîé ðàáîòå ïðîâåäåíî èçó÷åíèå òå÷åíèÿ æèäêîñòè â

êàíàëå ñ óñòóïîì.

Â ïåðâîì ðàçäåëå ðàññìîòðåíû óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ âÿçêîé æèäêîñòè.

Êðàòêî îïèñàí âûâîä óðàâíåíèé Ýéëåðà è Íàâüå-Ñòîêñà, à òàêæå óðàâíåíèÿ

íåðàçðûâíîñòè.

Âî âòîðîì ðàçäåëå ïðèâåäåíî îïèñàíèå ðàçëè÷íûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ,

èñïîëüçóåìûõ ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ãèäðîìåõàíèêè. Ïîñòðîåíèå ÷èñëåííîãî ðå-

øåíèÿ òðàäèöèîííî ðàçäåëÿåòñÿ íà äâà ýòàïà: ïðèâåäåíèå äèôôåðåíöèàëü-

íûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ê ñèñòåìå àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

è ðåøåíèå ýòèõ óðàâíåíèé. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ñäåëàí âûáîð â ïîëüçó ìåòîäà

êîíå÷íûõ îáú¼ìîâ.

Â òðåòüåì ðàçäåëå îïèñàí ïàêåò ïðèêëàäíûõ ïðîãðàìì OpenFOAM, èñ-

ïîëüçîâàííûé äëÿ ðàñ÷¼òà ïàðàìåòðîâ òå÷åíèÿ â êàíàëå ñ óñòóïîì. Ïðèâå-

äåíà ñòðóêòóðà ýòîãî ïàêåòà, óêàçàíà ñõåìà, ïî êîòîðîé íóæíî ïðîâîäèòü

ðàñ÷¼òû.

Â ÷åòâ¼ðòîì ðàçäåëå äàíà ïîñòàíîâêà çàäà÷è î òå÷åíèè æèäêîñòè â êà-

íàëå ñ óñòóïîì. Ïðèâåäåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü òàêîãî òå÷åíèÿ âÿçêîé

æèäêîñòè.
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Â ïîñëåäíåì ðàçäåëå ïðèâåäåíû ïðèìåðû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è.

Ðàññìîòðåí êàê ñòàöèîíàðíûé ñëó÷àé, òàê è íåñòàöèîíàðíûé. Ïîñòðîåíû ãðà-

ôèêè èçìåíåíèÿ ñêîðîñòè è äàâëåíèÿ. Ïðèâåäåí àíàëèç ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé.

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ âÿçêîé æèäêîñòè. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâ-

íåíèÿ äâèæåíèÿ èäåàëüíîé æèäêîñòè ìîæíî ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ

ðàâíîâåñèÿ æèäêîñòè â äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå, âûâåäåííûå Ë.Ýéëåðîì,

èìåþò âèä [1]:

ρax =
∂p

∂x
, ρay =

∂p

∂y
, ρaz =

∂p

∂z
.

Äîáàâèì â ýòè óðàâíåíèÿ ñèëû èíåðöèè, îòíåñåííûå ê ìàññå äâèæóùåéñÿ

æèäêîñòè. Ñêîðîñòü æèäêîñòè ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé êîîðäèíàò x, y, z è âðåìå-

íè t ; åå óñêîðåíèå ñîñòîèò èç òðåõ êîìïîíåíòîâ, ÿâëÿþùèõñÿ ïðîèçâîäíûìè

ïðîåêöèé íà êîîðäèíàòíûå îñè:

ρax − ρ
dux
dt

=
∂p

∂x
,

ρay − ρ
duy
dt

=
∂p

∂y
,

ρaz − ρ
duz
dt

=
∂p

∂z
.

Ýòè óðàâíåíèÿ íàçûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè Ýéëåðà.

Ïåðåõîä ê ðåàëüíîé æèäêîñòè â ýòîì óðàâíåíèè òðåáóåò ó÷åòà ñèë òðåíèÿ,

îòíåñåííûõ ê åäèíèöå ìàññû æèäêîñòè.

Âûðàæåíèå äëÿ íîðìàëüíûõ è êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé â âÿçêîé æèäêî-

ñòè ìîæíî çàïèñàòü â âèäå [2]

τxx = −p− 2

3
µdivu + 2µ

∂ux
∂x

, τxy = τyx = µ

(
∂ux
∂y

+
∂uy
∂x

)
,

τyy = −p− 2

3
µdivu + 2µ

∂uy
∂y

, τyz = τzy = µ

(
∂uy
∂z

+
∂uz
∂y

)
,

τzz = −p− 2

3
µdivu + 2µ

∂uz
∂z

, τzx = τxz = µ

(
∂ux
∂z

+
∂uz
∂x

)
.
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Åñëè ïîäñòàâèòü ýòè âûðàæåíèÿ â óðàâíåíèå Ýéëåðà òî ïîëó÷èì

ρFx −
∂p

∂x
+ 2

∂

∂x

(
µ
∂ux
∂x

)
+

∂

∂y

(
µ

(
∂ux
∂y

+
∂uy
∂x

))
+

+
∂

∂z

(
µ

(
∂ux
∂z

+
∂uz
∂x

))
− 2

3

∂

∂x
(µdivu) = ρ

duz
dt
.

Ýòè óðàâíåíèÿ íàçûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè Íàâüå-Ñòîêñà; èõ èñïîëüçóþò

äëÿ îïèñàíèÿ äâèæåíèé âÿçêèõ ñæèìàåìûõ æèäêîñòåé è ãàçîâ.

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ íåâÿçêèõ æèäêîñòåé è ãàçîâ ëåãêî ïîëó÷èòü èç óðàâ-

íåíèé Íàâüå-Ñòîêñà êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé ïðè µ = 0; äëÿ íåñæèìàåìûõ æèä-

êîñòåé ñëåäóåò ïðèíÿòü ρ = const.

Ñèñòåìà óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà íåçàìêíóòà, òàê êàê ñîäåðæèò øåñòü

íåèçâåñòíûõ: ux, uy, uz, ð, ρ è µ. Åùå îäíèì óðàâíåíèåì, ñâÿçûâàþùèì ýòè

íåèçâåñòíûå, ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè

dρ

dt
+ ρdivu = 0. (1)

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûé îáúåì V ñ ïîñòîÿííîé ôîðìîé è ðàçìåðàìè. Èç-

ìåíåíèå ìàññû M æèäêîñòè â ýòîì îáúåìå çà ìàëîå âðåìÿ dt åñòü

dM = M(t+ dt)−M(t) =
∂M

∂t
dt =

∫
V

∂ρ

∂t
dV. (2)

Çäåñü ó÷òåíî, ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ M =
∫
V

ρdV è ïðè ïîñòîÿííûõ ãðàíè-

öàõ îáúåìà îïåðàöèè èíòåãðèðîâàíèÿ ïî îáúåìó è äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî

âðåìåíè ìîæíî ìåíÿòü ìåñòàìè.

Ìàññà âåùåñòâà â îáúåìå V ìîæåò ìåíÿòüñÿ çà ñ÷åò äâóõ ìåõàíèçìîâ. Ïåð-

âûé � âåùåñòâî ïîÿâëÿåòñÿ èëè èñ÷åçàåò èç ýòîãî îáúåìà âñëåäñòâèå êàêèõ-

ëèáî ôèçèêî-õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé. Âòîðîé � çà ñ÷åò åãî íåêîìïåíñèðîâàííîãî

ïîòîêà ÷åðåç ãðàíèöû îáúåìà. Íå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïåðâûé ìåõàíèçì, òàê

êàê îí êðàéíå íå òèïè÷åí äëÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ÿâëåíèé.

Äëÿ àíàëèçà âòîðîãî ìåõàíèçìà âûäåëèì íà ïîâåðõíîñòè íàøåãî îáúå-

ìà ìàëåíüêóþ (ýëåìåíòàðíóþ) ïëîùàäêó ñ ïëîùàäüþ ds. Âûáåðåì ðàçìåðû

ýòîé ïëîùàäêè íàñòîëüêî ìàëåíüêèìè, ÷òîáû, âî-ïåðâûõ, ñ÷èòàòü åå ëîêàëü-
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íî ïëîñêîé è, âî-âòîðûõ, ÷òîáû íà åå ðàçìåðàõ ìîæíî áûëî ïðåíåáðå÷ü èç-

ìåíåíèåì ñêîðîñòè ïîòîêà è ïëîòíîñòè ñðåäû. Îáîçíà÷èì ÷åðåç n âåêòîð

åäèíè÷íîé íîðìàëè ê ýòîé ïëîùàäêå, íàïðàâëåííûé íàðóæó èç îáúåìà V .

Îáîçíà÷èì vn = v · n ïðîåêöèþ âåêòîðà ñêîðîñòè v íà íîðìàëü n. Íåñëîæíî

ïîêàçàòü, ÷òî çà âðåìÿ dt ÷åðåç ýòó ïëîùàäêó èç îáúåìà V íàðóæó ïåðåõîäèò

ìàññà âåùåñòâà, ðàâíàÿ

ρvndsdt = ρ(v · n)dsdt. (3)

×òîáû ïîëó÷èòü ïîëíóþ ìàññó âåùåñòâà, ïåðåñåêàþùóþ èçíóòðè íàðóæó

âñþ ãðàíèöó S îáúåìà V , íóæíî ïðîèíòåãðèðîâàòü (3) ïî ïîâåðõíîñòè ðàñ-

ñìàòðèâàåìîãî îáúåìà. Ýòîò èíòåãðàë ðàâåí ìàññå âåùåñòâà, ïîêèäàþùåãî

îáúåì V çà âðåìÿ dt, ñëåäîâàòåëüíî, îí ðàâåí dM . Ó÷èòûâàÿ (1), ïîëó÷àåì∫
V

∂ρ

∂t
dV = −

∫
S

ρ(v · n)ds. (4)

Ïî òåîðåìå Îñòðîãðàäñêîãî � Ãàóññà∫
S

ρ(v · n)ds =

∫
V

div(ρv)dV. (5)

Èñïîëüçóÿ (5) â (4), ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó∫
V

∂ρ

∂t
dV = −

∫
V

div(ρv)dV. (6)

Ïðè âûâîäå ðàâåíñòâà (6) íå äåëàëè íèêàêèõ îãîâîðîê îòíîñèòåëüíî ôîð-

ìû èëè ðàçìåðà îáúåìà V , ïî êîòîðîìó ïðîâîäèòñÿ èíòåãðèðîâàíèå. Ñëåäîâà-

òåëüíî, ýòî ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîãî îáúåìà èíòåãðèðîâàíèÿ, ÷òî

âîçìîæíî, òîëüêî åñëè ïîäûíòåãðàëüíûå ôóíêöèè â (6) òîæäåñòâåííî ðàâ-

íû. Ó÷èòûâàÿ ýòî, ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ (1). Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ïðè âûâî-

äå ýòîãî óðàâíåíèÿ íå èñïîëüçîâàëè íèêàêèõ ïðåäïîëîæåíèé î ôèçè÷åñêèõ

ñâîéñòâàõ ñðåäû, êðîìå íåïðåðûâíîñòè èçìåíåíèÿ åå ñêîðîñòè è ïëîòíîñòè.
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Ïîýòîìó óðàâíåíèå (1) â ïðèáëèæåíèè ñïëîøíîé ñðåäû îïèñûâàåò ñâÿçü ñêî-

ðîñòè è ïëîòíîñòè â ëþáîì âåùåñòâå íåçàâèñèìî îò åãî ôèçè÷åñêîé ïðèðîäû.

Â êà÷åñòâå óðàâíåíèé, çàìûêàþùèõ ñèñòåìó, èñïîëüçóþò óðàâíåíèÿ ñî-

ñòîÿíèÿ ñðåäû è çàâèñèìîñòè âÿçêîñòè îò ïàðàìåòðîâ ñîñòîÿíèÿ. Âî ìíîãèõ

ñëó÷àÿõ ïðèõîäèòñÿ ïðèìåíÿòü òàêæå äðóãèå òåðìîäèíàìè÷åñêèå ñîîòíîøå-

íèÿ.

Äëÿ íåñæèìàåìîé æèäêîñòè (ρ = const) â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ âÿçêîñòü

ìîæíî ñ÷èòàòü ïîñòîÿííîé, ÷òî ïîçâîëÿåò çíà÷èòåëüíî óïðîñòèòü óðàâíåíèÿ.

Ó÷èòûâàÿ òî, ÷òî äëÿ íåñæèìàåìîé æèäêîñòè

div u =
∂ux
∂x

+
∂uy
∂y

+
∂uz
∂z

= 0,

ïîëó÷àåì [3]

Fx −
1

ρ

∂p

∂x
+ ν

(
∂2ux
∂x2

+
∂2ux
∂y2

+
∂2ux
∂z2

)
= ρ

dux
dt

;

Fy −
1

ρ

∂p

∂y
+ ν

(
∂2uy
∂x2

+
∂2uy
∂y2

+
∂2uy
∂z2

)
= ρ

duy
dt

;

Fz −
1

ρ

∂p

∂z
+ ν

(
∂2uz
∂x2

+
∂2uz
∂y2

+
∂2uz
∂z2

)
= ρ

duz
dt
.

Âìåñòå ñ óðàâíåíèåì íåðàçðûâíîñòè

divu = 0

îáðàçóåòñÿ çàìêíóòàÿ ñèñòåìà äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé ux, uy, uz è p. ×àñò-

íûì ñëó÷àåì óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå Áåðíóëëè.

Ïðè âûâîäå óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà íå äåëàëîñü êàêèõ-ëèáî ïðåäïîëî-

æåíèé î ðåæèìå äâèæåíèÿ. Ïîñêîëüêó ñâîéñòâî âÿçêîñòè ïðèñóùå ðåàëüíûì

æèäêîñòÿì íåçàâèñèìî îò ðåæèìà èõ äâèæåíèÿ è ïðè ïåðåõîäå îò ëàìèíàð-

íîãî òå÷åíèÿ ê òóðáóëåíòíîìó äðóãèå ôèçè÷åñêèå ñâîéñòâà íå èçìåíÿþòñÿ,

ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî îáîáùåííàÿ ãèïîòåçà Íüþòîíà, à çíà÷èò, è îïèðà-

þùèåñÿ íà íåå óðàâíåíèÿ Íàâüå-Ñòîêñà ñïðàâåäëèâû êàê ïðè ëàìèíàðíîì,

òàê è ïðè òóðáóëåíòíîì äâèæåíèè æèäêîñòè. Îäíàêî â ïîñëåäíåì ñëó÷àå èñ-
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ïîëüçîâàòü óðàâíåíèÿ Íàâüå-Ñòîêñà äëÿ ïîëó÷åíèÿ êàêèõ-ëèáî ïðèêëàäíûõ

ðåøåíèé ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíî. Âõîäÿùèå â íèõ ìãíîâåííûå ñêîðîñòè è

äàâëåíèå ïðè òóðáóëåíòíûõ ðåæèìàõ ÿâëÿþòñÿ ïóëüñèðóþùèìè. Äàæå åñëè

áû ýòè ïàðàìåòðû óäàëîñü íàéòè ïóòåì ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà,

÷òî ïðåäñòàâëÿåò êðàéíå òðóäíóþ çàäà÷ó, òî èñïîëüçîâàòü èõ â ïðàêòè÷åñêèõ

öåëÿõ áûëî áû î÷åíü òðóäíî. Ïîýòîìó äëÿ òóðáóëåíòíîãî ðåæèìà îïðåäåëÿ-

þò óñðåäíåííûå ïî âðåìåíè ñêîðîñòè è äàâëåíèÿ, êîòîðûå ìîãóò êàê çàâè-

ñåòü, òàê è íå çàâèñåòü îò âðåìåíè. Â ïåðâîì ñëó÷àå òóðáóëåíòíîå òå÷åíèå

ñ÷èòàåòñÿ íåóñòàíîâèâøèìñÿ, à âî âòîðîì � óñòàíîâèâøèìñÿ.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ óðàâíåíèé òóðáóëåíòíîãî òå÷åíèÿ [4] èñïîëüçóþò óðàâíå-

íèÿ Íàâüå-Ñòîêñà, âñå ÷ëåíû êîòîðûõ óñðåäíÿþò ïî âðåìåíè. Â ðåçóëüòàòå

÷åãî ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå Ðåéíîëüäñà äëÿ ðàçâèòîãî òóðáóëåíòíîãî äâèæå-

íèÿ íåñæèìàåìîé æèäêîñòè.

×èñëî Ðåéíîëüäñà � áåçðàçìåðíîå ñîîòíîøåíèå, êîòîðîå îïðåäåëÿåò ëà-

ìèíàðíûé èëè òóðáóëåíòíûé ðåæèì òå÷åíèÿ æèäêîñòè èëè ãàçà. ×èñëî

Ðåéíîëüäñà òàêæå ñ÷èòàåòñÿ êðèòåðèåì ïîäîáèÿ ïîòîêîâ. ×èñëî Ðåéíîëüä-

ñà îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèåì [5]:

Re =
ρvl

µ
,

ãäå ρ � ïëîòíîñòü ñðåäû, v � õàðàêòåðíàÿ ñêîðîñòü, l � õàðàêòåðíûé ðàç-

ìåð, µ � äèíàìè÷åñêàÿ âÿçêîñòü ñðåäû.

Ëàìèíàðíîå òå÷åíèå � òå÷åíèå, ïðè êîòîðîì æèäêîñòü èëè ãàç ïåðå-

ìåùàåòñÿ ñëîÿìè áåç ïåðåìåøèâàíèÿ è ïóëüñàöèé (òî åñòü áåñïîðÿäî÷íûõ

áûñòðûõ èçìåíåíèé) ñêîðîñòè è äàâëåíèÿ.

×èñëî Ðåéíîëüäñà êàê êðèòåðèé ïåðåõîäà îò ëàìèíàðíîãî êòóðáóëåíòíî-

ìó ðåæèìó òå÷åíèÿ è îáðàòíî îòíîñèòåëüíî õîðîøî äåéñòâóåò äëÿ íàïîðíûõ

ïîòîêîâ.

Âàæíûì ñâîéñòâîì òóðáóëåíòíîãî òå÷åíèÿ (ïî ñðàâíåíèþ ñ ëàìèíàð-

íûì) ÿâëÿåòñÿ âûñîêîå ñîïðîòèâëåíèå. Ïðè ïðîêà÷èâàíèè æèäêîñòè ïî êà-

íàëó â ðåæèìå òóðáóëåíòíîãî äâèæåíèÿ ïðèõîäèòñÿ ïðåîäîëåâàòü ãîðàç-

äî áîëüøåå ñîïðîòèâëåíèå, ÷åì ïðè ëàìèíàðíîì äâèæåíèè. Ñîïðîòèâëåíèå

ïðîèñõîäèò èç-çà òîãî, ÷òî òåêóùàÿ ïî êàíàëó æèäêîñòü îòäàåò ìîìåíò êî-
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ëè÷åñòâà äâèæåíèÿ ñòåíêàì. Â ëàìèíàðíîì ðåæèìå ýòî ïðîèñõîäèò èç-çà

âÿçêîñòè, òî÷íåå, èç-çà òðåíèÿ æèäêîñòè î ñòåíêó. Âòóðáóëåíòíîì æå ðåæè-

ìå â ýòîé ïåðåäà÷å ó÷àñòâóþò âåñüìà ýíåðãè÷íûå òóðáóëåíòíûå çàâèõðåíèÿ,

ïóëüñàöèè, ýòî êàê áû óâåëè÷èâàåò ýôôåêòèâíóþ âÿçêîñòü.

Ìåòîä êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé. Ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ÷èñëåííûõ ìåòî-

äîâ ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Íåêîòîðûå èç íèõ èùóò ðåøåíèå

â âèäå àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé. Îäíàêî, äëÿ ñëó÷àåâ ñî ñëîæíîé ãåîìåòðè-

åé èëè ðàçðûâàìè â ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ òàêèå ìåòîäû ñòàíîâÿòñÿ äîâîëüíî

ãðîìîçäêèìè. Ïîýòîìó áîëüøèíñòâî ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ äèôôåðåí-

öèàëüíûõ óðàâíåíèé ðàññìàòðèâàþò äèñêðåòíî çàäàííûå (¾ñåòî÷íûå¿) ôóíê-

öèè, ò.å. ôóíêöèè, çàäàííûå íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå òî÷åê, íàçûâàåìîì ñåò-

êîé [6].

Ïîãîâîðèì î ñåòêàõ. Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå îò ñåòêè îñòàåòñÿ ëèøü êîíå÷-

íîå ìíîæåñòâî òî÷åê, çàäàííîå íà îòðåçêå, íà êîòîðîì èùåòñÿ ðåøåíèå. Òî÷êè

ìîãóò ðàñïîëàãàòüñÿ ðàâíîìåðíî èëè íåðàâíîìåðíî. Â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå

íàáëþäàåòñÿ îãðîìíîå ìíîãîîáðàçèå òèïîâ ñåòîê. Ïðèâåäåì ëèøü íåñêîëüêî

ïðèìåðîâ.

Ñåòêè áûâàþò íåðàâíîìåðíûìè (÷àñòî ëèíèè ñåòêè ñãóùàþò â òîé îáëà-

ñòè, ãäå õîòÿò ïîäíÿòü òî÷íîñòü ðàñ÷åòà).

Ñåòêè áûâàþò àäàïòèâíûìè (íàïðèìåð, ñåòêà, ÿâëÿþùàÿñÿ ïðÿìîóãîëü-

íîé â íåêîòîðîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, ñâÿçàííîé ñ ïîâåðõíîñòüþ).

Ïðàâèëüíûé ïîäáîð òèïà è ïàðàìåòðîâ ñåòêè ìîæåò ñóùåñòâåííî (â îò-

äåëüíûõ ñëó÷àÿõ íà ïîðÿäêè) ñîêðàòèòü ðåñóðñû, òðåáóåìûå äëÿ ïîëó÷åíèÿ

ðåçóëüòàòà [7].

Òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ëèíèé ñåòêè íàçûâàþòñÿ óçëàìè. Ýëåìåíòàðíûå îáëà-

ñòè, îãðàíè÷åííûå ëèíèÿìè ñåòêè (ïëîñêîñòÿìè èëè èíûìè ïîâåðõíîñòÿìè â

òðåõìåðíîì ñëó÷àå) íàçûâàþòñÿ ÿ÷åéêàìè. Çíà÷åíèÿ èñêîìîé ôóíêöèè ìî-

ãóò çàäàâàòüñÿ ëèáî â óçëàõ ñåòêè, ëèáî â êàêèõ-ëèáî òî÷êàõ (íàïðèìåð, â

öåíòðàõ) ÿ÷ååê.

×èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ðàáîòàþùèå

ñ ñåòî÷íûìè ôóíêöèÿìè, ñâîäÿò èñõîäíóþ çàäà÷ó ê ðåøåíèþ ñèñòåìû àëãåá-

ðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Îäíèì èç ñàìûõ ðàñïðîñòðàíåííûõ ìåòîäîâ ÿâëÿåòñÿ

ìåòîä êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé [8].
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Òåëî, â êîòîðîì èññëåäóåòñÿ ïðîöåññ òåïëîïåðåäà÷è, ïðåäñòàâëÿþò â âèäå

ñîâîêóïíîñòè óçëîâ. Â äèôôåðåíöèàëüíîì óðàâíåíèè ïðîèçâîäíûå àïïðîê-

ñèìèðóþòñÿ â âèäå êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ àíàëîãîâ. Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà ëè-

íåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñîâìåñòíî ñ ðàçíîñòíûìè àíàëîãàìè ãðà-

íè÷íûõ óñëîâèé ðåøàåòñÿ ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè ñ ïîìîùüþ ÝÂÌ.

Äîñòîèíñòâàìè ÌÊÐ ÿâëÿþòñÿ: âûñîêàÿ ýôôåêòèâíîñòü è ïðîñòîòà ðåà-

ëèçàöèè, à òàêæå íàãëÿäíîñòü ïðîöåäóðû äèñêðåòèçàöèè îáëàñòè ðåøåíèÿ,

äàþùàÿ âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ ñõåì îòíîñèòåëüíî âûñîêîãî ïîðÿäêà òî÷íî-

ñòè. Ýòè äîñòîèíñòâà ðåàëèçóþòñÿ ëèøü ïðè èñïîëüçîâàíèè äîñòàòî÷-

íî ðåãóëÿðíîé ïðîñòðàíñòâåííîé ñåòêè ñ ïëàâíî ìåíÿþùèìèñÿ

ðàçìåðàìè ÿ÷ååê . Êàê ñëåäñòâèå, ïîäàâëÿþùåå áîëüøèíñòâî ïðèëîæåíèé

ÌÊÐ îãðàíè÷åíî ñëó÷àÿìè ñðàâíèòåëüíî ïðîñòûõ ïî ãåîìåòðèè ðàñ÷åòíûõ

îáëàñòåé [9].

Ñóòü ìåòîäà êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé ñîñòîèò â çàìåíå èñõîäíîé (íåïðåðûâ-

íîé) çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè åå äèñêðåòíûì àíàëîãîì (ðàçíîñòíîé

ñõåìîé), à òàêæå ïîñëåäóþùèì ïðèìåíåíèåì ñïåöèàëüíûõ àëãîðèòìîâ ðåøå-

íèÿ äèñêðåòíîé çàäà÷è.

Ìåòîäû âçâåøåííûõ íåâÿçîê. Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâ-

íåíèå âèäà [10]

A = Lϕ+ p = 0 (7)

â íåêîòîðîé îáëàñòè Ω.

Çäåñü L � íåêîòîðûé ëèíåéíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð, à p íå çà-

âèñèò îò íåèçâåñòíîé ôóíêöèè ϕ.

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (7) äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ

B = Mϕ+ r = 0 (8)

íà çàìêíóòîé êðèâîé Γ, îãðàíè÷èâàþùåé îáëàñòü Ω.

ÇäåñüM � ñîîòâåòñòâóþùèé ëèíåéíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð [11],

à r íå çàâèñèò îò íåèçâåñòíîé ôóíêöèè ϕ. (Íàïðèìåð, êðàåâûå óñëîâèÿ Äè-

ðèõëå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå (8), ïîëîæèâ Mϕ = ϕ, r � ïîñòîÿííûé âåêòîð.)

Ïîñòðîèì àïïðîêñèìàöèþ äëÿ ðåøåíèÿ ϕ, êîòîðàÿ íà ãðàíè÷íîé êðèâîé Γ

ïðèíèìàåò òå æå çíà÷åíèÿ, ÷òî è ϕ [12]. Åñëè íàéòè íåêîòîðóþ ôóíêöèþ ψ,
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ïðèíèìàþùóþ îäèíàêîâûå ñ ϕ çíà÷åíèÿ íà Γ, ò.å. ψ|Γ = ϕ|Γ , è ââåñòè ñèñòåìó
ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ áàçèñíûõ ôóíêöèé {Nm; m = 1, 2, . . . , M} , òî íà Ω

ìîæíî ïðåäëîæèòü ñëåäóþùóþ àïïðîêñèìàöèþ ϕ̂ äëÿ ϕ :

ϕ ≈ ϕ̂ = ψ +
M∑
m=1

amNm, (9)

ãäå am, m = 1,M � íåêîòîðûå ïàðàìåòðû, âû÷èñëÿåìûå òàê, ÷òîáû ïîëó÷èòü

õîðîøåå ïðèáëèæåíèå, à ôóíêöèÿ ψ è áàçèñíûå ôóíêöèè Nm âûáðàíû òàêèì

îáðàçîì, ÷òî

Mψ = −r, MNm = 0, m = 1,M íà Γ, (10)

è ïîýòîìó ϕ àâòîìàòè÷åñêè óäîâëåòâîðÿåò êðàåâûì óñëîâèÿì (8) ïðè ïðîèç-

âîëüíûõ êîýôôèöèåíòàõ am. Îòìåòèì, ÷òî ñèñòåìà áàçèñíûõ ôóíêöèé (êîòî-

ðûå òàêæå íàçûâàþò ôóíêöèÿìè ôîðìû) äîëæíà áûòü âûáðàíà òàê, ÷òîáû

ãàðàíòèðîâàòü óëó÷øåíèå àïïðîêñèìàöèè ïðè âîçðàñòàíèè ÷èñëà áàçèñíûõ

ôóíêöèé M.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè àïïðîêñèìàöèè ïðîèçâîäíûõ îò ϕ, ïðîäèôôåðåí-

öèðóåì (9), ïîëó÷èì [13]:

ϕ ≈ ϕ̂ = ψ +
M∑
m=1

amNm,

∂ϕ

∂x
≈ ∂ϕ̂

∂x
=
∂ψ

∂x
+

M∑
m=1

am
∂Nm

∂x
,

∂2ϕ

∂x2
≈ ∂2ϕ̂

∂x2
=
∂2ψ

∂x2
+

M∑
m=1

am
∂2Nm

∂x2
,

è ò.ä.

Òàê êàê ïîñòðîåííîå ðàçëîæåíèå (9) óäîâëåòâîðÿåò êðàåâûì óñëîâèÿì (8),

òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ àïïðîêñèìàöèè èñêîìîé ôóíêöèè ϕ îñòàëîñü ãàðàíòèðî-

âàòü, ÷òî ϕ̂ � ïðèáëèæ¼ííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (7). Äëÿ ýòîãî âíà÷àëå ââåä¼ì
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ïîãðåøíîñòü èëè íåâÿçêó RΩ â àïïðîêñèìàöèè, îïðåäåëÿåìóþ ïî ôîðìóëå

RΩ = A (ϕ̂) = Lϕ̂+ p = Lψ +

(
M∑
m=1

amLNm

)
+ p.

×òîáû óìåíüøèòü ýòó íåâÿçêó, ïîòðåáóåì ðàâåíñòâà íóëþ ñîîòâåòñòâó-

þùåãî ÷èñëà èíòåãðàëîâ îò ïîãðåøíîñòè, âçÿòûõ ñ ðàçëè÷íûìè âåñàìè, ò.å

∫
Ω

WlRΩ dΩ =

∫
Ω

Wl

{
Lψ +

(
M∑
m=1

amLNm

)
+ p

}
dΩ = 0; l = 1,M ; (11)

ãäå {Wl : l = 1, 2, . . . ,M} � ýòî ìíîæåñòâî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåñîâûõ

(èëè ïðîáíûõ) ôóíêöèé.

Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà óðàâíåíèé ìåòîäà âçâåøåííûõ íåâÿçîê (11) ñâî-

äèòñÿ ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ íåèçâåñòíûõ êîýô-

ôèöèåíòîâ am, êîòîðóþ ìîæíî çàïèñàòü òàê [14]

Ka = f ,

ãäå

a = (a1, a2, . . . , aM)T ,

Klm =

∫
Ω

Wl LNm dΩ, l,m = 1,M ; (12)

fl = −
∫
Ω

Wl p dΩ−
∫
Ω

Wl Lψ dΩ, l = 1,M. (13)

Âû÷èñëèâ ýëåìåíòû ìàòðèöûK è ñòîëáöà ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ f è ðåøèâ çàòåì

ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó, ìû íàéä¼ì íåèçâåñòíûå am, m = 1,M ; è òåì ñàìûì

çàêîí÷èì ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (7).

Îòìåòèì, ÷òî íà ïðàêòèêå ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ðàçëè÷íûå âèäû ñè-

ñòåì âåñîâûõ ôóíêöèé
{
Wl : l = 1,M

}
. Ïðèâåä¼ì íàèáîëåå óïîòðåáèòåëüíûå
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âàðèàíòû [15]: Êîëëîêàöèÿ ïî ïîäîáëàñòÿì (îäíîìåðíûé ñëó÷àé) è Ìåòîä Ãà-

ë¼ðêèíà.

Ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ïðåäïîëàãàëîñü,

÷òî áàçèñíûå ôóíêöèè Nm îïðåäåëåíû îäíèì âûðàæåíèåì íà âñåé îáëàñòè Ω.

Ïðè ýòîì èíòåãðàëû â àïïðîêñèìèðóþùèõ óðàâíåíèÿõ (11) âû÷èñëÿëèñü

ïî âñåé ýòîé îáëàñòè.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îáëàñòü Ω ìîæíî ðàçáèòü íà íåñêîëüêî íåïåðåñåêàþ-

ùèõñÿ ïîäîáëàñòåé (èëè ýëåìåíòîâ Ωe) è àïïðîêñèìèðîâàòü ðåøåíèå óðàâíå-

íèÿ îòäåëüíî íà êàæäîé ïîäîáëàñòè. Òîãäà áàçèñíûå ôóíêöèè ìîãóò áûòü

îïðåäåëåíû ðàçëè÷íûì îáðàçîì äëÿ êàæäîé èç ïîäîáëàñòåé Ωe. Â ýòîì ñëó-

÷àå îïðåäåë¼ííûå èíòåãðàëû, âõîäÿùèå â àïïðîêñèìèðóþùèå óðàâíåíèÿ,

ìîæíî ïîäñ÷èòàòü ïðîñóììèðîâàâ âêëàäû ïî êàæäîìó ýëåìåíòó:

∫
Ω

WlRΩ dΩ =
E∑
e=1

∫
Ω

WlRΩ dΩe,

∫
Γ

WlRΓ dΓ =
E∑
e=1

e∫
Γ

WlRΓ dΓe;

(14)

Çäåñü
E∑
e=1

Ωe = Ω,
E∑
e=1

Γe = Γ; E � ÷èñëî ïîäîáëàñòåé, íà êîòîðûå ðàçáèâà-

åòñÿ îáëàñòü Ω; Γe � ÷àñòü ãðàíèöû Ωe, ëåæàùàÿ íà Γ.

Èäåÿ ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì: åñëè ïîäîá-

ëàñòè èìåþò ïðîñòóþ ôîðìó è áàçèñíûå ôóíêöèè íà ýòèõ ïîäîáëàñòÿõ âû÷èñ-

ëÿþòñÿ îäíîòèïíî, òî ðåøàòü çàäà÷ó óêàçàííûì âûøå ñïîñîáîì ñòàíîâèòñÿ

î÷åíü ïðîñòî. Îòìåòèì, ÷òî ðàññìîòðåííûå â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ìåòîäû

âçâåøåííûõ íåâÿçîê åñòü ÷àñòíûé ñëó÷àé ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, êîãäà

èñïîëüçóåòñÿ ëèøü îäèí ýëåìåíò.

Åñëè áàçèñíûå ôóíêöèè îïðåäåëåíû êóñî÷íûì ñïîñîáîì, òî âåñüìà âûãîä-

íî ïîëîæèòü, ÷òî áàçèñíàÿ ôóíêöèÿ ðàâíà íóëþ âñþäó, êðîìå ðàññìàòèðèâà-

åìîãî ýëåìåíòà è ïðèìûêàþùèõ ê íåìó ïîäîáëàñòåé. Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå

îäíîìåðíûé ñëó÷àé. Ïóñòü îáëàñòü Ω = [0; L]. Ðàçîáü¼ì å¼ íà E ïîäîáëà-

ñòåé âèäà Ωe = [xe; xe+1] (x1 = 0, xE+1 = L). ×àñòî ïðèìåíÿþòñÿ áàçèñíûå

ôóíêöèè Nm, óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1. Nm(xm) = 1;
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2. Nm(xm−1) = 0, íà îòðåçêå [xm−1; xm] Nm èçìåíÿåòñÿ ëèíåéíî, m 6= 1;

3. Nm(xm+1) = 0, íà îòðåçêå [xm; xm+1] Nm èçìåíÿåòñÿ ëèíåéíî, m 6= E.

Ïîëó÷èì:

Nm =



0, åñëè x ≤ xm−1, m > 1;

x− xm−1

xm − xm−1
, åñëè xm−1 < x < xm, m > 1;

1, åñëè x = xm;

xm+1 − x
xm+1 − xm

, åñëè xm < x < xm+1, m < E;

0, åñëè x ≥ xm+1, m < E.

(15)

Íà ïðàêòèêå ñëàãàåìîå, ñîäåðæàùåå âçâåøåííóþ íåâÿçêó ïî îáëàñòè∫
Ω

WlLNm dΩ,

÷àñòî ìîæåò áûòü çàìåíåíî âûðàæåíèåì âèäà∫
Ω

(EWl)(DNm) dΩ + èíòåãðàëû ïî ãðàíèöå Γ,

ãäå îïåðàòîðû E è D âêëþ÷àþò â ñåáÿ ïðîèçâîäíûå áîëåå íèçêèõ ïîðÿäêîâ,

÷åì èñõîäíûé îïåðàòîð L. Ïðåèìóùåñòâî òàêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðè èñïîëü-

çîâàíèè êóñî÷íî-îïðåäåë¼ííûõ áàçèñíûõ ôóíêöèé ñîñòîèò â òîì, ÷òî äëÿ ïî-

ñëåäíèõ òåïåðü òðåáóåòñÿ áîëåå íèçêèé ïîðÿäîê ãëàäêîñòè.

Ìåòîä êîíå÷íûõ îáúåìîâ. Îòïðàâíîé òî÷êîé ìåòîäà êîíå÷íûõ îáú¼-

ìîâ (ÌÊÎ) ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíàÿ ôîðìóëèðîâêà çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ ìàñ-

ñû, èìïóëüñà, ýíåðãèè è äð. [16]. Áàëàíñîâûå ñîîòíîøåíèÿ çàïèñûâàþòñÿ äëÿ

íåáîëüøîãî êîíòðîëüíîãî îáúåìà; èõ äèñêðåòíûé àíàëîã ïîëó÷àåòñÿ ñóììè-

ðîâàíèåì ïî âñåì ãðàíÿì âûäåëåííîãî îáúåìà ïîòîêîâ ìàññû, èìïóëüñà è

ò.ä., âû÷èñëåííûõ ïî êàêèì - ëèáî êâàäðàòóðíûì ôîðìóëàì. Ïîñêîëüêó èíòå-

ãðàëüíàÿ ôîðìóëèðîâêà çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ íå íàêëàäûâàåò îãðàíè÷åíèé íà

ôîðìó êîíòðîëüíîãî îáúåìà, ÌÊÎ ïðèãîäåí äëÿ äèñêðåòèçàöèè óðàâíåíèé

ãèäðîãàçîäèíàìèêè êàê íà ñòðóêòóðèðîâàííûõ, òàê è íà íåñòðóêòóðèðîâàí-
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íûõ ñåòêàõ ñ ðàçëè÷íîé ôîðìîé ÿ÷ååê, ÷òî, â ïðèíöèïå, ïîëíîñòüþ ðåøàåò

ïðîáëåìó ñëîæíîé ãåîìåòðèè ðàñ÷åòíîé îáëàñòè.

OpenFOAM. OpenFOAM � ýòî îòêðûòàÿ (GPL) ïëàòôîðìà äëÿ ÷èñ-

ëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ � â ïåðâóþ î÷åðåäü äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ, ñâÿçàííî-

ãî ñ ðåøåíèåì óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ìåòîäîì êîíå÷íûõ îáúå-

ìîâ, è â ñàìóþ ïåðâóþ î÷åðåäü � äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ìåõàíèêè ñïëîøíûõ

ñðåä. OpenFOAM ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé: ýòî, âî-ïåðâûõ, áèáëèîòåêà êëàñ-

ñîâ äëÿ ìíîãèõ îïåðàöèé, íåîáõîäèìûõ ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè, � è

âî-âòîðûõ, áèáëèîòåêà ïðîãðàìì (¾ñîëâåðîâ¿), èñïîëüçóþùèõ ýòè êëàññû è

ïîçâîëÿþùèõ ðåøàòü êîíêðåòíûå çàäà÷è ìîäåëèðîâàíèÿ [17].

ParaView � ìóëüòèïëàòôîðìåííûé ïðîãðàììíûé ïðîäóêò ñ îòêðûòûì

èñõîäíûì êîäîì äëÿ âèçóàëèçàöèè è àíàëèçà äàííûõ. Ìîæåò ðàáîòàòü êàê íà

îäíîì êîìïüþòåðå, òàê è íà ïàðàëëåëüíîì êëàñòåðå. Ñ åãî ïîìîùüþ ìîæíî

ñîçäàâàòü èçîáðàæåíèÿ äàííûõ, ïðèãîäíûå äëÿ ïðåçåíòàöèè áåç äîïîëíè -

òåëüíîé îáðàáîòêè.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Íåîáõîäèìî èññëåäîâàòü äâèæåíèå æèäêîñòè â êà-

íàëå, ïîêàçàííîì â ñîîòâåòñòâèè ñ ðèñóíêîì 1.

Ðèñóíîê 1 � Ñõåìà êàíàëà, ðàçìåðû â ìì

Íà âõîäå â êàíàë ñêîðîñòü ðàâíà 10 ì/ñåê, íà âûõîäå äàâëåíèå ðàíî 0 Ïà.

Òðåáóåòñÿ ðàññìîòðåòü êàê ñòàöèîíàðíûé, òàê è íåñòàöèîíàðíûé ñëó÷àè.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äâèæåíèÿ æèäêîñòè â êàíàëå îïèñûâàåòñÿ ñëå-

äóþùèìè óðàâíåíèÿìè.

Óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè äëÿ íåñæèìàåìîé æèäêîñòè:

∇ ·U = 0.
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Óðàâíåíèå èçìåíåíèÿ ìîìåíòà

∇ ·UU +∇ ·R = −∇p.

Çäåñü p � êèíåìàòè÷åñêîå äàâëåíèå; R = νeff∇ ·U � ñëàãàåìîå, îòâå÷àþ-

ùåå çà âÿçêèå íàïðÿæåíèÿ, νeff � âû÷èñëåííàÿ ýôôåêòèâíàÿ êèíåìàòè÷åñêàÿ

âÿçêîñòü.

Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè âî âñ¼ì êàíàëå ñêîðîñòü ðàâíà 0 ì/ñåê,

äàâëåíèå ðàâíî 0 Ïà.

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ èìåþò âèä:

1. Íà âõîäå â êàíàë (inlet) çàäàíà ïîñòîÿííàÿ ñêîðîñòü U = (10, 0, 0)

ì/ñåê.

2. Íà âûõîäå èç êàíàëà (outlet) çàäàíî ïîñòîÿííîå äàâëåíèå p = 0 Ïà.

3. Íà îñòàëüíûõ ñòåíàõ çàäàíî óñëîâèå íåïðèëèïàíèÿ.

Â ðàñ÷¼òàõ èñïîëüçîâàíà ñòàíäàðòíàÿ k − ε ìîäåëü òóðáóëåíòíîñòè. Êî-

ýôôèöèåíòû ìîäåëè ðàâíû: Cµ = 0.09, C1 = 1.44, C2 = 1.92, αk = 1,

αε = 0.76923.

Õîä ðåøåíèÿ çàäà÷è ìîæíî ñõåìàòè÷íî îïèñàòü òàê:

1. Äåêîìïîçèöèÿ ðàñ÷åòíîé îáëàñòè íà ÿ÷åéêè;

2. Çàïèñü çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ äëÿ êàæäîé ÿ÷åéêè â èíòåãðàëüíîé ôîðìå;

3. Ðàçëîæåíèå ôóíêöèè â ðÿä Òåéëîðà;

4. Àïïðîêñèìàöèÿ èíòåãðàëîâ ïî îáúåìó è ïîâåðõíîñòè;

5. Ôîðìóëà Îñòðîãðàäñêîãî-Ãàóññà è òåîðåìà î ñðåäíåì;

6. Ëèíåéíàÿ èíòåðïîëÿöèÿ ôóíêöèè äëÿ íàõîæäåíèÿ çíà÷åíèé â öåíòðå

ãðàíè;

7. Èòåðàöèîííûé ìåòîä ðåøåíèÿ ÑËÀÓ (Ìåòîä áèñîïðÿæåííûõ ãðàäèåí-

òîâ PCG, PBiCG c ïðåäîáóñëàâëèâàòåëåì DILU) [19];

8. Çàäàíèå íåâÿçîê è ïðîâåäåíèå ðàñ÷åòà.

Çàìåòèì, ÷òî â äàííîé ðàáîòå áûë èñïîëüçîâàí àëãîðèòì PISO, ñõåìà

êîòîðîãî ïðèâåäåíà â ðàáîòå.

Ïðèìåðû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîèçâå-

ñòè ðàñ÷¼òû, âíà÷àëå òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü âû÷èñëèòåëüíóþ ñåòêó. Äëÿ ýòîãî

íóæíî âûïîëíèòü êîìàíäó blockMesh.

15



Çàòåì çàïóñòèì ðåøàòåëü simpleFOAM äëÿ ðàñ÷¼òà ñòàöèîíàðíîãî òå÷å-

íèÿ æèäêîñòè.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîñòðîèòü çàêîíû èçìåíåíèÿ ñêîðîñòè è äàâëåíèÿ, âîñ-

ïîëüçóåìñÿ paraview.

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷¼òîâ ñ ïîìîùüþ ¾ðåøàòåëÿ¿ simpleFOAM ïðèâåäåíû â

ðàáîòå.

Òåïåðü ðàññ÷èòàåì íåñòàöèîíàðíîå òå÷åíèå æèäêîñòè ñ ïîìîùüþ ìîäåëè

LES (Large Eddy Simulation) [20]. Äëÿ ýòîãî ïîñëå ïîñòðîåíèÿ ñåòêè çàïóñòèì

ðåøàòåëü pisoFOAM.

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷¼òîâ ñ ïîìîùüþ ¾ðåøàòåëÿ¿ pisoFOAM ïðèâåäåíû â ðà-

áîòå.

Çàìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ïîÿâëÿþòñÿ âèõðè.

Çàêëþ÷åíèå. Â ðàáîòå ïðîâåä¼í ðàñ÷¼ò òå÷åíèÿ âÿçêîé æèäêîñòè â êà-

íàëå ñ óñòóïîì. Ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèç-

âîäíûõ îòíîñèòåëüíî ñêîðîñòè è äàâëåíèÿ áûëà ðåøåíà ñ ïîìîùüþ ìåòîäà

êîíå÷íûõ îáúåìîâ. Ðàñ÷¼ò ïðîâåä¼í ñ ïîìîùüþ ïàêåòà ïðèêëàäíûõ ïðîãðàìì

OpenFOAM. Ïîñòðîåíû ãðàôèêè èçìåíåíèÿ ñêîðîñòè è äàâëåíèÿ äëÿ ñòàöè-

îíàðíîãî è íåñòàöèîíàðíîãî ñëó÷àåâ. Óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè

ìåòîäà LES ïîÿâëÿþòñÿ âèõðè.
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