
МИНОБРНАУКИ РОССИИ 

 

Федеральное государственное бюджетное образовательное учреждение 

высшего образования 

 

«САРАТОВСКИЙ НАЦИОНАЛЬНЫЙ ИССЛЕДОВАТЕЛЬСКИЙ 

ГОСУДАРСТВЕННЫЙ УНИВЕРСИТЕТ ИМЕНИ Н.Г.ЧЕРНЫШЕВСКОГО» 

 

Кафедра  математического и компьютерного моделирования 

  

 

 

 

Схлопывание одномерной полости  

 

в идеальной сжимаемой жидкости 

 

 

 

АВТОРЕФЕРАТ БАКАЛАВРСКОЙ  РАБОТЫ 

 

студента 4 курса 413 группы 

направление 01.03.02 — Прикладная математика и информатика 

  

механико-математического факультета 

 

Тащаева Василия Михайловича 

 

 

 

 

 

Научный руководитель  

Старший преподователь    В.С. Кожанов 

     

 

Зав. кафедрой 

зав. каф., д.ф.-м.н., доцент    Ю.А. Блинков 

     

 

 

Саратов 2019 

 



CÎÄÅÐÆÀÍÈÅ

Ñòð.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

1 Àâòîìîäåëüíàÿ çàäà÷à î ñõëîïûâàíèè ïóñòîé ïîëîñòè .. . . . . . . 4

1.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

1.2 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è â àâòîìîäåëüíûõ ïåðåìåííûõ. Àâòîìî-

äåëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

1.3 Èññëåäîâàíèå çàäà÷è íà ôàçîâîé ïîëîñòè. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1.4 Òå÷åíèå ïîñëå ñõëîïûâàíèÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

2 ×èñëåííûå ìåòîäû â àâòîìîäåëüíîé çàäà÷å î ñõëîïûâàíèè

ïóñòîé ïîëîñòè .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

2.1 Ìåòîä îïðåäåëåíèÿ ïîêàçàòåëÿ àâòîìîäåëüíîñòè . . . . . . . . . . . . 14

2.2 Çíà÷åíèÿ ïîêàçàòåëÿ àâòîìîäåëüíîñòè äëÿ öèëèíäðè÷å-

ñêîãî ñëó÷àÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

2.3 Çíà÷åíèÿ ïîêàçàòåëÿ àâòîìîäåëüíîñòè äëÿ ñôåðè÷åñêîãî

ñëó÷àÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

2.4 Ðàñïðåäåëåíèå ïàðàìåòðîâ òå÷åíèÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

2



ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ìîäåëüíûå çàäà÷è èãðàþò ðîëü èñïûòàòåëüíîãî ïîëèãîíà äëÿ ïðîâåðêè

íîâûõ ìåòîäîëîãè÷åñêèõ êîíöåïöèé è îöåíêè òî÷íîñòè ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åí-

íûõ ñ ïîìîùüþ ñêîíñòðóèðîâàííûõ íà èõ îñíîâå ïðîãðàììíûõ ñðåäñòâ. Íà-

áîð òåñòîâûõ çàäà÷ ñëóæèò äëÿ ïðîâåðêè êîððåêòíîñòè ðàáîòû ïðîåêöèîííî-

ýâîëþöèîííûõ ìåòîäîâ.

Òåñòèðîâàíèå ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ïðîâîäèòñÿ íà çàäà÷àõ ðàñïàäà ïðîèç-

âîëüíîãî ðàçðûâà ðàçëè÷íîé êîíôèãóðàöèè. Ðàññìàòðèâàåìûå çàäà÷è èìåþò

àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ è ÿâëÿþòñÿ ñòàíäàðòíûìè òåñòàìè, êîòîðûì ïîäâåð-

ãàåòñÿ ëþáîé íîâûé ÷èñëåííûé ìåòîä. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïîçâîëÿþò ñóäèòü

î ìîíîòîííîñòè è òî÷íîñòè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ, íàëè÷èè ÷èñëåííîé äèôôó-

çèè è ôàçîâûõ îøèáîê, íåôèçè÷åñêèõ îñöèëëÿöèé è ñãëàæèâàíèè ðåøåíèÿ â

îáëàñòÿõ ðåçêèõ ãðàäèåíòîâ ïàðàìåòðîâ.

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîöåññ ñõëîïûâàíèÿ îäíîìåðíîé ïó-

ñòîé ïîëîñòè â èäåàëüíîé ñæèìàåìîé æèäêîñòè. Öåëüþ èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿ-

åòñÿ ðàñ÷åò òå÷åíèÿ â îáëàñòè çà ãðàíèöåé ïîëîñòè â àâòîìîäåëüíîì ñëó-

÷àå. Ïðîöåññ ïðèíèìàåò àâòîìîäåëüíûé õàðàêòåð â ìàëîé îêðåñòíîñòè öåí-

òðà (îñè) ñõëîïûâàíèÿ.

Â ïåðâîì ðàçäåëå ðàáîòû îïèñûâàåòñÿ ïðîöåññ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîñòà-

íîâêà çàäà÷è â àâòîìîäåëüíûõ ïåðåìåííûõ. Èññëåäóåòñÿ ðåøåíèå íà ôàçîâîé

ïëîñêîñòè.

Âî âòîðîì ðàçäåëå ïðîâîäèòñÿ ñðàâíåíèå êëàññè÷åñêîãî (ãîìýíòðîïè÷å-

ñêîãî) è íåãîìýíòðîïè÷åñêîãî ñëó÷àåâ ñõëîïûâàíèÿ ïîëîñòè.

Òðåòèé ðàçäåë ïîñâÿùåí ÷èñëåííîìó èíòåãðèðîâàíèþ çàäà÷è íà ôàçîâîé

ïëîñêîñòè. Îïèñûâàåòñÿ àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ïîêàçàòåëÿ àâòîìîäåëüíîñòè.
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1 Àâòîìîäåëüíàÿ çàäà÷à î ñõëîïûâàíèè ïóñòîé ïîëîñòè

1.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

×òîáû îïèñàòü çàõëîïûâàíèå ïóñòîé ïîëîñòè â âîäå, íåîáõîäèìî ðåøèòü

óðàâíåíèå ñîõðàíåíèÿ êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ è óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè

∂u′

∂t′
+ u′

∂u′

∂r′
+

1

ρ′
∂ρ′

∂r′
= 0, (1.1)

∂ρ′

∂t′
+ u′

∂ρ′

∂r′
+ ρ′

(
∂u′

∂r′
+ ν

u′

r′

)
= 0. (1.2)

Ê ýòèì óðàâíåíèÿì ñëåäóåò äîáàâèòü óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ â ôîðìå, ïðåä-

ñòàâëÿþùåé ñîáîé ìîäèôèêàöèþ óðàâíåíèÿ Òýòà:

p′ +B

B
=

(
ρ′

ρ0

)γ
, (1.3)

ãäå åñëè S óäåëüíàÿ ýíòðîïèÿ, òî ρ′ = ρ′(p′, S), ρ0(0, S) è B íåêîòîðàÿ

ôóíêöèÿ îò S, èìåþùàÿ ðàçìåðíîñòü äàâëåíèÿ. Ïîêàçàòåëü γ - ïîñòîÿííàÿ

âåëè÷èíà, à B è ρ0 - ìåäëåííî èçìåíÿþùèåñÿ ôóíêöèÿ îò S. Ñêîðîñòü çâóêà

c′ îïðåäåëÿåòñÿ, êàê îáû÷íî, ôîðìóëîé

c′2 =

(
∂p′

∂ρ′

)
s

=
γB(ρ′)y−1

ργ0
(1.4)

×òîáû ïîëíîñòüþ îïèñàòü òå÷åíèå æèäêîñòè, íåîáõîäèìî äîïîëíèòåëüíî

çàäàòü ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòè è äàâëåíèÿ âæèäêîñòè â íåêîòîðûé íà÷àëü-

íûé ìîìåíò. Ýòî íå âûçûâàåò çàòðóäíåíèé, åñëè ðàññìàòðèâàòü æèäêîñòü êàê

íåñæèìàåìóþ, òàê êàê âîçìóùåíèÿ ïðè ýòîì ðàñïðîñòðîíÿþòñÿ ìãíîâåííî è

âñå òå÷åíèå â êàêîé ëèáî äàííûé ìîìåíò îïðåäåëÿåòñÿ äâèæåíèåì ãðàíèöû

ïîëîñòè â ýòîò ìîìåíò. Âûáîð êàêîãî íèáóäü ñïåöèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ,

ïðåäñòàâëÿþùåãî ïðèáëèæåíèå ê ôèçè÷åñêè ðåàëüíûì óñëîâèÿì, ÿâëÿåòñÿ

ïî íåîáõîäèìîñòè ïðîèâîëüíûì. Â ÷àñòíîñòè, åñëè âûáðàòü íà÷àëüíûå óñëî-

âèÿ òàêèìè æå, êàê è â çàäà÷å î íåñæèìàåìîé æèäêîñòè, òî åñòü ñ÷èòàòü, ÷òî

æèäêîñòü â íà÷àëüíûé ìîìåíò ïîêîèòñÿ è íàõîäèòñÿ ïîä ïîñòîÿííûì ïîëî-

æèòåëüíûì äàâëåíèåì, à ïîëîñòü ïóñòàÿ, òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò â äâèæåíèè

âîçíèê áû ðàçðûâ, êîòîðûé ïðîäîëæàë áû ñâîå ñóùåñòâîâàíèå è â ïîñëåäóþ-
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ùåì òå÷åíèé. Îäíàêî ýòà òðóäíîñòü, ñâÿçàííàÿ ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè, íå

èìååò îòíîøåíèÿ ê ôèçè÷åñêîé ñòîðîíå äåëà. Ñæèìàåìîñòü æèäêîñòè èãðàåò

ðîëü òîëüêî ïðè áîëüøèõ ñêîðîñòÿõ, òî åñòü â êîíå÷íîé ñòàäèè ñõëîïûâàíèÿ,

è òî÷íàÿ ôîðìà íà÷àëüíîãî òå÷åíèÿ â òîé ñòàäèè, êîãäà ñêîðîñòè ìàëû, íå

îêàçûâàåò çíà÷èòåëüíîãî âëèÿíèÿ.

Äâèæåíèå æèäêîñòè, ñëåäîâàòåëüíî, íå çàâèñèò îò ìàñøòàáîâ p0 è R0 â

îòäåëüíîñòè, íî çàâèñèò òîëüêî îò èõ êîìáèíàöèè p0R
3
0, êîòîðàÿ ðàâíî 3E/4π,

ãäå E - íà÷àëüíàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû. Êîãäà R′ << R0, ïî÷òè

âñÿ ýòà ïîòåíöèàëüíà ýíåðãèÿ ïðåâðàùàåòñÿ â êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ äâèæå-

íèÿ æèäêîñòè. Âñå òå÷åíèå ôîðìàëüíî îïðåäåëÿåòñÿ åäèíñòâåííì ïàðàìåò-

ðîì E, åñëè p0 > 0 è R0 > 0 òàê, ÷òî E îñòàíåòñÿ ïîñòîÿííûì. Ýòî çíà÷èò,

÷òî ðàññìàòðèâàåì ïîëîñòü áåñêîíå÷íûõ íà÷àëüíûõ ðàçìåðîâ, êîòîðàÿ çàõëî-

ïûâàåòñÿ â òå÷åíèå áåñêîíå÷íîãî âðåìåíè. Òåïåðü óæå íåò ðàçíîñòè ìåæäó

äàâëåíèåì â ïîëîñòè è äàâëåíèåì â æèäêîñòè íà áîëüøîì ðàññòîÿíèè îò íåå,

è èìååòñÿ ïîñòîÿííàÿ è êîíå÷íàÿ ýíåðãèÿ E, ñâÿçàííàÿ ñ òå÷åíèåì.

1.2 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è â àâòîìîäåëüíûõ ïåðåìåííûõ. Àâòîìî-

äåëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è

Â ìîìåíò t = 0 ñîîòíîøåíèå r/R ñòàíîâèòñÿ áåñêîíå÷íûì ïðè ëþáûõ

r > 0. Íèæå áóäåì èíòåðåñîâàòüñÿ âðåìåíàìè íå òîëüêî t > 0, íî è t > 0, ïî

ýòîìó óäîáíåå ââåñòè àâòîìîäåëüíóþ ïåðåìåííþ, îïðåäåëÿåìóþ ôîðìóëîé

ξ = −
(
R

r

)1/n

=
αt

r1/n
, α = A1/n. (1.5)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî R(1/N) = Ṙ = −nα, è ìîæåì òåïåðü ïðåäñòàâèòü

àâòîìîäåëüíîå ðåøåíèå â âèäå

u = −nαrn−1/nF (ξ), c2 = −n2α2r2−2/nG(ξ) (1.6)

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (1.6) â îñíîâíûå óðàâíåíèÿ (??) è (??), ïîëó÷àåì

ñèñòåìó äâóõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:
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(γ − 1)(1 + ξF )F ′ + ξG′ + (1− n)[2G+ (γ − 1)F 2] = 0, (1.7)

(γ − 1)ξFG+ (1 + ξF )G′ + 2(1− n) + (γ − 1)[1− (1 + ν)n]FG = 0. (1.8)

Øòðèõè çäåñü îáîçíà÷àþò äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî ξ.

Çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ òå÷åíèÿ ïðè t < 0 ñîñòîèò â ðåøåíèè óðàâíåíèé äëÿ

ôóíêöèé F è G â îáëàñòè 1 ≤ ξ ≤ 0. Íà ãðàíèöå ïîëîñòè äîëæíû âûïîë-

íÿòüñÿ óñëîâèÿ F (−1) = 1 è G(−1) = 0.

Íåïîñðåäñòâåííîå èññëåäîâàíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå

ðåãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå äëÿ ôóíêöèé F è G îêîëî òî÷êè ξ = 1, óäîâëåòâîðÿ-

þùåå ýòèì óñëîâèÿì:F = 1 + 2(1−n)+(γ−1)[1−(1+ν)n]+1
γ (ξ + 1) + 0[(ξ + 1)2],

G = (γ − 1)(1− n) + 0[(ξ + 1)2].
(1.9)

Çà èñêëþ÷åíèåì ðåøåíèÿ, â êîòîðîì, G = 0 ïîâñþäó, ýòî åñòü åäèíñòâåí-

íîå ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì ïðè ξ = 1. Íàéäåì òå-

ïåðü âíåøíèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, êîòîðûì ñëåäóåò ïîä÷èíèòü ýòî àâòîìî-

äåëüíîå ðåøåíèå. Åñëè ðàññìàòðèâàòü âñå òå÷åíèå â öåëîì, òî íåîáõîäèìî,

÷òîáû u→ 0 è c→ 1 ïðè r →∞.

Îäíàêî àâòîìîäåëüíîå ðåøåíèå ñïðàâåäëèâî, åñëè òîëüêî c2 >> 1, è íå

ìîæåò áûòü ñïðàâåäëèâûì äëÿ ñêîëü óãîäíî áîëüøèõ r. Ïîñêîëüêó ñóùå-

ñòâóåò îáëàñòü, ãäå ïðèáëèæåíèå c2 >> 1 íàðóøàåòñÿ, íåîáõîäèìî ïîäîáðàòü

òàêîå ðåøåíèå óðàâíåíèé òå÷åíèÿ, äëÿ êîòîðîãî u è c îñòàþòñÿ êîíå÷íûìè

ïðè (−t)→ 0. Àâòîìîäåëüíàÿ ïåðåìåííàÿ ξ ðàâíà íóëþ ïðè t = 0 è r > 0.

Âûðàæåíèå (1+ ξF )2− ξ2G îáðàùàåòñÿ â íóëü íà ãðàíèöå ïîëîñòè; ëåãêî

âèäåòü òàêæå, ÷òî îíî äîëæíî ñíîâà îáðàùàòüñÿ â íóëü â ôèçè÷åñêè ðåàëü-

íîì èíòåðâàëå 1 ≤ ξ ≤ 0. Ðàçëîæåíèå (1.9) ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòî âûðàæåíèå

ñòàíîâèòñÿ îòðèöàòåëüíûì, ïî ìåðå òîãî êàê ξ âîçðàñòàåò, íà÷èíàÿ îò −1, íî
÷òî îíî ðàâíî åäèíèöå â òî÷êå ξ = 0, òàê êàê â ýòîé òî÷êå âåëè÷èíû ξF è ξ2G

ðàâíû íóëþ. Êàê îáíàðóæèòñÿ ïîçäíåå, âûðàæåíèå (1+ ξF )2− ξ2G äåéñòâè-

òåëüíî îáðàùàåòñÿ â íóëü òîëüêî îäèí ðàç â èíòåðâàëå 1 ≤ ξ ≤ 0. Íàçîâåì

ýòó òî÷êó ξ = ξ0.
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Êàê òîëüêî n çàäàíî, ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (1.7) è (1.8) ïîëíîñòüþ îïðå-

äåëÿþòñÿ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ïðè ξ = 1; â îáùåì ñëó÷àå ýòî ðåøåíèå

íåðåãóëÿðíî ïðè ξ = ξ0. Îäíàêî n âñå åùå ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûì ïàðàìåòðîì

è, êàê ïîêàæåì, ìîæíî ïîäîáðàòü òàêîå çíà÷åíèå n, ÷òîáû F è G áûëè ðåãó-

ëÿðíû â èíòåðâàëå 1 ≤ ξ ≤ 0. Çíà÷åíèå ïîêàçàòåëÿ n çàâèñèò îò γ.

Ìåòîä îïðåäåëåíèÿ ïîêàçàòåëÿ n â ñòåïåííîì çàêîíå àâòîìîäåëüíîãî ðå-

øåíèÿ, îñíîâàííûé íà îòûñêàíèè ðåãóëÿðíîãî ðåøåíèÿ, áûë âïåðâûå ïðèìå-

íåí Ãóäðåðëååì â åãî ðàáîòå î ñõîäèìîñòè ñôåðè÷åñêîé óäàðíîé âîëíå.

1.3 Èññëåäîâàíèå çàäà÷è íà ôàçîâîé ïîëîñòè

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèé (1.7) è (1.8) óäîáíî ïðîèçâåñòè çà-

ìåíó ïåðåìåííûõ. Ââîäåì íîâûå ïåðåìåííûå ïî ôîðìóëàì

X = ln(−ξ), Y = −ξF, Z = ξ2G. (1.10)

Óðàâíåíèÿ, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ, åñëè ïîäñòàâèòü ýòè ñîîòíîøåíèÿ â

(1.7) è (1.8), ñîäåðæàò òîëüêî âåëè÷èíû X, Y è Z. Èõ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

dX : dY : dZ =

= (Y − 1)2 − Z : (γ − 1)(nY − 1)Y − Z[(γ − 1)(1 + ν)nY − 2(1− n)] :
Z(γ − 1)(−2nZ + [(γ − 1)ν + 2]nY 2 + [γ − 3− [(γ − 1)(1 + ν) + 2]n]Y + 2)

(1.11)

Ðàâåíñòâî îòíîøåíèé âòîðûõ ÷ëåíîâ ê òðåòüèì ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äèô-

ôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî òîëüêî Y è Z, è

èìåííî îíî äîëæíî áûòü ïðîèíòåãðèðîâàííî. Ýòî óðàâíåíèå ñëåäóåò èíòå-

ãðèðîâàòü ÷èñëåííî, òàê êàê íåëüçÿ ïîëó÷èòü èíòåãðàë â àíàëèòè÷åñêîì âèäå

ïðè ïðîèçâîëüíîé âåëè÷èíå n.Ñëåäîâàòåëüíî, çàäà÷à èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâ-

íåíèé (1.7) è (1.8) ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî Y è Z, òî

åñòü ïåðåíîñèòñÿ íà ïëîñêîñòü Y Z. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ F = 1, G = 0 íàãðà-

íèöå ïîëîñòè ξ = 1 ñîîòâåòñâóåò òî÷êå C(1, 0) íà ïîëîñòè Y Z. Îíà ÿâëÿåòñÿ

îñîáîé òî÷êîé óðàâíåíèÿ â ïåðåìåííûõ Y, Z òèïà ñåäëà, ÷åðåç êîòîðóþ ïðî-
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õîäÿò äâå èíòåãðàëüíûå êðèâûå. Îäíîé èç íèõ ÿâëÿåòñÿ Z = 0. Óðàâíåíèå

êàñàòåëüíîé ê êðèâîé, ÿâëÿþùåéñÿ äðóãèì ðåøåíèåì, åñòü

[(γ − 1)− a]Z = −(γ − 1)γb(Y − 1)

Ýòî âòîðàÿ èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ â ïîëîñòè Y Z ñîîòâåòñòâóåò ðåãóëÿðíî-

ìó ðàçëîæåíèþ (1.9) îêîëî òî÷êè ξ = 1. Íà÷àëî êîîðäèíàò O íà ïëîñêîñòè

Y Z åñòü óçëîâàÿ îñîáàÿ òî÷êà. Åäèíñòâåííàÿ èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ âõîäèò â

ýòó òî÷êó âäîëü ëèíèè 3Y = (1 − n)Z, è âñå äðóãèå èíòåãðàëüíûå êðèâûå

ïðîõîäÿò ÷åðåç íåå, êàñàÿñü îñè Y , êîòîðàÿ ñàìà ÿâëÿÿåòñÿ èíòåãðàëüíîé

êðèâîé. Èç óðàâíåíèÿ (1.11) âèäíî, ÷òî âáëèçè íà÷àëà êîîðäèíàò èìååò ìå-

ñòî ñîîòíîøåíèå dX : dZ = 1 : 2Z ñ òî÷íîñòüþ äî ìàëûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà,

òàê ÷òîX → −∞ ïðè Z → 0. Ñëåäîâàòåëüíî, íà÷àëî êîîðäèíàò íà ïëîñêîñòè

Y Z ñîîòâåòñâóåò îñè r(ξ = 0) íà ôèçè÷åñêîé ïëîñêîñòè rt. Ýòî íå ñâÿçàíî

ñ êàêîé ëèáî ôèçè÷åñêîé îñîáåííîñòüþ, òàê êàê íà÷àëî êîîðäèíàò ÿâëÿåòñÿ

îñîáîé òî÷êîé òîëüêî äëÿ óðàâíåíèÿ ñ ïåðåìåííûìè Y, Z, íî íå äëÿ óðàâ-

íåíèé (1.7) è (1.8). Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìàÿ èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ â ïîëîñòè

Y Z íåîáõîäèìî âûÿñíèòü íåêîòîðûå îñíîâíûå ñâîéñòâà èíòåãðàëîâ óðàâíå-

íèé (1.11). Èç óðàâíåíèé (1.11) âèäíî, ÷òî dZ = 0 íà ëèíèè Z = 0, êîòîðàÿ

ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíîé êðèâîé, à òàêæå íà ïàðàáîëå

2(b− 1)Z = −{[(γ − 1)b− a+ 2]Y 2 + (a− 4)Y + 2} (1.12)

Êðèâîé, íà êîòîðîé dY = 0, ÿâëÿåòñÿ êóáè÷åñêàÿ êðèâàÿ

Z[(3b+ γ − 1− a)Y − 2b] = (γ − 1)[(1− b)Y 3 + (b− 2)Y 2 + Y ]. (1.13)

Îñîáåííîñòè äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ ïåðåìåííûìè Y,X âîçíè-

êàþò òîãäà, êîãäà îäíîâðåìåííî îáðàùàþòñÿ â íóëü âòîðîé è òðåòèé ÷ëåí â

ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (1.11). Ñëåäîâàòåëüíî, îñîáûå òî÷êè óðàâíåíèÿ ÿâëÿ-

þòñÿ îáû÷íûìè òî÷êàìè óêàçàííûõ êðèâûõ (1.12) è (1.13), è äëÿ íèõ íè dY ,

íè dZ íå îáðàùàþòñÿ â íóëü. Èìååòñÿ øåñòü òàêèõ òî÷åê: íà÷àëî êîîðäèíàò

O, òî÷êè
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A

(
− 1

b− 1
, 0

)
, B

(
− 2

a− γ − 1
,
(γ − 1)[a− 2b− (γ − 1)]

(a− γ − 1)2(b− 1)

)
, C(1, 0)

è äâå òî÷êè ïàðàáîëû Z − (Y − 2)2, êîòîðûå ñëóæàò êîðíÿìè óðàâíåíèÿ

[(γ − 1)b− a]Y 2 + (a− 4b)Y + 2b = 0. (1.14)

Ñëó÷àé n < n1 ñîîòâåòñâóåò ñõëîïûâàíèþ, êîòîðîå ïðîèñõîäèò áûñòðåå,

÷åì ýòî ñëåäóåò èç ìîäåëè íåñæèìàåìîé æèäêîñòè, êîãäà n = 0.4. Èç ýíåð-

ãåòè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé ñëåäóåò, ÷òî n > 0.4: ïîýòîìó òîëüêî ñëó÷àé n2 < n

ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ. Òî÷êè D è E ñîâïàäàþò îäíà ñ äðóãîé ïðè n = n2 è

îñîáàÿ òî÷êà ïðè ýòîì ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî è ñåäëîì, è óçëîì. Òî÷êè ðàç-

äåëÿþòñÿ, åñëè n ïðèâûøàåò óêàçàííóþ âåëè÷èíó, ïðè÷åì òî÷êà E ñòàíîâèò-

ñÿ óçëîì, à òî÷êà D ñåäëîì. Ïðè íåêîòîðîì çíà÷åíèè n, òî÷êà E ñòàíîâèòñÿ

ôîêóñîì è îñòàåòñÿ òàêîâûì: ñäâèãàÿñü âíèç ïî ïàðàáîëå Z = (Y − 1)2 ïðè

óâåëå÷åíèè n âïëîòü äî ñîâïàäåíèÿ ñ òî÷êîé C ïðè n = 1. Äëÿ äàííîé çàäà÷è

ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü òîëüêî òî÷êó E, åñëè ïîñëåäíÿÿ ñóùåñòâóåò. Ñëåäîâà-

òåëüíî,èùåì èíòåãðàëüíóþ êðèâóþ, êîòîðàÿ âûõîäèò èç òî÷êè C, ïåðåñåêàåò

ïàðàáîëó Z = (Y−1)2 òîëüêî â òî÷êåE è íàïðàâëÿåòñÿ ê òî÷êåO. Ñëåäóþùåå

óñëîâèå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî íà ýòîé êðèâîé Y äîëæíî áûòü ðåãóëÿðíîé

ôóíêöèåé Z â òî÷êå E. Ýòî íåîáõîäèìî, òàê êàê F è G ðåãóëÿðíûå ôóíêöèè

îò ξ ïðè ξ = ξ0 6= 0.

Ìîæíî âèäåòü, ÷òî çíà÷åíèå A01, ñîîòâåòñâóþùåå ìåíüøåìó ïî àáñîëþò-

íîé âåëè÷èíå êîðíþ äëÿ (a10ν
−1+a01), åñòü ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî òîëü-

êî â òîì ñëó÷àå, åñëè îòíîøåíèå êîðíåé ðàâíî N èëè 1/N , ãäå N íåêîòîðîå

ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî. Âåëè÷èíà A01, ñîîòâåòñâóþùàÿ áîëüøåìó êîð-

íþ, íèêîãäà íå áûâàåò öåëûì ïîëîæèòåëüíûì ÷èñëîì.

Ðàññìîòðåíèå âîïðîñà î ðåãóëÿðíîñòè ðåøåíèÿ â òî÷êå E òåïåðü ìîæ-

íî ñ÷èòàòü çàâåðøåííûì, è ïðîäîëæèì ðàññìîòðåíèå âîïðîñà î ÷èñëåííîì

èíòåãðèðîâàíèè óðàâíåíèÿ â ïåðåìåííûõ Y, Z ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ n.

Âèäåëè âûøå, ÷òî n2 ≤ n. Êîãäà âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî, òî÷êè D è E ñîâïà-

äàþò. Ïðè ýòîì èìååòñÿ åäèíñòâåííîå ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå, ïðîõîäÿùåå ÷åðåç

ýòó òî÷êó è íå ïðîõîäÿùåå ÷åðåç òî÷êó C. Ïðè íåìíîãî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ n
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Ðèñóíîê 1.1

ïóòü èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ âûõîäÿùèõ èç òî÷êè C, ïîêàçàí íà ôèã.1.1 â âèäå

êðèâîé (a). Ãðàôèê â ñîîòâåòñâèè ñ ðèñóíêîì 1.1 òîëüêî ñõåìàòè÷åí. Ïîëîæå-

íèå òî÷êè E ìåíÿåòñÿ ïðè èçìåíåíèè n, è íà ãðàôèêå ïåðåêðûòû òðè ñëó÷àÿ.

Ìîæíî ïðèâåñòè íåñêîëüêî ïðè÷èí, èç çà êîòîðûõ êðèâûå òàêîãî òèïà äîëæ-

íû áûòü îòâåðãíóòû. Èññëåäîâàíèå, ïðîâåäåííîå, âûøå, ïîêàçûâàåò, ÷òî òà-

êèå èíòåãðàëüíûå êðèâûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå y = y(z)

òîëüêî â èñêëþ÷èòåëüíîì ñëó÷àå 3. Â íàøåé çàäà÷å èìååòñÿ áåñ÷èñëåííîå

ìíîæåñòâî çíà÷åíèé n è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîëîæåíèé òî÷êè E Ïîñêîëüêó ýòî

ìíîæåñòâî áåñ÷èñëåííî, òî ìàëîâåðîÿòíî, ÷òî îñóùåñòâèòñÿ èñêëþ÷èòåëüíûé

ñëó÷àé, îäíàêî òàêàÿ âîçìîæíîñòü ñóùåñòâóåò. Åñëè áû ýòîò èñêëþ÷èòåëü-

íûé ñëó÷àé âñå æå ïîÿâèëñÿ, òî ýòî ìîãëî áû ïðîèçîéòè òîëüêî â ðåçóëüòàòå

îñîáîãî âûáîðà γ. Äâà óñëîâèÿ, êîòîðûì äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü ïîêàçàòåëü

n â èñêëþ÷èòåëüíîì ñëó÷àå, â äåéñòâèòåëüíîñòè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé äâà ñî-

îòíîøåíèÿ ìåæäó γ è n. Òàêèì îáðàçîì, åñëè áû îáà óñëîâèÿ âûïîëíèëèñü
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äëÿ êàêîãî òî îäíîãî çíà÷åíèÿ γ, òî îíè óæå íå ñìîãëè áû âûïîëíÿòüñÿ äëÿ

áëèçêîãî ñîñåäíåãî çíà÷åíèÿ γ. Òàêîå íåîáû÷íîå ðåøåíèå, êîòîðîå ñâÿçàíî ñî

ñïåöèàëüíûì âûáîðîì γ, åäâà ëè ìîæíî ïðèçíàòü ôèçè÷åñêè îñóùåñòâèìûì.

Ïîñëåäíåå ñîîáðàæåíèå, ñîãëàñíî êîòîðîìó òàêîå ðåøåíèå ñëåäóåò îòâåðã-

íóòü, ñîñòîèò â òîì, ÷òî åñëè, èñõîäÿ èç ýòîãî ðåøåíèÿ, íà÷åðòèòü ãðàôèê c2 â

çàâèñèìîñòè îò r äëÿ êàêîãî íèáóäü äàííîãî ìîìåíòà âðåìåíè, òî íà ãðàôèêå

ïîÿâëÿåòñÿ òî÷êà ïåðåãèáà ìåæäó ãðàíèöåé ïîëîñòè è ìàêñèìàëüíûì çíà÷å-

íèåì c2. Ãðàôèêè, ïîëó÷åííûå ïóòåì ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé

â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, íå îáëàäàþò òàêîé îñîáåííîñòüþ. Êîãäà n äîñòèãàåò

âåëè÷èíû n∗, èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ, âûõîäÿùàÿ èç òî÷êè C, ïðîõîäèò ÷åðåç

òî÷êó E âäîëü ðåãóëÿðíîãî ïóòè EQ è íàïðàâëÿåòñÿ â òî÷êó O (êðèâàÿ B â

ñîîòâåòñâèè ñ ðèñóíêîì 1.1).Ýòà êðèâàÿ, ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

ðåãóëÿðóþ ôóíêöèþ Y = Y (Z) è, êàê ìîæíî âèäåòü èç óðàâíåíèé (1.11), â

ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ X = X(Z) òàêæå ðåãóëÿðíà. Äëÿ ýòèõ êðèâûõ, òàêèì

îáðàçîì, ôóíêöèè F (ξ) è G(ξ) ðåãóëÿðíû â èíòåðâàëå 1 ≤ ξ ≤ 0, è ïîëó÷àåì

ðåøåíèå íàøåé ôèçè÷åñêîé çàäà÷è.

1.4 Òå÷åíèå ïîñëå ñõëîïûâàíèÿ

Ïîëîñòü èñ÷åçàåò â ìîìåíò âðåìåíè t = 0, îäíàêî àâòîìîäåëüíîå ðåøå-

íèå äëÿ ïðîöåññà ñõëîïûâàíèÿ íå ñòàíîâèòñÿ ïðè ýòîì ïîâñþäó íåñïðàâåä-

ëèâûì.Äëÿ ðàñïðîñòðîíåíèÿ èíôîðìàöèè î òîì, ÷òî ïîëîñòü ñõëîïíóëàñü,

òðåáóåòñÿ êîíå÷íîå âðåìÿ, ïîýòîìó ñíà÷àëà òå÷åíèå ìåíÿåòñÿ ëèøü â íåïî-

ñðåäñòâåííîé áëèçè îò öåíòðà. Òàêèì îáðàçîì, ñëåäóåò îæèäàòü, ÷òî ïðè

r > 0 ìîæíî ïðîäîëæèòü ðåøåíèå, îïèñûâàþùåå ñõëîïûâàíèå è ñïðàâåä-

ëèâîå äëÿ t ≤ 0, è íà ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ âðåìåíè t > 0, òî åñòü èç

îáëàñòè îòðèöàòåëüíûõ â îáëàñòü ïîëîæèòåëüíûõ ξ. Â ïîñëåäíåì ðàçäåëå

ïðîèíòåãðèðîâàëè óðàâíåíèÿ (1.7) è (1.8) äëÿ F è G â èíòåðâàëå 1 ≤ ξ ≤ 0.

Ïîñêîëüêó F è G êîíå÷íû ïðè ξ = 0 è óðàâíåíèÿ íå èìåþò îñîåííîñòè â

ýòîé òî÷êå, èíòåãðèðîâàíèå ìîæíî ïðîäîëæèòü è â îáëàñòè ïîëîæèòåëüíûõ

çíà÷åíèé ξ. Êîãäà ïðîäîëæàåì ðåøåíèå â îáëàñòü ξ > 0, òî âîçíèêàåò îñî-

áåííîñòü ïðè íåêîòîðîì ξ1, òàê êàê ïðè ýòîì ñíîâà âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

(1+ξF )2−ξ2G. Ýòó îñîáåííîñòü êîòîðàÿ ñîîòâåòñâóåò õàðàêòåðèñòèêå, âûõî-
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äÿùåé èç öåíðà O, ñëåäóåò óñòðàíèòü. Äëÿ ýòîãî ñóùåñòâóåò òîëüêî îäèí ïóòü

- ââåñòè ðàçðûâ â âåëè÷èíàõ F è G ïðè íåêîòîðîì çíà÷åíèè ξ = ξk, ìåíüøåì

çíà÷åíèÿ ξ1. Ôèçè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â òî÷êå r = 0, t = 0 îáðàçóåòñÿ

óäàðíàÿ âîëíà, êîòîðàÿ ðàñïðîñòðîíÿåòñÿ îò öåíòðà ïî çàêîíó kr1/n = αt.

Ôîðìàëüíî èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ íà ïîëîñòè Y Z ïðîõîäèò ÷åðåç íà÷àëî è

ïðäîëæàåòñÿ â îáëàñòè Y < 0, Z > 0 äî òåõ ïîð, ïîêà îíà íå ïåðåñå÷åò ïà-

ðàáîëó Z = (Y − 1)2 â òî÷êå H. Ýòîò èíòåãðàë òåðÿåò ôèùè÷åñêèé ñìûñë

çà òî÷êîé H, òàê êàê ôóíêöèè F è G äîëæíû áûòü îäíîçíà÷íûìè ôóíê-

öèÿìè ξ. Ïîñêîëüêó óäàíàÿ âîëíà âûõîäèò èç òî÷êè O íà ïëîñêîñòè rt, íå

ñóùåñòâóåò íè îäíîé õàðàêòåðèñòèêè, êîòîðàÿ âûõîäèëà áû èç òî÷êè O, è

ïîýòîìó âûðàæåíèå (1 + ξF )2 − ξ2G ìåíÿåò çíàê ïðè ξ = ξk, èñïûòûâàÿ

ïðè ýòîì ðàçðûâ. Ñîîòâåòñâåííî ýòîìó èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ íà ïîëîñòè Y Z

ïåðåñêàêèâàåò ÷åðåç ïàðàáîëó Z − (Y − 1)2, òàêæå ïðåòåðïåâàÿ ðàçðûâ.

Åñëè, êàê ýòî ïðèíÿòî â íàøåé çàäà÷å, âî âñåì òå÷åíèè ñïðàâåäëèâî åäèí-

ñòâåííîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó p è ρ, òî äëÿ îïðåäåëåíèÿ äâèæåíèÿ óäàðíîé

âîëíû äîñòàòî÷íî òîëüêî äâóõ óñëîâèé, à èìåííî óñëîâèé ñîõðàíåíèÿ ìàññû

è êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ. Åñëè ïðèïèñàòü èíäåêñ 1 âåëè÷èíàì ïåðåä ôðîíòîì

óäàðíîé âîëíû è èíäåêñ 2 - âåëè÷èíàì çà ôðîíòîì, òî óðàâíåíèÿ ñîõðàíåíèÿ

ìàññû è êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ äëÿ óäàðíîé âîëíû ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

c
2/(γ−1)
1 (u1 − ν) = c

2/(γ−1)
2 (u2 − ν), (1.15)

c
2/(γ−1)
1 [c21 + γ(u1 − ν)2] = c

2/(γ−1)
2 [c22 + γ(u2 − ν)2]. (1.16)

ãäå ν - åñòü ñêîðîñòü ðàñïðîñòðîíåíèÿ óäàðíîé âîëíû. Ýòè ñîîòíîøåíèÿ

äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ïðè ξ = ξk.

Äëÿ êàæäîé òî÷êè îòðåçêà OH èíòåãðàëüíîé êðèâîé â ïëîñêîñòè Y Z

ìîæíî âû÷èñëèòü âåëè÷èíû Y2 è Z2, òî åñòü òå çíà÷åíèÿ Y è Z, êîòîðûå ïðè-

íàäëåæàò òå÷åíèþ íåïîñðåäñòâåííî çà óäàðíîé âîëíîé, åñëè ïîñëåäíÿÿ ïîÿâ-

ëÿåòñÿ â ýòîé òî÷êå. Êðèâàÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ ãåîìåòðè÷åñêèì ìåñòîì âîçìîæíûõ

çíà÷åíèé Y2 è Z2, âûõîäèò èç òî÷êè C âäîëü ëèíèè Z = γ(1−Y ) è çàòåì ïîâî-

ðà÷èâàåò, âñòðå÷àÿñü ñ ïàðàáîëîé Z−(Y −1)2 â òî÷êå H ( ðèñóíîê ??). Òî÷êà

C ñîîòâåòñâóåò óäàðíîé âîëíå, íàõîäÿùåéñÿ â òî÷êå O, à òî÷êà H óäàðíîé
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âîëíå, íàõîäÿùåéñÿ â ýòîé æå ñàìîé òî÷êå. Íà ñâîåì ïóòè êðèâàÿ çíà÷åíèé

Y2 è Z2 ïåðåñåêàåò èíòåãðàëüíóþ êðèâóþ, îïèñûâàþùóþ òå÷åíèå çà óäàðíîé

âîëíîé â ñëó÷àå, êîãäà ïîëîñòü îñòàåòñÿ çàõëîïíóòîé, â åäèíñòâåííîé òî÷êå

J è íå âñòðå÷àåòñÿ ñ äðóãîé èíòåãðàëüíîé êðèâîé CF â êàêèõ ëèáî èíûõ òî÷-

êàõ, êðîìå C. Ïåðåñå÷åíèå â òî÷êå C íå ñîîòâåòñâóåò ôèçè÷åñêè âîçìîæíîìó

ïðîöåññó, òàê êàê ïðè ýòîì òðåáîâàëîñü áû, ÷òîáû ãðàíèöà ðàñêðûâàþùåéñÿ

ïîëîñòè äâèãàëîñü âäîëü ëèíèè t = 0 íà ïëîñêîñòè rt. Ïåðåñå÷åíèå â òî÷êå J

ñîîòâåòñâóåò ôèçè÷åñêè âîçìîæíîìó òå÷åíèþ, â êîòîðîì ïîëîñòü ïðè t > 0

îñòàåòñÿ çàõëîïíóòîé; ñøèâàíèå äâóõ àâòìîäåëüíûõ ðåøåíèé ïðîèñõîäèò â

ýòîì ñëó÷àå íåïîñðåäñòâåííî. Íàõîäèì òî÷êóK íà îòðåçêå OH èíòåãðàëüíîé

êðèâîé â ïëîñêîñòè Y Z, êîòîðàÿ ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç óäàðíóþ âîëíó ïðåâðà-

ùàåòñÿ â òî÷êó J , à òàêæå çíà÷åíèÿ ξ, F è G â ýòîé òî÷êå. Ýòè âåëè÷èíû

îïðåäåëÿþò ñîîòâåòñâóþùèå çíà÷åíèÿ µ, λ è η â òî÷êå J , òî åñòü ïàðàìåòðû

çà óäàðíîé âîëíîé.
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2 ×èñëåííûå ìåòîäû â àâòîìîäåëüíîé çàäà÷å î ñõëîïûâàíèè

ïóñòîé ïîëîñòè

2.1 Ìåòîä îïðåäåëåíèÿ ïîêàçàòåëÿ àâòîìîäåëüíîñòè

Äëÿ óäîáñòâà èçëîæåíèÿ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ êðàòêî ïðèâåäåì îñíîâíûå

ðåçóëüòàòû àíàëèòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ.

×òîáû ðåøèòü àâòîìîäåëüíóþ çàäà÷ó î ñõëîïûâàíèè ïóñòîé ïîëîñòè,

íåîáõîäèìî ðåøèòü ñèñòåìó ÎÄÓ

dF

dξ
=
P1

P3
,
P2

P3
, ãäå

P1 = {aξFG− b(1 + ξF )[2G+ (γ − 1)F 2]}/(γ − 1),

P2 = b[2G+ (γ − 1)F 2]ξF − a(1 + ξF )FG,

P3 = (1 + ξF )2 − ξ2G,
a = 2(1− n) + (γ − 1)[1− (1 + ν)n], b = 1− n.

(2.1)

ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

ïðè ξ = −1 : F (−1) = 1, G(−1) = 0 è (2.2)

ïðè ξ = 0 : (−ξ)1−nF (ξ) = 0, (−ξ)2−2nG(ξ) = 0. (2.3)

Çäåñü F ,G � çàâèñèìûå àâòîìîäåëüíûå ïåðåìåííûå, ïðåäñòàâèòåëè ñêîðîñòè

è êâàäðàòà ñêîðîñòè çâóêà c2 ñîîòâåòñòâåííî, ξ � íåçàâèñèìàÿ àâòîìîäåëüíàÿ

ïåðåìåííàÿ.

Â ïåðâîé ãëàâå óñòàíîâëåíî, ÷òî çàäà÷à áóäåò èìåòü ïîëíîñòüþ àíàëèòè-

÷åñêîå ðåøåíèå, åñëè ôóíêöèè F è G áóäóò àíàëèòè÷åñêèìè íà ïðåäåëüíîé

õàðàêòåðèñòèêå. Ýòîãî ìîæíî äîñòè÷ü ïîäáîðîì ïîêàçàòåëÿ àâòîìîäåëüíîñòè

â õîäå ðåøåíèÿ.

Èññëåäîâàíèå çàäà÷è íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè ïåðåìåííûõ y = −ξF ,

Z = ξ2G ñâîäèòñÿ ê èçó÷åíèþ ïîâåäåíèÿ èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ îäíîãî íåëè-
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íåéíîãî ÎÄÓ

dZ

dY
=
P (Y, Z)

Q(Y, Z)
, ãäå

P (Y, Z) = Z(γ − 1){−2nZ + [(γ − 1)ν + 2]nY 2

+[γ − 3− (γ − 1)(1 + ν)n]Y + 2},
Q(Y, Z) = (γ − 1)(nY − 1)(Y − 1)Y

−Z[(γ − 1)(1 + ν)nY − 2(1− n)].

(2.4)

Ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (2.2), (2.3) îòâå÷àþò, ñîîòâåòñòâåííî, òî÷êè ôàçîâîé

ïëîñêîñòè C(1, 0) è O(0, 0).

ÎÄÓ (2.4) èìååò øåñòü îñîáûõ òî÷åê, äâå èç êîòîðûõ ñ êîîðäèíàòàìè

Y = − B1

2B2
±
√
B2

1 − 4B2B0

2B2
, Z = (1− Y )2, ãäå

B2 = (γ + 1)b− a,B1 = a− 4b, B0 − 2b.

(2.5)

ÿâëÿþòñÿ îáðàçàìè ïðåäåëüíîé õàðàêòåðèñòèêè. Îáîçíà÷èì áóêâîé E òó, êî-

òîðîé îòâå÷àåò çíàê ïëþñ, à áóêâîé D òó, êîòîðîé îòâå÷àåò çíàê ìèíóñ â

(2.5). Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è, êîãäà ïîëîñòü îáëà-

äàåò öèëèíäðè÷åñêîé (µ = 1 ) èëè ñôåðè÷åñêîé (mu = 2 ) ñèììåòðèåé äëÿ

äâóõ èíòåðâàëîâ çíà÷åíèé ïîêàçàòåëÿ àäèàáàòû γ : γ1 < γ < γ2 è γ2 < γ .

Â ýòèõ äèàïàçîíàõ ñóùåñòâóåò òàê íàçûâàåìîå �ôèçè÷åñêîå� ðåøåíèå çàäà-

÷è. Ýòî ðåøåíèå õàðàêòåðèçóåòñÿ òåì, ÷òî ïðè n = n∗ èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ

óðàâíåíèÿ (2.4) , ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êè C(1, 0), O(0, 0) ïðîõîäèò ÷åðåç óçåë E ,

åñëè γ1 < γ < γ2 , èëè óçåë D , åñëè γ2 < γ , âäîëü óñà îòäåëüíîãî íàïðàâëå-

íèÿ. Ðåàëèçàöèÿ òàêîãî ïðîõîäà îçíà÷àåò òðåáóåìóþ àíàëèòè÷íîñòü ôóíêöèé

F è G íà ïðåäåëüíîé õàðàêòåðèñòèêå.

Äëÿ êàæäîãî êîíêðåòíîãî çíà÷åíèÿ èñêîìûé ïîêàçàòåëü íåîáõîäèìî âû-

áèðàòü èç ïðîìåæóòêà [nmin, nmax] . Â ýòîì ñëó÷àå òî÷êè E èD áóäóò óçëàìè.

Ìåòîä îïðåäåëåíèÿ ïîêàçàòåëÿ àâòîìîäåëüíîñòè

Ñóòü ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â îòûñêàíèè èíòåãðàëüíîé êðè-

âîé óðàâíåíèÿ (2.4) , êîòîðàÿ ïðè èñêîìîì çíà÷åíèè ïîêàçàòåëÿ àâòîìîäåëü-
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íîñòè n âûéäåò íóæíûì îáðàçîì èç îñîáîé òî÷êè E (åñëè γ1 < γ < γ2 ) èëè

D (åñëè γ2 < γ ) è ïîïàäåò â îñîáóþ òî÷êó C(1, 0) , òî åñòü áóäåò âòîðîé ñå-

ïàðàòðèñîé ñåäëà C è, ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèåì. ×òîáû îïðåäåëèòü íóæíûé

ïîêàçàòåëü àâòîìîäåëüíîñòè áóäåì ÷èñëåííî èíòåãðèðîâàòü óðàâíåíèå (2.4) ,

âûáèðàÿ n èç èíòåðâàëà ïðèåìëåìûõ çíà÷åíèé [nmin, nmax] , ñîîòâåòñòâóþùèõ

çàäàííîìó γ . Êîîðäèíàòû îñîáîé òî÷êè, èç êîòîðîé âûõîäèò èíòåãðàëüíàÿ

êðèâàÿ, áðàòü â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ óñëîâèé èíòåãðèðîâàíèÿ íåëüçÿ. Â ìàëîé

îêðåñòíîñòè îñîáîé òî÷êè ðåøåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ðÿäà

Z = ZR1(y
∗ + δ) + r2(Y

∗ + δ)2 + . . . , Y = Y ∗ + δ, |δ| << 1,

Ðèñóíîê 3.1
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Ïîâåäåíèå èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ ïðè îòûñêàíèè n∗ êðàñíûì öâåòîì îò-

ìå÷åíà êðèâàÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïðàâèëüíî ïîäîáðàííîìó çíà÷åíèþ.

2.2 Çíà÷åíèÿ ïîêàçàòåëÿ àâòîìîäåëüíîñòè äëÿ öèëèíäðè÷åñêî-

ãî ñëó÷àÿ

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïîêàçàòåëÿ àâòîìîäåëüíîñòè äëÿ ñëó÷àÿ öèëèíäðè-

÷åñêîé ñèììåòðèè ïðåäñòàâëåíû â ñîîòâåòñòâèè ñ ðèñóíêîì 3.2.

Ðèñóíîê 3.2
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2.3 Çíà÷åíèÿ ïîêàçàòåëÿ àâòîìîäåëüíîñòè äëÿ ñôåðè÷åñêîãî

ñëó÷àÿ

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïîêàçàòåëÿ àâòîìîäåëüíîñòè äëÿ ñëó÷àÿ ñôåðè÷å-

ñêîé ñèììåòðèè ïðåäñòàâëåíû â ñîîòâåòñòâèè ñ ðèñóíêîì 3.3.

Ðèñóíîê 3.3
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2.4 Ðàñïðåäåëåíèå ïàðàìåòðîâ òå÷åíèÿ

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ðèñóíêîì 3.4, ðèñóíêîì 3.5 è ðèñóíêîì 3.6 ïðåäñòàâëåíû

ðàñïðåäåëåíèÿ àâòîìîäåëüíûõ ïðåäñòàâèòåëåé ñêîðîñòè, äàâëåíèÿ è ïëîòíî-

ñòè â îáëàñòè çà ãðàíèöåé ïîëîñòè äëÿ ïÿòè çíà÷åíèé ïîêàçàòåëÿ γ.

Ðèñóíîê 3.4 Ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòè u íà ñòàäèè ñõëîïûâàíèÿ ïîëîñòè äëÿ
íåêîòîðûõ çíà÷åíèé ïîêàçàòåëÿ γ èç äèàïàçîíà (2.4058, 8.4635) â ñëó÷àå ñôå-
ðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîãî ïîòîêà
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Ðèñóíîê 3.5 Ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè p íà ñòàäèè ñõëîïûâàíèÿ ïîëîñòè äëÿ
íåêîòîðûõ çíà÷åíèé ïîêàçàòåëÿ γ èç äèàïàçîíà (2.4058, 8.4635) â ñëó÷àå ñôå-
ðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîãî ïîòîêà
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Ðèñóíîê 3.6 Ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè ρ íà ñòàäèè ñõëîïûâàíèÿ ïîëîñòè äëÿ
íåêîòîðûõ çíà÷åíèé ïîêàçàòåëÿ γ èç äèàïàçîíà (2.4058, 8.4635) â ñëó÷àå ñôå-
ðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîãî ïîòîêà
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ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Èññëåäîâàíà çàäà÷à î òå÷åíèå çà ãðàíèöåé ïóñòîé öèëèíäðè÷åñêîé èëè ñôåðè-

÷åñêîé ïîëîñòè. Çàäà÷à ðàññìîòðåíà â àâòîìîäåëüíîé ïîñòàíîâêå. Âûïîëíåí

ïåðåõîä îò ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèå ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíû-

ìè ê îáûêíîâåííîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè.

Ñîñòàâëåí àëãîðèòì îïðåäåëåíèÿ ïîêàçàòåëÿ àâòîìîäåëüíîñòè. Âûïîëíåíà

ñåðèÿ ðàñ÷åòîâ äëÿ îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèÿ ýòîãî ïîêàçàòåëÿ ïðè ðàçëè÷íûõ

çíà÷åíèÿõ ïîêàçàòåëÿ àäèàáàòû äëÿ äâóõ òèïîâ ñèììåòðèè.
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