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Ââåäåíèå. Ïðîöåññû è ÿâëåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ òå÷åíèÿìè æèäêîñòåé è ãàçà

èìåþò âàæíîå òåîðåòè÷åñêîå è ïðèêëàäíîå çíà÷åíèå [1,2]. Îäíèì èç îñíîâíûõ

ðàçäåëîâ ìåõàíèêè æèäêîñòåé ÿâëÿåòñÿ òåîðèÿ ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ [3].

Âÿçêîñòü æèäêîñòè ìîæåò èìåòü ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà õàðàêòåð åå òå-

÷åíèÿ, à ñëåäîâàòåëüíî è íà ãèäðîäèíàìè÷åñêèå ïàðàìåòðû ïîòîêà. Íà äàí-

íóþ îñîáåííîñòü áûëî óêàçàíî åù¼ â ãèäðîäèíàìèêå Ä. Áåðíóëëè. Â ðàáîòàõ

Íàâüå, Ïóàññîíà è Ñòîêñà òàêæå èìåþòñÿ óêàçàíèÿ íà òî, ÷òî â ñâÿçè ñ ó÷¼òîì

âÿçêîñòè æèäêîñòè äîëæíû èçìåíèòüñÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ âáëèçè ñòåíîê.

Èäåÿ î ïðåîáëàäàþùåì âëèÿíèè âÿçêîñòè æèäêîñòè òîëüêî âáëèçè ñòåíîê

áûëà âûñêàçàíà â ðàáîòå Ä. È. Ìåíäåëååâà, à çàòåì â ëåêöèÿõ Í. Å. Æóêîâ-

ñêîãî. Ñâî¼ îôîðìëåíèå â âèäå óðàâíåíèé ýòà èäåÿ ïîëó÷èëà â ðàáîòå Ïðàíäò-

ëÿ ïðåäñòàâëåííîé 12 àâãóñòà 1904 ãîäà. Ââåäåíèå ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ ïîçâî-

ëÿåò ñóùåñòâåííî óïðîñòèòü ìîäåëèðóþùèå òå÷åíèå æèäêîñòè/ãàçà óðàâíå-

íèÿ ïóò¼ì ðàçäåëåíèÿ ïîòîêà íà äâå îáëàñòè: íà îáëàñòü î÷åíü òîíêîãî ñëîÿ

âáëèçè òåëà (ïîãðàíè÷íûé ñëîé), ãäå òðåíèå èãðàåò ñóùåñòâåííóþ ðîëü, è

íà îáëàñòü âíå ýòîãî ñëîÿ, ãäå òðåíèåì ìîæíî ïðåíåáðåãàòü. Ýòà ãèïîòåçà, ñ

îäíîé ñòîðîíû, ïîçâîëèëà ïîëó÷èòü ôèçè÷åñêè î÷åíü íàãëÿäíîå îáúÿñíåíèå

âàæíîé ðîëè âÿçêîñòè â ïðîáëåìå ñîïðîòèâëåíèÿ, à ñ äðóãîé ñòîðîíû, äàëà

âîçìîæíîñòü ïðåîäîëåòü ìàòåìàòè÷åñêèå òðóäíîñòè è òåì ñàìûì îòêðûëà

ïóòü òåîðåòè÷åñêîìó èññëåäîâàíèþ òå÷åíèé æèäêîñòè ñ òðåíèåì. Ñðåäè ðà-

áîò ïî òåîðèè ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ ìîæíî âûäåëèòü íå òîëüêî ôóíäàìåíòàëü-

íûå òðóäû Øëèõòèíãà [1] è Ëîéöÿíñêîãî [4], íî è ðàáîòû [5,6].

Ñðåäè ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ òåîðèè ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ ìîæíî âûäåëèòü

êàê àíàëèòè÷åñêèå, òàê è ÷èñëåííûå ìåòîäû.

Â äàííîé ðàáîòå ðåøàåòñÿ çàäà÷à î äâèæåíèè æèäêîñòè ïîä äåéñòâèåì

ïëàñòèíû, íà÷èíàþùåé ñâîå äâèæåíèå ñ çàäàííîì çàêîíîì èçìåíåíèÿ åå ñêî-

ðîñòè.

Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïðîâåäåíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ çà-

âèñèìîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè äâèæåíèÿ æèäêîñòè îò çàêîíà äâèæåíèÿ

ïëàñòèíû.

Ïåðâûé ðàçäåë ïîñâÿùåí ôèçè÷åñêîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è.

Âòîðîé ðàçäåë ïîñâÿùåí ðàçðàáîòêå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè äëÿ ñëó÷àÿ

Íüþòîíîâñêîé ñðåäû. Â ÷àñòíîñòè: âûâåäåíî óðàâíåíèå îïèñûâàþùåå òå÷å-
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íèå â ïîãðàíè÷íîì ñëîå è îïðåäåëåíû ñîîòâåòñòâóþùèå åìó íà÷àëüíûå è

ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, îñóùåñòâëåí ïåðåõîä ê àâòîìîäåëüíûì ïåðåìåííûì â ïî-

ëó÷åííîé êðàåâîé çàäà÷å è ñôîðìóëèðîâàíà àâòîìîäåëüíàÿ çàäà÷à, ðàññìîò-

ðåí àëãîðèòì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ, ïî íåìó ïîñòðîåíà áëîê-ñõåìà è íàïèñàíà

ïðîãðàììà íà ÿçûêå Python, âûïîëíÿþùàÿ ýòîò àëãîðèòì, ïðåäñòàâëåíû ðå-

çóëüòàòû ðàñ÷åòîâ â ðàçðàáîòàííîé ïðîãðàììå.

Òðåòèé ðàçäåë ïîñâÿùåí ðàçðàáîòêå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè äëÿ ñëó÷àÿ

Íåíüþòîíîâñêîé ñðåäû. Ïðè ýòîì: âûâåäåíî óðàâíåíèå îïèñûâàþùåå òå÷å-

íèå â ïîãðàíè÷íîì ñëîå è îïðåäåëåíû ñîîòâåòñòâóþùèå åìó íà÷àëüíûå è

ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, îñóùåñòâëåí ïåðåõîä ê àâòîìîäåëüíûì ïåðåìåííûì â ïî-

ëó÷åííîé êðàåâîé çàäà÷å è ñôîðìóëèðîâàíà àâòîìîäåëüíàÿ çàäà÷à, ðàññìîò-

ðåí àëãîðèòì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ, ïî íåìó ïîñòðîåíà áëîê-ñõåìà è íàïèñàíà

ïðîãðàììà íà ÿçûêå Python, âûïîëíÿþùàÿ ýòîò àëãîðèòì, ïðåäñòàâëåíû ðå-

çóëüòàòû ðàñ÷åòîâ â ðàçðàáîòàííîé ïðîãðàììå.

Â çàêëþ÷åíèè ñäåëàíû îáùèå âûâîäû ïî ðåçóëüòàòàì ïîëó÷åííûõ â ðà-

áîòå.

Ôèçè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ðàññìàòðèâàåì ïîëóïðîñòðàíñòâî,

çàíÿòîå íåïîäâèæíîé âÿçêîé íåñæèìàåìîé íüþòîíîâñêîé æèäêîñòüþ ñ ïî-

ñòîÿííûì äàâëåíèåì. Ïðè èññëåäîâàíèè ïëîñêîé çàäà÷è, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

ýòî âåðõíåå ïîëóïðîñòðàíñòâî, îòäåëåíî îò íèæíåãî ïîëóïðîñòðàíñòâà àáñî-

ëþòíî æåñòêîé ïëàñòèíîé. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ñêîðîñòü ïëàñòèíû

ðàâíà íóëþ, è îíà ïðèõîäèò â äâèæåíèå â ñâîåé ñîáñòâåííîé ïëîñêîñòè. Çàêîí

èçìåíåíèå ñêîðîñòè ñ÷èòàåì â çàäàííîì âèäå u = Atα â ñîîòâåòñòâèè ñ ðèñóí-

êîì 1, ðèñóíêîì 2. Ïîëàãàåì, ÷òî íà ãðàíèöå êîíòàêòà æèäêîñòè è ïëàñòè-

íû âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ïðèëèïàíèÿ, äðóãèìè ñëîâàìè, ñêîðîñòè äâèæåíèÿ

ïëàñòèíû è æèäêîñòè íà ëèíèè êîíòàêòà ñîâïàäàþò. Ââåäåì äåêàðòîâóþ ñè-

ñòåìó, öåíòð êîòîðîé â íåâîçìóùåííîì ñîñòîÿíèè ñîâïàäàåò ñ ïëàñòèíîé îñü

x íàïðàâèì â ïëîñêîñòè ïëàñòèíû, îñü y ïåðïåíäèêóëÿðíî ê ïëàñòèíå. Êîì-

ïîíåíòû ñêîðîñòè âäîëü îñè x îáîçíà÷àåì U , à êîìïîíåíòó ñêîðîñòè âäîëü

îñè y îáîçíà÷àåì êàê υ.

Ñëó÷àé Íüþòîíîâñêèõ ñðåä. Âî ââåäåííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ïëîñ-

êèé ïîòîê âÿçêîé æèäêîñòè ïðèõîäèò â äâèæåíèå óâëåêàåìûé ïëàñòèíû, êî-

òîðàÿ äâèæåòñÿ ñ ïîñòîÿííûì óñêîðåíèåì âäîëü îñè x. Âäîëü ýòîé ãðàíèöû
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Ðèñóíîê 1 � Ðàñ÷åòíàÿ ñõåìà â ìîìåíò âðåìåíè t0 = 0

Ðèñóíîê 2 � Ðàñ÷åòíàÿ ñõåìà â ìîìåíò âðåìåíè t0 > 0

îáðàçóåòñÿ ïîãðàíè÷íûé ñëîé. Òàê êàê æèäêîñòü âíóòðè ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ

ÿâëÿåòñÿ âÿçêîé, òî äëÿ èçó÷åíèÿ åå äâèæåíèÿ èñïîëüçóåì äèôôåðåíöèàëü-

íûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ âÿçêîé æèäêîñòè, êîòîðûå äëÿ ïëîñêîãî ïîòîêà

áóäóò èìåòü ñëåäóþùèé âèä: Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ïëàñòèíà è âÿç-

êàÿ íåñæèìàåìàÿ æèäêîñòü, çàíèìàþùàÿ ïîëóïðîñòðàíñòâî íàä ïëàñòèíîé,

ïîêîÿòñÿ. Çàòåì ïëàñòèíà íà÷èíàåò ðàâíîóñêîðåííîå äâèæåíèå ñ óñêîðåíèåì

A = const.

Ïðåíåáðåãàÿ ãðàäèåíòîì äàâëåíèÿ è ñ÷èòàÿ, ÷òî äâèæåíèå æèäêîñòè ïðî-

èñõîäèò òîëüêî âäîëü îñè x, ò.å. υ ≡ 0, ïîëó÷èì:

ρ
∂u

∂t
= µ

∂2u

∂y2
, (1)

ãäå u � ïðîäîëüíàÿ (âäîëü îñè Ox) ñîñòàâëÿþùàÿ ñêîðîñòè æèäêîñòè, t �

âðåìÿ, y � êîîðäèíàòà. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ïîâåðõíîñòè ïëàñòèíû èìåþò

âèä:

ïðè t > 0, y = 0 : u = At. (2)
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Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ âäàëè îò ïëàñòèíû (¾íà áåñêîíå÷íîñòè¿) èìåþò âèä:

ïðè t > 0, y →∞ : u→ 0. (3)

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ:

ïðè t = 0, y ≥ 0 : u = 0. (4)

Ïîñòàíîâêà êðàåâîé çàäà÷è â àâòîìîäåëüíûõ ïåðåìåííûõ. Ââå-

äåì ìàñøòàáíûå âåëè÷èíû. Îáîçíà÷èì ÷åðåç T � ìàñøòàá âðåìåíè, ÷åðåç U

� ìàñøòàá ñêîðîñòè â íàïðàâëåíèè îñè x, ÷åðåç Y � ìàñøòàá äëèíû â íàïðàâ-

ëåíèè îñè y:

t = Tt, (5)

u = Uu, (6)

y = Y y. (7)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî äâèæåíèå ðàâíîóñêîðåííîå, òî ìàñøòàá ñêîðîñòè ìîæåò

áûòü ïðèíÿò êàê:

u = ATtu. (8)

Ïîäñòàâëÿÿ (5) ,(6) è (8) â (1) ïîëó÷èì:

ρ
ATt

T

∂u

∂t
= µ

ATt

Y 2

∂2u

∂2y2
.

Òàê êàê ìàñøòàáû â óðàâíåíèè ñëåâà è ñïðàâà äîëæíû ñîâïàäàòü, òî

ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè ïðîèçâîäíûõ ïîëó÷àåì:

ρ =
µT

Y 2
⇒ Y =

√
µT

ρ
.
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Ïåðåõîäÿ ê áåçðàçìåðíûì ïåðåìåííûì áóäåì èìåòü:

u = Atu

(
t

T
, y

√
ρ

µt

√
t

T

)
. (9)

Ïîñêîëüêó ðåøåíèå çàäà÷è äëÿ ôóíêöèè u íåäîëæíî çàâèñåòü îò T , òî

ýòî çíà÷èò, ÷òî ôóíêöèÿ u íå çàâèñèò îò 1-îãî àðãóìåíòà, ò.å. ñîîòíîøåíèå

(9) ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê

u = Atf(η), η = y

√
ρ

µt
=

y√
νt
, (10)

ãäå f � àâòîìîäåëüíûé ïðåäñòàâèòåëü ôóíêöèè u, η � íåçàâèñèìàÿ àâòîìî-

äåëüíàÿ ïåðåìåííàÿ, ν � êèíåìàòè÷åñêèé êîýôôèöèåíò âÿçêîñòè.

Ïîêàæåì, ÷òî äàííûé âûáîð ìîæåò ñâåñòè çàäà÷ó ê àâòîìîäåëüíîé, ò.å.

ê îáûêíîâåííîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ. Äëÿ ýòîãî íàéäåì ïðîèç-

âîäíûå:

∂η

∂t
= − η

2t
,

∂η

∂y
=

1√
νt
, (11)

∂u

∂t
= Af(η) + Atf ′(η)

(
− η
2t

)
,

∂u

∂y
= Atf ′(η)

1√
νt
,

∂2u

∂y2
= Atf ′′(η)

1

νt
. (12)

Ïîäñòàâëÿåì (11)-(12) â (1), ïîëó÷àåì:

f ′′(η) +
η

2
f ′(η)− f(η) = 0. (13)

6



Òåïåðü ïðåäñòàâèì ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (2) - (4) â àâòîìîäåëüíûõ ïåðåìåí-

íûõ. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèåì (10) è âûðàæåíèåì äëÿ íåçàâè-

ñèìîé àâòîìîäåëüíîé ïåðåìåííîé η:

η = y

√
ρ

µt
=

y√
νt
. (14)

Ãðàíè÷íîå óñëîâèå íà ïîâåðõíîñòè ïëàñòèíû ïðèíèìàåò âèä:

ïðè η = 0 : f(0) = 1. (15)

Ãðàíè÷íîå óñëîâèå ¾íà áåñêîíå÷íîñòè¿ ïðèíèìàåò âèä:

ïðè η →∞ : f |η→∞ → 0. (16)

Òàêèì îáðàçîì, â àâòîìîäåëüíûõ ïåðåìåííûõ ðåøåíèå çàäà÷è î äâèæåíèè

æèäêîñòè ïîä äåéñòâèåì ïëàñòèíû, íà÷èíàþùåé ðàâíîóñêîðåííîå äâèæåíèå,

ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è (13) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (15) - (16).

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä ïðèñòðåëêè, êîòîðûé ïðåäñòàâ-

ëÿåò ñîáîé êîìáèíàöèþ ìåòîäà Íüþòîíà è ìåòîäà Ðóíãå-Êóòòû 4-ãî ïîðÿäêà.

×èñëåííîå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è. Îáñóäèì ÷èñëåííîå ðåøå-

íèå êðàåâîé çàäà÷è (14)-(16). Îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

(ÎÄÓ) (14) ÿâëÿåòñÿ ÎÄÓ 2-ãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè f . Äëÿ ÷èñ-

ëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ íà ïîëóèíòåðâàëå [0,∞) íåîáõîäè-

ìî íàëè÷èå äâóõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé, à èìåííî ïðè η = 0 íåîáõîäèìî çíàòü

f(0) = y00 = 1,
df

dη
|η=0 = y01.

Òîãäà äëÿ ÎÄÓ (14) èìåëè áû çàäà÷ó Êîøè [11].

Îäíàêî èçâåñòíî òîëüêî îäíî óñëîâèå y00. Çíà÷åíèå y01 íåîáõîäèìî îïðå-

äåëèòü. Îíî äîëæíî áûòü òàêèì, ÷òîáû ïðè η → ∞ âûïîëíÿëîñü óñëîâèå

(16).

Ïðè ðåàëèçàöèè ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ âìåñòî ïîëóèíòåðâàëà [0,∞)

ðàññìàòðèâàåòñÿ èíòåðâàë [0, ηk], ãäå ηk� äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñëî. Óñëîâèå
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(16) ïðè ýòîì çàìåíÿåòñÿ óñëîâèåì:

ïðè η = ηk (ηn � 1) : f |η=ηk = y10 = 0. (17)

Îáîçíà÷èì y10 � çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé
df
dη ïðè η = ηk.

Äëÿ ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ÎÄÓ (14), áûë ïðèìåíåí ìåòîä ïðè-

ñòðåëêè, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé êîìáèíàöèþ ìåòîäà Íüþòîíà è ìåòîäà

Ðóíãå-Êóòòû 4-ãî ïîðÿäêà.

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ. Ïðè ðàñ÷åòàõ èññëåäîâàëè ïîâåäåíèå áåçðàçìåð-

íîé ñêîðîñòè u
At = f(η) íà ðàçëè÷íûõ îòðåçêàõ àâòîìîäåëüíûõ ïåðåìåííîé

η. Ãðàôèêè çàâèñèìîñòè áåçðàçìåðíîé ñêîðîñòè îò η ïðåäñòàâëåíû íà ðè-

ñóíêàõ â ðàáîòå. Ïðè ýòîì ðàññìàòðèâàëèñü ñîîòâåòñòâåííî èíòåðâàëû ïî η:

[0, 2], [0, 4], [0, 6], [0, 8], [0, 10].

Èç ïðåäñòàâëåííûõ ãðàôèêîâ ðàñ÷åòíûõ çíà÷åíèé áåçðàçìåðíîé ñêîðî-

ñòè íà ðàçëè÷íûõ èíòåðâàëàõ âèäíî, ÷òî ñ ðîñòîì η òîëùèíà ïîãðàíè÷íîãî

ñëîÿ ðåçêî ïàäàåò. Ïîñëå η = 4 òîëùèíà ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ ñòðåìèòüñÿ ê 0,

ò.å. ïîãðàíè÷íûé ñëîé ïðàêòè÷åñêè îòñóòñòâóåò. Åñëè óâåëè÷èâàòü çíà÷åíèå

óñêîðåíèå ïëàñòèíû A, òîëùèíà ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ áóäåò âîçðàñòàòü ïðÿìî

ïðîïîðöèîíàëüíî ýòîìó óâåëè÷åíèþ.

Ñëó÷àé Íåíüþòîíîâñêèõ ñðåä. Âî ââåäåííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ïëîñ-

êèé ïîòîê âÿçêîé æèäêîñòè ïðèõîäèò â äâèæåíèå óâëåêàåìûé ïëàñòèíû, êî-

òîðàÿ äâèæåòñÿ ñ ïîñòîÿííûì óñêîðåíèåì âäîëü îñè x. Âäîëü ýòîé ãðàíèöû

îáðàçóåòñÿ ïîãðàíè÷íûé ñëîé. Òàê êàê æèäêîñòü âíóòðè ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ

ÿâëÿåòñÿ âÿçêîé, òî äëÿ èçó÷åíèÿ åå äâèæåíèÿ èñïîëüçóåì äèôôåðåíöèàëü-

íûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ âÿçêîé æèäêîñòè, êîòîðûå äëÿ ïëîñêîãî ïîòîêà

áóäóò èìåòü ñëåäóþùèé âèä: Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ïëàñòèíà è âÿç-

êàÿ íåñæèìàåìàÿ æèäêîñòü, çàíèìàþùàÿ ïîëóïðîñòðàíñòâî íàä ïëàñòèíîé,

ïîêîÿòñÿ. Çàòåì ïëàñòèíà íà÷èíàåò ðàâíîóñêîðåííîå äâèæåíèå ñ óñêîðåíèåì

A = const.

Ïðåíåáðåãàÿ ãðàäèåíòîì äàâëåíèÿ è ñ÷èòàÿ, ÷òî äâèæåíèå æèäêîñòè ïðî-

èñõîäèò òîëüêî âäîëü îñè x, ò.å. υ ≡ 0, ïîëó÷èì:

ρ
∂u

∂t
= µ∗n

∣∣∣∣∂u∂y
∣∣∣∣n−1 ∂2u∂y2 , (18)
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ãäå u � ïðîäîëüíàÿ (âäîëü îñè Ox) ñîñòàâëÿþùàÿ ñêîðîñòè æèäêîñòè, t �

âðåìÿ, y � êîîðäèíàòà. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ïîâåðõíîñòè ïëàñòèíû èìåþò

âèä:

ïðè t > 0, y = 0 : u = Atα. (19)

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ âäàëè îò ïëàñòèíû (¾íà áåñêîíå÷íîñòè¿) èìåþò âèä:

ïðè t > 0, y →∞ : u→ 0. (20)

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ:

ïðè t = 0, y ≥ 0 : u = 0. (21)

Ïîñòàíîâêà êðàåâîé çàäà÷è â àâòîìîäåëüíûõ ïåðåìåííûõ. Ââå-

äåì ìàñøòàáíûå âåëè÷èíû. Îáîçíà÷èì ÷åðåç T � ìàñøòàá âðåìåíè, ÷åðåç U

� ìàñøòàá ñêîðîñòè â íàïðàâëåíèè îñè x, ÷åðåç Y � ìàñøòàá äëèíû â íàïðàâ-

ëåíèè îñè y:

t = Tt, (22)

u = Uu, (23)

y = Y y. (24)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî äâèæåíèå ðàâíîóñêîðåííîå, òî ìàñøòàá ñêîðîñòè ìîæåò

áûòü ïðèíÿò êàê:

u = AT αt
α
u. (25)

Ïîäñòàâëÿÿ (22) ,(23) è (25) â (18) ïîëó÷èì:

ρ
AT αt

α

T

∂u

∂t
= µ∗

AT αt
α

Y 2

∣∣∣∣AT αtαY

∂u

∂y

∣∣∣∣n−1 ∂2u∂2y2
.

Òàê êàê ìàñøòàáû â óðàâíåíèè ñëåâà è ñïðàâà äîëæíû ñîâïàäàòü, òî

ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè ïðîèçâîäíûõ ïîëó÷àåì:
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ρ = µ∗
An−1T αn

Y n+1
⇒ Y = n+1

√
µ∗
An−1T αn

ρ

Ïåðåõîäÿ ê áåçðàçìåðíûì ïåðåìåííûì áóäåì èìåòü:

u = Atαu

(
t

T
, y/ n+1

√
µ∗
An−1T αn

ρ

)
. (26)

Ïîñêîëüêó ðåøåíèå çàäà÷è äëÿ ôóíêöèè u íåäîëæíî çàâèñåòü îò T , òî

ýòî çíà÷èò, ÷òî ôóíêöèÿ u íå çàâèñèò îò 1-îãî àðãóìåíòà, ò.å. ñîîòíîøåíèå

(26) ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê

u = Atαf(η), η = y

(
ρ

µ∗An−1tαn

) 1
n+1

, (27)

ãäå f � àâòîìîäåëüíûé ïðåäñòàâèòåëü ôóíêöèè u, η � íåçàâèñèìàÿ àâòîìî-

äåëüíàÿ ïåðåìåííàÿ, ν � êèíåìàòè÷åñêèé êîýôôèöèåíò âÿçêîñòè.

Ïîêàæåì, ÷òî äàííûé âûáîð ìîæåò ñâåñòè çàäà÷ó ê àâòîìîäåëüíîé, ò.å.

ê îáûêíîâåííîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ. Äëÿ ýòîãî íàéäåì ïðîèç-

âîäíûå:

∂η

∂t
= −ηα(n− 1) + 1

(n+ 1)t
,

∂η

∂y
=

1(
µ∗
ρ A

n−1tα(n−1)+1
) 1
n+1

, (28)

∂u

∂t
= Aαtα−1f(η) + Atαf ′(η)

(
−ηα(n− 1) + 1

(n+ 1) t

)
,

∂u

∂y
= Atαf ′(η)

1(
µ∗
ρ A

n−1tα(n−1)+1
) 1
n+1

,

∂2u

∂y2
= Atαf ′′(η)

1(
µ∗
ρ A

n−1tα(n−1)+1
) 2
n+1

.
(29)
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Ïîäñòàâëÿåì (28)-(29) â (18), ïîëó÷àåì:

f ′′(η) |f ′(η)|n−1 + η

(
α(n− 1) + 1

n+ 1

)
f ′(η)− αf(η) = 0. (30)

Òåïåðü ïðåäñòàâèì ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (19) - (21) â àâòîìîäåëüíûõ ïå-

ðåìåííûõ. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèåì (17) è âûðàæåíèåì äëÿ

íåçàâèñèìîé àâòîìîäåëüíîé ïåðåìåííîé η:

η = y

√
ρ

µt
=

y√
νt
. (31)

Ãðàíè÷íîå óñëîâèå íà ïîâåðõíîñòè ïëàñòèíû ïðèíèìàåò âèä:

ïðè η = 0 : f(0) = 1. (32)

Ãðàíè÷íîå óñëîâèå ¾íà áåñêîíå÷íîñòè¿ ïðèíèìàåò âèä:

ïðè η →∞ : f |η→∞ → 0. (33)

Òàêèì îáðàçîì, â àâòîìîäåëüíûõ ïåðåìåííûõ ðåøåíèå çàäà÷è î äâèæåíèè

æèäêîñòè ïîä äåéñòâèåì ïëàñòèíû, íà÷èíàþùåé ðàâíîóñêîðåííîå äâèæåíèå,

ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è (30) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (32) - (33).

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä ïðèñòðåëêè, êîòîðûé ïðåäñòàâ-

ëÿåò ñîáîé êîìáèíàöèþ ìåòîäà Íüþòîíà è ìåòîäà Ðóíãå-Êóòòû 4-ãî ïîðÿäêà.

×èñëåííîå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è òàêîå æå êàê è äëÿ ñëó÷àÿ Íüþòîíîâñêîé

ñðåäû.

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ. Ïðè ðàñ÷åòàõ èññëåäîâàëè ïîâåäåíèå áåçðàçìåð-

íîé ñêîðîñòè u
Atα = f(η) íà ðàçëè÷íûõ îòðåçêàõ àâòîìîäåëüíûõ ïåðåìåííîé

η. Ãðàôèêè çàâèñèìîñòè áåçðàçìåðíîé ñêîðîñòè îò η ïðåäñòàâëåíû íà ðè-

ñóíêàõ â ðàáîòå. Ïðè ýòîì ðàññìàòðèâàëèñü ñîîòâåòñòâåííî èíòåðâàëû ïî η:

[0, 2], [0, 4], [0, 6], [0, 8], [0, 10].

Çàêëþ÷åíèå. Ðàçðàáîòàíà ôèçè÷åñêàÿ è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëè äëÿ èñ-

ñëåäîâàíèÿ äâèæåíèÿ âÿçêîé æèäêîñòè ïîä äåéñòâèåì ïëàñòèíû, ïðèâåäåí-

íîé â äâèæåíèå ñ ïîñòîÿííûì óñêîðåíèåì. Îñóùåñòâèì ïåðåõîä è àâòîìî-

äåëüíûé ïåðåìåííûì è ñôîðìóëèðîâàíà àâòîìîäåëüíàÿ çàäà÷à. Åå ðåøåíèå

ïðèâåäåíî ÷èñëåííî, ìåòîäîì, ïðåäñòàâëÿþùèì êîìáèíàöèþ ìåòîäà Íüþòî-
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íà è ìåòîäà Ðóíãå-Êóòòû 4-ãî ïîðÿäêà, ïîñòðîåíà áëîê-ñõåìà è íàïèñàíà

ïðîãðàììà íà ÿçûêå Python, âûïîëíåíû ÷èñëåííûå ðàñ÷åòû. Ìîäåëèðîâàíèå

ïîêàçàëî, ÷òî òîëùèíà ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ óìåíüøàåòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì óñêî-

ðåíèÿ ïëàñòèíû. Òàêæå èç ðàñ÷¼òîâ ñëåäóåò, ÷òî óñêîðåíèå òîæå âëèÿåò íà

òîëùèíó ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ.

12


