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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Öåëî÷èñëåííûì (èíîãäà åãî íàçûâàþò òàêæå äèñêðåòíûì) ïðîãðàììè-

ðîâàíèåì íàçûâàåòñÿ ðàçäåë ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, èçó÷àþ-

ùèé ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è, â êîòîðûõ íà èñêîìûå ïåðåìåííûå íàêëàäûâàåò-

ñÿ óñëîâèå öåëî÷èñëåííîñòè, à îáëàñòü äîïóñòèìûõ ðåøåíèé êîíå÷íà. Â ðÿäå

ñëó÷àåâ òàêèå çàäà÷è ðåøàþòñÿ îáû÷íûìè ìåòîäàìè, íàïðèìåð, ñèìïëåêñ-

íûì ìåòîäîì, ñ ïîñëåäóþùèì îêðóãëåíèåì äî öåëûõ ÷èñåë. Îäíàêî òàêîé

ïîäõîä îïðàâäàí, êîãäà îòäåëüíàÿ åäèíèöà ñîñòàâëÿåò î÷åíü ìàëóþ ÷àñòü

âñåãî îáúåìà (íàïðèìåð, òîâàðíûõ çàïàñîâ); â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îí ìîæåò

âíåñòè çíà÷èòåëüíûå èñêàæåíèÿ â äåéñòâèòåëüíî îïòèìàëüíîå ðåøåíèå

Öåëî÷èñëåííîå ïðîãðàììèðîâàíèå âîçíèêëî â 50-60-å ãîäû íàøåãî âåêà

èç íóæä ïðàêòèêè - ãëàâíûì îáðàçîì â ðàáîòå àìåðèêàíñêîãî ìàòåìàòèêà

Ð. Ãîìîðè. Ïåðâîíà÷àëüíî öåëî÷èñëåííîå ïðîãðàììèðîâàíèå ðàçâèâàëîñü íåçà-

âèñèìî îò ãåîìåòðèè ÷èñåë íà îñíîâå òåîðèè è ìåòîäîâ ìàòåìàòè÷åñêîé îï-

òèìèçàöèè, ïðåæäå âñåãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Îäíàêî â ïîñëåäíèå

âðåìÿ èññëåäîâàíèÿ â ýòîì íàïðàâëåíèè âñå ÷àùå ïðîâîäÿòñÿ ñðåäñòâàìè ìà-

òåìàòèêè öåëûõ ÷èñåë. Çàäà÷è òàêîãî òèïà âåñüìà àêòóàëüíû, òàê êàê ê èõ

ðåøåíèþ ñâîäèòñÿ àíàëèç ðàçíîîáðàçíûõ ñèòóàöèé, âîçíèêàþùèõ â ýêîíîìè-

êå, òåõíèêå, âîåííîì äåëå è äðóãèõ îáëàñòÿõ. Ñ ïîÿâëåíèåì ÝÂÌ, ðîñòîì èõ

ïðîèçâîäèòåëüíîñòè ïîâûñèëñÿ èíòåðåñ ê çàäà÷àì òàêîãî òèïà è ê ìàòåìàòè-

êå â öåëîì.

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Öåëî÷èñëåííîå ïðîãðàììèðîâàíèå ïðåäñòàâëÿ-

åò ñîáîé îäíî èç àêòèâíî ðàçâèâàþùèõñÿ íàïðàâëåíèé äèñêðåòíîé îïòèìè-

çàöèè. Ïðè ðàññìîòðåíèè öåëîãî ðÿäà ýêîíîìè÷åñêèõ çàäà÷ íåîáõîäèìî ó÷è-

òûâàòü òðåáîâàíèå öåëî÷èñëåííîñòè èñïîëüçóåìûõ ïåðåìåííûõ. Ìåòîäû öå-

ëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ïîçâîëÿþò ó÷åñòü òàêèå ôàêòî-

ðû, êàê íåäåëèìîñòü îáúåêòîâ, äèñêðåòíîñòü ïðîöåññîâ, íàëè÷èå àëüòåðíà-

òèâ, ôèêñèðîâàííûå äîïëàòû è ðÿä äðóãèõ.

Îáúåêò èññëåäîâàíèÿ � çàäà÷è öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàì-

ìèðîâàíèÿ.

Öåëüþ áàêàëàâðñêîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå è ïðîãðàììíàÿ ðå-

àëèçàöèÿ ìåòîäà Ãîìîðè äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðî-
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ãðàììèðîâàíèè. Â ñâÿçè ñ ïîñòàâëåííîé öåëüþ â ðàáîòå ðåøàëèñü ñëåäóþùèå

çàäà÷è:

� ðåøåíèå çàäà÷è öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, èñïîëü-

çóÿ ñèìïëåêñ-ìåòîä áåç îãðàíè÷åíèé íà öåëî÷èñëåííîñòü ðåøåíèÿ;

� ïîëó÷åííûé ñ ïîìîùüþ ñèìïëåêñ-ìåòîäà ðåçóëüòàò îáðàáîòàòü, èñïîëü-

çóÿ ìåòîä Ãîìîðè;

� ñîçäàòü ïðîãðàììíûé ïðîäóêò, ðåàëèçóþùèé ìåòîä Ãîìîðè íà ïðèìåðå

ïîñòàâëåííîé çàäà÷è.

Ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü äàííîé ðàáîòû ñîñòîèò â òîì, ÷òî ðàç-

ðàáîòàííûé ïðîãðàììíûé ïðîäóêò ìîæíî èñïîëüçîâàòü â äàëüíåéøåì äëÿ

ðåøåíèÿ äðóãèõ çàäà÷ öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Ñòðóêòóðà è ñîäåðæàíèå áàêàëàâðñêîé ðàáîòû. Ðàáîòà ñîñòîèò

èç ââåäåíèÿ, òðåõ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ, ñïèñêà èñïîëüçîâàííûõ èñòî÷íèêîâ, äâóõ

ïðèëîæåíèé.

ÎÑÍÎÂÍÎÅ ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ

Âî ââåäåíèè îáîñíîâûâàåòñÿ àêòóàëüíîñòü ðàáîòû, ñòàâÿòñÿ öåëè è

çàäà÷è.

Â ïåðâîì ðàçäåëå ïðèâîäÿòñÿ îñíîâíûå ïîíÿòèÿ ëèíåéíîãî ïðîãðàì-

ìèðîâàíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü A - ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè m × n, b - n-ìåðíûé

âåêòîð, c - m-ìåðíûé âåêòîð. Êàíîíè÷åñêàÿ çàäà÷à ìàêñèìèçàöèè ñîñòîèò

â îòûñêàíèè íåîòðèöàòåëüíîãî âåêòîðà x, êîòîðûé

xc → max (1)

ïðè óñëîâèè

xA = b. (2)

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü a1, ..., ar, a1, ..., as è c -m-ìåðíûå âåêòîðû, à β1, ..., βr,

β1, ..., βs - ÷èñëà. Îáùåé çàäà÷åé ìàêñèìèçàöèè íàçûâàåòñÿ çàäà÷à íàõîæ-

äåíèÿ òàêîãî m-ìåðíîãî âåêòîðà x, ÷òîáû

xc → max (3)
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ïðè óñëîâèÿõ

xaj = βj, j = 1, ..., r, (4)

xaj = βj, j = 1, ..., s.

Äàëåå â ðàçäåëå ïðèâîäèòñÿ îïèñàíèå ñèìïëåêñ-ìåòîäà äëÿ ðåøåíèÿ

çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü a1, ..., am - ìíîæåñòâî ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ âåê-

òîðîâ, b1, ..., bn - ìíîæåñòâî âåêòîðîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ëè-

íåéíîé êîìáèíàöèåé ai. Òàáëèöåé âåêòîðîâ bj ïî îòíîøåíèþ ê áàçèñó ai

íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà T , âûðàæàþùàÿ êàæäûé èç âåêòîðîâ bj â âèäå ëè-

íåéíîé êîìáèíàöèè ai. Îíà ïðèâåäåíà â Òàáëèöå 1.

Òàáëèöà 1 � Ìàòðèöà T

b1 . . . bj . . . bn
a1 τ11 . . . τ1j . . . τ1n
. . . .

. . . .

. . . .

ai τi1 . . . τij . . . τin
. . . .

. . . .

. . . .

am τm1 . . . τmj . . . τmn

Çäåñü τij åñòü êîýôôèöèåíò ïðè ai â âûðàæåíèè äëÿ bj, ò. å.

bj =
m∑
i=1

τijai.

Îñíîâíîé âû÷èñëèòåëüíûé ýòàï ñîñòîèò â òîì, ÷òî íàçûâàåòñÿ îïåðà-

öèåé çàìåùåíèÿ.

Òåîðåìà 1 (îïåðàöèÿ çàìåùåíèÿ). Åñëè â òàáëèöå T τrs ̸= 0, òî âåêòîðû

a1, ..., ar−1, bs, ar+1, ..., am îáðàçóþò áàçèñ, è ýëåìåíòû òàáëèöû T ′ èìåþò

âèä:

τ ′ij = τij −
τis
τrs

τrj, ïðè i ̸= r, j = 1, ..., n, (5)
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τ ′rj =
τrj
τrs

, ïðè i = r, j = 1, ..., n. (6)

Ôîðìóëû (5) è (6) ýêâèâàëåíòíû ñëåäóþùåìó ïðàâèëó.

Îïðåäåëåíèå 4 (ïðàâèëî çàìåùåíèÿ). ×òîáû ïîëó÷èòü òàáëèöó T ′ èç

òàáëèöû T , íóæíî

1. ïðèáàâèòü ñòðîêó tr, óìíîæåííóþ íà íåêîòîðûå ñêàëÿðíûå ìíîæè-

òåëè, ê êàæäîé èç îñòàëüíûõ ñòðîê T òàê, ÷òîáû ïîëó÷èòü íóëè â

s-ì ñòîëáöå, ïîñëå ÷åãî

2. ðàçäåëèòü tr íà τrs.

Ðàññìîòðèì ñíîâà êàíîíè÷åñêóþ çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè: íàéòè òàêîå

y = 0, ÷òî

yb → min (7)

ïðè óñëîâèè, ÷òî

Ay = c. (8)

Ïðîöåäóðà ñèìïëåêñ-ìåòîäà ñîñòîèò â ïîëó÷åíèè ñ ïîìîùüþ îïåðàöèé

çàìåùåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äîïóñòèìûõ âåêòîðîâ äî òåõ ïîð, ïîêà íå áó-

äåò íàéäåí îïòèìàëüíûé âåêòîð. Äàííûé ìåòîä äàåò êðèòåðèé äëÿ îïðå-

äåëåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çàìåùåíèé, ïðè êîòîðîé îïòèìàëüíûé âåêòîð

äîñòèãàåòñÿ íàèáîëåå ýôôåêòèâíûì îáðàçîì:

(à) Ïóñòü ζj - ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå j-ãî ñòîëáöà íà âåêòîð ñòîèìîñòåé

β1, ..., βm. Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî j, βj < ζj, òî ââåäåì aj â íîâûé áàçèñ.

(á) Ðåøèâ ââåñòè â íîâûé áàçèñ âåêòîð as, ïîäñ÷èòàåì îòíîøåíèÿ ηi/τis

äëÿ τis > 0 è çàìåíèì òîò âåêòîð ar ñòàðîãî áàçèñà, äëÿ êîòîðîãî ýòî îòíî-

øåíèå ìèíèìàëüíî.

Òåîðåìà 2 (êðèòåðèé îïòèìàëüíîñòè). Ïóñòü ζj =
∑p

i=1 βiτij. Òîãäà äîïó-

ñòèìûé âåêòîð y îïòèìàëåí, åñëè

ζj 5 βj (9)

ïðè âñåõ j = 1, ..., n.

Åñëè íè îäíî èç ÷èñåë τis íå ïîëîæèòåëüíî, òî âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþ-

ùèì ðåçóëüòàòîì.
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Ëåììà 1. Åñëè ïðè ïîïûòêå ïðèìåíèòü (á) îêàæåòñÿ, ÷òî íè îäíî èç ÷è-

ñåë τis íå ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì (i = 1, ..., p), òî ïåðâîíà÷àëüíàÿ çàäà÷à

íå èìååò ìèíèìóìà.

Ñ÷èòàÿ, ÷òî ðàíã ìàòðèöû A ðàâåí p ïîòðåáóåì, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü

óñëîâèå íåâûðîæäåííîñòè: íåâîçìîæíî âûðàçèòü âåêòîð c â âèäå ëèíåéíîé

êîìáèíàöèè ìåíüøåãî, ÷åì p, ÷èñëà ñòîëáîâ ìàòðèöû A.

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò, íåîáõîäèìûé äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñõîäèìîñòè ïðî-

öåññà ñèìïëåêñ-ìåòîäà, ñëåäóþùèé.

Òåîðåìà 3 (ïðîöåññ óëó÷øåíèÿ). Åñëè ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ íåâûðîæ-

äåííîñòè ïðîèçâåñòè çàìåùåíèå â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðàâèëàìè (à) è (á), òî

âíîâü ïîëó÷åííûé áàçèñ áóäåò ñíîâà äîïóñòèìûì, à ñîîòâåòñòâóþùåå çíà-

÷åíèå ζ ′0 ëèíåéíîé ôîðìû, ïîäëåæàùåé ìèíèìèçàöèè, áóäåò ìåíüøå, ÷åì

ïðåæíåå çíà÷åíèå ζ0.

Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ãîâîðèò î òîì, ÷òî ïîñëå êîíå÷íîãî ÷èñëà øàãîâ

ìû äîñòèãíåì æåëàåìîãî ìèíèìóìà. Â ñàìîì äåëå, âåëè÷èíà ζ0 ïðè êàæäîì

çàìåùåíèè óáûâàåò. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû íå ìîæåì ïîëó÷èòü îäèí è òîò æå

áàçèñ áîëåå îäíîãî ðàçà è äîëæíû ïîýòîìó, â êîíöå êîíöîâ, äîñòè÷ü îïòè-

ìàëüíîãî áàçèñà.

Âî âòîðîì ðàçäåëå ìû ðàññìàòðèâàåì êàíîíè÷åñêóþ çàäà÷ó ìàêñè-

ìèçàöèè ñ äîïîëíèòåëüíûì òðåáîâàíèåì öåëî÷èñëåííîñòè ïåðåìåííûõ:

max ⟨c, x⟩ , (10)

Ax = b, (11)

x ≥ 0, (12)

x � öåëî÷èñëåííûé âåêòîð.

Îïðåäåëåíèå 5. Ïóñòü x∗ � îïòèìàëüíûé ïëàí çàäà÷è (10), (11), íå ÿâëÿ-

þùèéñÿ öåëî÷èñëåííûì. Íåðàâåíñòâî

n∑
j=1

γjxj ≤ γ0,

6



èëè

⟨γ, x⟩ ≤ γ0, (13)

ãäå γ = (γ1, γ2, ..., γn), íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíûì îòñå÷åíèåì, åñëè îíî óäîâëå-

òâîðÿåò òðåáîâàíèÿì: (à) äëÿ âåêòîðà x∗ íåðàâåíñòâî (13) íå âûïîëíÿåò-

ñÿ, ò. å. ⟨γ, x∗⟩ > γ0 (óñëîâèå îòñå÷åíèÿ); (á) åñëè x � öåëî÷èñëåííûé ïëàí

çàäà÷è (10), (11) (ò. å. ïëàí çàäà÷è (10) - (12)), òî x óäîâëåòâîðÿåò (13)

(óñëîâèå ïðàâèëüíîñòè).

Äàëåå îïèñûâàåòñÿ ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ïðàâèëüíîãî îòñå÷åíèÿ, ïðåäëî-

æåííûé Ð. Ãîìîðè. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âåùåñòâåííîãî ÷èñëà α ÷åðåç [α] áóäåì

îáîçíà÷àòü åãî öåëóþ ÷àñòü, ò.å. [α] åñòü íàèáîëüøåå öåëîå ÷èñëî k, íå ïðå-

âîñõîäÿùåå α. Äðîáíîé ÷àñòüþ {α} ÷èñëà α íàçûâàåòñÿ ÷èñëî {α} = α− [α].

Îáîçíà÷èì çàäà÷ó (10), (11) ÷åðåç L0. Íà ïåðâîì ýòàïå íàõîäèì ëåêñè-

êîãðàôè÷åñêèé ìàêñèìóì çàäà÷è L0. Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç

x(0) = (x0(0), x1(0), ..., xn(0))

(n + 1)-ìåðíûé âåêòîð òàêîé, ÷òî (x0(0), x1(0), ..., xn(0)) � ðåøåíèå ëåêñèêî-

ãðàôè÷åñêîé çàäà÷è L0, à x0(0) =
∑n

j=1 cjxj(0) � çíà÷åíèå ëèíåéíîé ôîðìû.

Âåêòîð x(0) ÿâëÿåòñÿ îïîðíûì ïëàíîì, îí æå ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî äîïóñòèìûì

ïñåâäîïëàíîì. Åñëè x(0) - öåëî÷èñëåííûé âåêòîð, òî ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çà-

äà÷è (10) � (12).

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îòûñêèâàåòñÿ ìèíèìàëüíûé èíäåêñ s, 0 ≤ s ≤ n,

äëÿ êîòîðîãî âåëè÷èíà x(0) íå ÿâëÿåòñÿ öåëîé. Ïóñòü ℜ(0) � ñèìïëåêñíàÿ

òàáëèöà â êîîðäèíàòíîé ôîðìå, ñîîòâåòñòâóþùàÿ âåêòîðó x(0) . Ñ ïîìîùüþ

êîýôôèöèåíòîâ s-é ñòðîêè ýòîé òàáëèöû ñòðîèòñÿ ïðàâèëüíîå îòñå÷åíèå.

Ââîäèòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ ïåðåìåííàÿ xn+1 è ðàññìàòðèâàåòñÿ íîâàÿ

çàäà÷à L1:

max ⟨c, x⟩ ,

Ax = b, (14)∑
j∈ω

{αsj}xj − xn+1 = {αs0}, (15)
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x ≥ 0, xn+1 ≥ 0. (16)

Ñëåäóþùèé ýòàï ñîñòîèò â íàõîæäåíèè ëåêñèêîãðàôè÷åñêîãî ìàêñèìó-

ìà çàäà÷è L1. Íà÷àëüíûé ñòðîãî äîïóñòèìûé ïñåâäîïëàí äëÿ äëÿ ïðèìåíå-

íèÿ äâîéñòâåííîãî ñèìïëåêñ-ìåòîäà ê çàäà÷å L1:

y(1) = (x0(0), x1(0), ..., xp(0), xn+1(0)),

ãäå

xn+1(0) =
∑
j∈ω

{αsj}xj(0)− {αs0} = −{αs0}.

Äàëåå ñòðîèì ñèìïëåêñ-òàáëèöó, ñîîòâåòñòâóþùóþ óêàçàííîìó áàçèñó âåêòî-

ðà y(1), äëÿ ýòîãî íóæíî ïðèïèñàòü ñíèçó ê òàáëèöå ℜ(0) ñòðîêó

(−{αs0},−{αsj1}, ...,−{αsjn−m
}),

ãäå ω = {j1, j2, ..., jn−m} � ñïèñîê íîìåðîâ íåáàçèñíûõ ïåðåìåííûõ, ñîîòâåò-

ñòâóþùèõ òàáëèöå ℜ(0) îïîðíîãî ïëàíà x(0). Ïîñêîëüêó x(0) � ñòðîãî äîïó-

ñòèìûé ïñåâäîïëàí, òî âñÿêèé ñòîëáåö βj, j ∈ ω, òàáëèöû ℜ(0) ëåêñèêîãðà-
ôè÷åñêè ïîëîæèòåëåí: βj ≻ 0, j ∈ ω. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî è â ñèìïëåêñíîé

òàáëèöå â êîîðäèíàòíîé ôîðìå, îòâå÷àþùåé îïîðíîìó âåêòîðó y(1), âñÿêèé

ñòîëáåö (êðîìå ïåðâîãî, ñîâïàäàþùåãî ñ y(1)) ëåêñèêîãðàôè÷åñêè ïîëîæèòå-

ëåí: (
βj

−{αsj}

)
≻ 0, j ∈ ω.

Òàêèì îáðàçîì, èìåÿ â ñâîåì ðàñïîðÿæåíèè ðåøåíèå x(0) ëåêñèêîãðàôè÷å-

ñêîé çàäà÷è L0 è ñîîòâåòñòâóþùóþ ñèìïëåêñ-òàáëèöó â êîîðäèíàòíîé ôîðìå

ℜ(0), áåç êàêèõ-ëèáî äîïîëíèòåëüíûõ âû÷èñëåíèé íàõîäèì íà÷àëüíûé ñòðî-

ãî äîïóñòèìûé ïñåâäîïëàí y(1) äëÿ çàäà÷è L1 è ñòðîèì ñîîòâåòñòâóþùóþ

åìó ñèìïëåêñíóþ òàáëèöó â êîîðäèíàòíîé ôîðìå.

Ìîæåò ñëó÷èòüñÿ, ÷òî ëåêñèêîãðàôè÷åñêàÿ çàäà÷à L1 íå èìååò ðåøå-

íèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå öåëî÷èñëåííîé çàäà÷è (10)�(12) ñëåäóåò ïðåêðà-

òèòü, ïîñêîëüêó èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 4. Åñëè â çàäà÷å L1 íå ñóùåñòâóåò ëåêñèêîãðàôè÷åñêîãî ìàêñè-
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ìóìà, òî ìíîæåñòâî X̃ öåëî÷èñëåííûõ òî÷åê çàäà÷è (10)�(12) ïóñòî.

Ïóñòü x(1) = (x0(1), x1(1), ..., xn(1), xn+1(1)) � ðåøåíèå ëåêñèêîãðàôè-

÷åñêîé çàäà÷è L1. Îòïðàâëÿÿñü îò çàäà÷è L1 è âåêòîðà x(1), àíàëîãè÷íûì

îáðàçîì ñòðîÿòñÿ çàäà÷è Lr, r = 2, 3, ..., è ðåøåíèÿ x(r) ∈ Rn+1+r ñîîòâåò-

ñòâóþùèõ èì ëåêñèêîãðàôè÷åñêèõ çàäà÷.

Åñëè íà êàêîì-òî øàãå r âåêòîð

x(r) = (x0(r), x1(r), ..., xn(r), ..., xn+r(r))

îêàçûâàåòñÿ öåëî÷èñëåííûì, òî âåêòîð (x0(r), x1(r), ..., xn(r)) ÿâëÿåòñÿ ðåøå-

íèåì çàäà÷è (10)�(12).

Â òðåòüåì ðàçäåëå ïðèâîäèòñÿ ðåøåíèå ñëåäóþùåé öåëî÷èñëåííîé

çàäà÷è îïòèìèçàöèÿ ðàçìåùåíèÿ ïîáî÷íîãî ïðîèçâîäñòâà ëåñíè÷åñòâà.

Ëåñíè÷åñòâî èìååò 24 ãà ñâîáîäíîé çåìëè ïîä ïàðîì è çàèíòåðåñîâà-

íî èçâëå÷ü èç íåå äîõîä. Îíî ìîæåò âûðàùèâàòü ñàæåíöû áûñòðîðàñòóùåãî

ãèáðèäà íîâîãîäíåé åëè, êîòîðûå äîñòèãàþò ñïåëîñòè çà îäèí ãîä, èëè áû÷-

êîâ, îòâåäÿ ÷àñòü çåìëè ïîä ïàñòáèùå. Äåðåâüÿ âûðàùèâàþòñÿ è ïðîäàþòñÿ â

ïàðòèÿõ ïî 1000 øòóê. Òðåáóåòñÿ 1,5 ãà äëÿ âûðàùèâàíèÿ îäíîé ïàðòèè äåðå-

âüåâ è 4 ãà äëÿ âñêàðìëèâàíèÿ îäíîãî áû÷êà. Ëåñíè÷åñòâî ìîæåò ïîòðàòèòü

òîëüêî 200 ÷. â ãîä íà ñâîå ïîáî÷íîå ïðîèçâîäñòâî. Ïðàêòèêà ïîêàçûâàåò,

÷òî òðåáóåòñÿ 20 ÷. äëÿ êóëüòèâàöèè, ïîäðåçàíèÿ, âûðóáêè è ïàêåòèðîâàíèÿ

îäíîé ïàðòèè äåðåâüåâ. Äëÿ óõîäà çà îäíèì áû÷êîì òàêæå òðåáóåòñÿ 20 ÷.

Ëåñíè÷åñòâî èìååò âîçìîæíîñòü èçðàñõîäîâàòü íà ýòè öåëè 6 òûñ. ðóá. Ãîäî-

âûå èçäåðæêè íà îäíó ïàðòèþ äåðåâüåâ âûëèâàþòñÿ â 150 ðóá. è 1,2 òûñ. ðóá.

íà îäíîãî áû÷êà. Óæå çàêëþ÷åí êîíòðàêò íà ïîñòàâêó 2 áû÷êîâ. Ïî ñëîæèâ-

øèìñÿ öåíàì, îäíà íîâîãîäíÿÿ åëü ïðèíåñåò ÷èñòûé äîõîä â 2,5 ðóá., îäèí

áû÷îê - 5 òûñ. ðóá.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è:

1. Â êà÷åñòâå ïîêàçàòåëÿ ýôôåêòèâíîñòè öåëåñîîáðàçíî âçÿòü äîõîä çà

îïåðàöèþ (ãîäîâîé ÷èñòûé äîõîä ñ çåìëè â ðóáëÿõ).

2. Â êà÷åñòâå óïðàâëÿåìûõ ïåðåìåííûõ çàäà÷è ñëåäóåò âçÿòü:

� x1 � êîëè÷åñòâî îòêàðìëèâàåìûõ áû÷êîâ â ãîä;

� x2 � êîëè÷åñòâî âûðàùèâàåìûõ ïàðòèé áûñòðîðàñòóùèõ íîâîãîä-
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íèõ åëåé ïî 1000 øò. â êàæäîé â ãîä.

3. Öåëåâàÿ ôóíêöèÿ:

5000x1 + 2500x2 → max,

4. Îãðàíè÷åíèÿ:

� Ïî èñïîëüçîâàíèþ çåìëè, ãà:

4x1 + 1, 5x2 ≤ 24,

� Ïî áþäæåòó, ðóá.:

1200x1 + 150x2 ≤ 6000,

� Ïî òðóäîâûì ðåñóðñàì, ÷.:

20x1 + 20x2 ≤ 200,

� Îáÿçàòåëüñòâà ïî êîíòðàêòó, øò.:

x1 ≥ 2,

� Îáëàñòíûå îãðàíè÷åíèÿ:

x1, x2 ≥ 0,

Äëÿ ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è íà ÿçûêå C# áûëà íàïèñàíà ïðîãðàììà,

êîòîðàÿ âû÷èñëÿåò îïòèìàëüíûé ïëàí ñ ïîìîùüþ ñèìïëåêñ-ìåòîäà, è, åñ-

ëè îí íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ öåëî÷èñëåííîñòè, îáðàáàòûâàåò ïîëó÷åííûé

ðåçóëüòàò ïðè ïîìîùè ìåòîäà Ãîìîðè.

Âõîäíûìè äàíííûìè ïðîãðàììû ÿâëÿþòñÿ:

� öåëåâàÿ ôóíêöèÿ;

� îãðàíè÷åíèÿ çàäà÷è.

Âûõîäíûìè äàíííûìè ïðîãðàììû ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå:

� ñèìïëåêñ òàáëèöà;

� îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ;
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� ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè ïðè óñëîâèè öåëî÷èñëåííîñòè

ïåðåìåííûõ.

Ðåçóëüòàòû ðàáîòû äàííîé ïðîãðàììû ïîñëå èñïîëüçîâàíèÿ ñèìïëåêñ-

ìåòîäà è ìåòîäà Ãîìîðè ïðåäñòàâëåíû â Òàáëèöå 2 è Òàáëèöå 3 ñîîòâåòñòâåí-

íî.

Òàáëèöà 2 � Ðåçóëüòàò ðàáîòû ñèìïëåêñ-ìåòîäà

b x1 x2 x3 x4 x5 x6

x6 1.6 0 0 0.4 0 -0.03 1

x4 720 0 0 -420 1 24 0

x2 6.4 0 1 -0.4 0 0.08 0

x1 3.6 1 0 0.4 0 -0.03 0

Fmax 34000 0 0 1000 0 50 0

Òàáëèöà 3 � Ðåçóëüòàò ðàáîòû ìåòîäà Ãîìîðè

b x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8 x9 x10 x11 x12 x13 x14

x6 2 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1.67 -1

x4 450 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 -1550 900

x2 5 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -3 2

x1 4 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1.67 -1

x5 20 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 26.67 -20

x7 19 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 25 -19

x8 18 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 23.33 -18

x9 17 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 21.67 -17

x10 14.5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 18.83 -15

x11 3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 5 -4

x3 0.5 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -2.17 1

x12 0.5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0.83 -1

Fmax 32500 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 833.33 0

Â çàêëþ÷åíèè ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû áàêàëàâðñêîé ðàáîòû.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

1. Îïðåäåëåíû îñíîâíûå ïîíÿòèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ îïèñàíèÿ çàäà÷ ëè-

íåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, èçó÷åí ñèìïëåêñ-ìåòîä äëÿ ðåøåíèÿ îïòè-

ìèçàöèîííîé çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

2. Îïðåäåëåíû îñíîâíûå ïîíÿòèÿ öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììè-

ðîâàíèÿ, èçó÷åí ìåòîä Ãîìîðè äëÿ íàõîæäåíèÿ öåëî÷èñëåííîãî ðåøå-

íèÿ â çàäà÷àõ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.
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3. Ðåøåíà çàäà÷à öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, èñïîëü-

çóÿ ñèìïëåêñ-ìåòîä áåç îãðàíè÷åíèé íà öåëî÷èñëåííîñòü ðåøåíèÿ, çà-

òåì ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò áûë îáðàáîòàí, èñïîëüçóÿ ìåòîä Ãîìîðè.

4. Ñîçäàí ïðîãðàììíûé ïðîäóêò, ðåàëèçóþùèé ìåòîä Ãîìîðè íà ïðèìåðå

ïîñòàâëåííîé çàäà÷è.
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