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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Çà÷àñòóþ ÷åëîâåê îñóùåñòâëÿÿ êàêóþ-ëèáî äå-

ÿòåëüíîñòü, ñòàëêèâàåòñÿ ñ ïðîáëåìîé ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ â óñëîâèÿõ ìíîæå-

ñòâà ôàêòîðîâ, âëèÿþùèõ íà ñàìî ðåøåíèå. Ýôôåêòèâíåé âñåãî â ïîäîáíûõ

ñëó÷àÿõ ïîëüçîâàòüñÿ ìàòðè÷íûìè èãðàìè, êîòîðûå ïîìîãàþò óïðîñòèòü ñëî-

æèâøóþñÿ ñèòóàöèþ è ïîëíîñòüþ îöåíèòü âàæíîñòü êàæäîãî ôàêòîðà. Òî

åñòü ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ èãð ÿâëÿåòñÿ ñîñòàâíîé

÷àñòüþ èññëåäîâàíèÿ îïåðàöèé. Îíà ïðèìåíÿåòñÿ â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ ÷åëî-

âå÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè, òàêèõ êàê ýêîíîìèêà è ìåíåäæìåíò, ïðîìûøëåííîñòü

è ñåëüñêîå õîçÿéñòâî, âîåííîå äåëî è ñòðîèòåëüñòâî, òîðãîâëÿ è òðàíñïîðò,

ñâÿçü è ò.ä.

Öåëüþ áàêàëàâðñêîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ:

1. Èçó÷åíèå òåîðåòè÷åñêèõ ïîëîæåíèé ïî êîíå÷íûì è áåñêîíå÷íûì àíòà-

ãîíèñòè÷åñêèì èãðàì.

2. Ðåøåíèå è ñîçäàíèå ïðîãðàììíîãî êîäà çàäà÷è.

Îáúåêò èññëåäîâàíèÿ - êîíå÷íûå è áåñêîíå÷íûå àíòàãîíèñòè÷åñêèå

èãðû.

Ïðåäìåò èññëåäîâàíèÿ - çíà÷åíèå èãðû, îïòèìàëüíûå ñòðàòåãèè èã-

ðîêîâ è ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âûèãðûøà èãðîêà.

Äëÿ äîñòèæåíèÿ öåëåé ïîñòàâëåííûõ â ðàáîòå íåîáõîäèìî ðåøèòü ñëå-

äóþùèå çàäà÷è:

1. Èçó÷èòü òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë.

2. Îòîáðàòü çàäà÷ó äëÿ ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè.

3. Ðàçðàáîòàòü àëãîðèòìû ðåøåíèÿ çàäà÷è.

4. Ïðîãðàììíî ðåàëèçîâàòü îòîáðàííóþ çàäà÷ó íà ÿçûêå C++.

Ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ïðîâîäèìîãî èññëåäîâàíèÿ ñîñòîèò, ê ïðè-

ìåðó, â òîì, ÷òî íà îñíîâàíèè ðåøåííîé çàäà÷è ìîæíî ñäåëàòü âûâîäû (ïðè

èçâåñòíûõ êîëè÷åñòâàõ ðûíêîâ ñáûòà è äåíåæíûõ ñðåäñòâ îáåèõ ñòîðîí) î

òîì: ñêîëüêî äåíåæíûõ ñðåäñòâ ðàñïðåäåëÿåòñÿ íà çàùèòó êîíêðåòíîãî ðûí-

êà ñáûòà è ñ êàêîé âåðîÿòíîñòüþ äðóãàÿ ñòîðîíà âûäåëÿåò äåíåæíûå ñðåäñòâà

äëÿ çàõâàòà ýòèõ ðûíêîâ.

Ñòðóêòóðà è ñîäåðæàíèå áàêàëàâðñêîé ðàáîòû. Ðàáîòà ñîñòîèò
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èç ââåäåíèÿ, øåñòè ðàçäåëîâ, çàêëþ÷åíèÿ, ñïèñêà èñïîëüçîâàííûõ èñòî÷íè-

êîâ è ïðèëîæåíèÿ.

ÎÑÍÎÂÍÎÅ ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ

Âî ââåäåíèè îáîñíîâûâàåòñÿ àêòóàëüíîñòü òåìû ðàáîòû, ôîðìóëèðó-

åòñÿ öåëü áàêàëàâðñêîé ðàáîòû è ðåøàåìûå çàäà÷è, îòìå÷àåòñÿ ïðàêòè÷åñêàÿ

çíà÷èìîñòü èññëåäîâàíèÿ.

Â ïåðâîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåì ââîäíóþ èíôîðìàöèþ, à èìåííî îñ-

íîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè èãð.

Òåîðèÿ èãð � ýòî ðàçäåë ìàòåìàòèêè, â êîòîðîì èññëåäóþòñÿ è âû-

ðàáàòûâàþòñÿ îïòèìàëüíûå ïðàâèëà (ñòðàòåãèè) ïîâåäåíèÿ äëÿ êàæäîãî èç

ó÷àñòíèêîâ êîíôëèêòíîé ñèòóàöèè.

Èäåàëèçèðîâàííàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü êîëëåêòèâíîãî ïîâåäåíèÿ

íåñêîëüêèõ ëèö, èíòåðåñû êîòîðûõ ðàçëè÷íû, ÷òî è ïîðîæäàåò êîíôëèêòíóþ

ñèòóàöèþ íàçûâàåòñÿ èãðîé. À ñàìè ëèöà íàçûâàþòñÿ èãðîêàìè.

Â òåîðèè èãð ñóùåñòâóþò äâà íàïðàâëåíèÿ:

1. Òåîðèÿ êîîïåðàòèâíûõ èãð.

2. Òåîðèÿ íåêîîïåðàòèâíûõ èãð.

Åñëè èìåþòñÿ äâîå èãðîêîâ, èíòåðåñû êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ïðîòèâîïî-

ëîæíûìè, òî òàêàÿ èãðà íàçûâàåòñÿ àíòàãîíèñòè÷åñêîé.

Âî âòîðîé ãëàâå ïðèâîäèì â ðàññìîòðåíèå òåîðèþ ìàòðè÷íûõ èãð.

Àíòàãîíèñòè÷åñêàÿ èãðà G îïèñûâàåòñÿ äâóìÿ ìíîæåñòâàìè X è Y è

âåùåñòâåííîé ôóíêöèåé F , îïðåäåë¼ííîé íà ïàðàõ (x, y), ãäå x ∈ X, y ∈ Y .
Ýëåìåíòû x, y ìíîæåñòâ X è Y ÿâëÿþòñÿ ñòðàòåãèÿìè èãðîêîâ, ó÷àñò-

âîâàâøèõ â èãðå G. Ôóíêöèåé âûèãðûøà ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ F , à å¼ çíà÷åíèå

ýòî âûèãðûø.

Çíà÷åíèå F (x, y) ýòî âåëè÷èíà, êîòîðóþ âòîðîé èãðîê ïëàòèò ïåðâîìó,

åñëè ïåðâûé èãðîê âûáèðàåò ñòðàòåãèþ x, à âòîðîé âûáèðàåò y.

Àíòàãîíèñòè÷åñêàÿ èãðà - ýòî ïàðíàÿ èãðà ñ íóëåâîé ñóììîé. Èãðà íà-

çûâàåòñÿ èãðîé ñ íóëåâîé ñóììîé, â òîì ñëó÷àå, åñëè ëþáàÿ âîçìîæíàÿ ïàð-

òèÿ íåêîòîðîé èãðû èìååò íóëåâóþ ñóììó âûèãðûøåé fi, i = [1, N ] âñåõ N

èãðîêîâ (
N∑
i=1

fi = 0).
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Çàôèêñèðóåì èãðó G ñ ìíîæåñòâàìè ñòðàòåãèé X è Y è ôóíêöèåé âû-

èãðûøà F .

Åñëè ìíîæåñòâà X è Y êîíå÷íû, òî âûèãðûø F ìîæíî ïðåäñòàâèòü â

âèäå ìàòðèöû A.

A =



a11 · · · a1p · · · a1j

a21 · · · a2p · · · a2j

· · · · · · · · · · · · · · ·
am1 · · · amp · · · amj

· · · · · · · · · · · · · · ·
ai1 · · · aip · · · aij


.

È òàêèå èãðû íàçûâàþòñÿ ìàòðè÷íûìè èãðàìè.

Äîêàæåì òåîðåìó, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ âàæíîé õîòü è ïðîñòîé â òåîðèè

èãð.

Òåîðåìà 1. Èãðà G èìååò íå áîëåå îäíîãî çíà÷åíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (x1, y1, f1) è (x2, y2, f2) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè èãðû

G. Òîãäà

f1 = F (x1, y1) = F (x2, y1) = F (x2, y2) = f2 = F (x1, y2) = F (x1, y1) = f1.

È, êàê î÷åâèäíî, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî f1 = f2.

Ïóñòü G - èãðà (X, Y ;F ). Ñìåøàííîé ñòðàòåãèåé s ïåðâîãî èãðîêà íà-

çûâàåòñÿ âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ íà S, òàêàÿ ÷òî

s(x) = 0,

s(x) = 0 äëÿ âñåõ, êðîìå êîíå÷íîãî ÷èñëà x ∈ X,∑
x∈X

s(x) = 1.

×èñëî s(x) ÿâëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòüþ, ñ êîòîðîé ïåðâûé èãðîê âûáèðàåò x.

×òîáû îòëè÷àòü ïåðâîíà÷àëüíûå ñòðàòåãèè x è y îò ñìåøàííûõ s è t, áóäåì
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íàçûâàòü èõ ÷èñòûìè ñòðàòåãèÿìè. Îäíàêî, íà ñàìîì äåëå, ÷èñòàÿ ñòðàòåãèÿ

ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ñìåøàííîé ñòðàòåãèè, äëÿ êîòîðîãî s(x) = 1, è

s(x1) = 0 ïðè x1 6= x.

ÏóñòüX è Y - ïðîèçâîëüíûå ìíîæåñòâà. Âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ F äâóõ

ïåðåìåííûõ x0 ∈ X, y0 ∈ Y èìååò ñåäëîâóþ òî÷êó (x0, y0), åñëè

∀x ∈ X, ∀y ∈ Y F (x, y0) ≤ F (x0, y0) ≤ F (x0, y).

Ñîâîêóïíîñòü G = (X, Y, F (x, y)) çàäà¼ò àíòàãîíèñòè÷åñêóþ èãðó. Àí-

òàãîíèñòè÷åñêàÿ èãðàG èìååò ðåøåíèå, åñëè ôóíêöèÿ F (x, y) èìååò ñåäëîâóþ

òî÷êó. Ïóñòü (x0, y0) - ñåäëîâàÿ òî÷êà ôóíêöèè F (x, y). Òðîéêà: x0, y0, F (x0, y0)

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì èãðû, à ñàìè x0, y0 íàçûâàþòñÿ îïòèìàëüíûìè ñòðàòåãè-

ÿìè èãðîêîâ è F (x0, y0) - ýòî çíà÷åíèå èãðû.

Ëåììà 1. Åñëè (x0, y0), (x∗, y∗) - äâå ñåäëîâûå òî÷êè ôóíêöèè F (x, y), òî

F (x0, y0) = F (x∗, y∗).

Äàäèì îïðåäåëåíèÿ ìèíèìàêñà è ìàêñèìèíèìóìà:

Ïóñòü F - ôóíêöèÿ x è y. Ïîëîæèì

FM(y) = max
x∈X

F (x, y),

Fm(x) = min
y∈Y

F (x, y)

è

minimaxF = min
y∈Y

FM(y),

maximinF = max
x∈X

Fm(x).

Ïîíÿòèÿ ñåäëîâîé òî÷êè, ìèíèìàêñà è ìàêñèìèíà ñâÿçàíû ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

Òåîðåìà 2. Åñëè F - ôóíêöèÿ, äëÿ êîòîðîé ñóùåñòâóåò êàê ìèíèìàêñ,

òàê è ìàêñèìèí, òî

maximinF ≤ minimaxF,
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è ðàâåíñòâî èìååò ìåñòî â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ó F åñòü

ñåäëîâàÿ òî÷êà.

Â òðåòüåé ãëàâå ââîäèì òåîðèþ ñèììåòðè÷íûõ èãð.

Èãðà G = (X, Y ;F ) íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íîé, åñëè X = Y è

F (x, y) = −F (y, x) ïðè âñåõ x, y. È îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî F (x, x) = 0 ïðè

ëþáûõ x.

Ëåììà 2. Ñèììåòðè÷íàÿ èãðà G èìååò ðåøåíèå â òîì è òîëüêî â òîì

ñëó÷àå, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå x̄ ∈ X, ÷òî F (x̄, x) = 0 ïðè âñåõ x ∈ X.

Ïóñòü G = (X, Y ;F ) - ïðîèçâîëüíàÿ èãðà. Å¼ ñèììåòðèçàöèåé íàçûâà-

åòñÿ èãðà Ḡ, ñòðàòåãèè êîòîðîé ñîñòîÿò èç âñåõ ïàð (x, y), ãäå x ∈ X, y ∈ Y ,
à âûèãðûø îïðåäåëÿåòñÿ òàê:

F̄ [(x, y), (x1, y1)] = F (x, y1)− F (x1, y).

Çíà÷åíèå îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè äëÿ èãðû Ḡ ðàâíîñèëüíî èíôîðìàöèè

îòíîñèòåëüíî îáîèõ èãðîêîâ â èñõîäíîé èãðå G. Èç ýòîãî âûòåêàåò òåîðåìà.

Òåîðåìà 3. Èãðà G èìååò ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èìååò

ðåøåíèå èãðà Ḡ.

Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ñïðàâåäëèâû è äëÿ ñìåøàííûõ ñòðàòåãèé.

Ñëåäîâàòåëüíî, âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 4. Èãðà G èìååò ðåøåíèå â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ òîãäà è òîëü-

êî òîãäà, êîãäà òàêîå ðåøåíèå èìååò å¼ ñèììåòðèçàöèÿ Ḡ.

Â ÷åòâåðòîé ãëàâå ïðèâîäèòñÿ äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîé òåîðåìû ìàò-

ðè÷íûõ èãð è âñïîìîãàòåëüíûõ òåîðåì.

Òåîðåìà 5. Êàæäàÿ ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðè÷íàÿ èãðà èìååò ðåøåíèå â ñìå-

øàííûõ ñòðàòåãèÿõ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî èìååòñÿ òàêàÿ ñìå-

øàííàÿ ñòðàòåãèÿ x̄, ÷òî x̄A = 0. Åñëè òàêîé ñòðàòåãèè x̄ íåò, òî íåðàâåíñòâî

xA > 0
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íå èìååò ïîëóïîëîæèòåëüíûõ ðåøåíèé. Íî òîãäà, ñîãëàñíî òåîðåìå (Ïîëóïî-

ëîæèòåëüíûå ðåøåíèÿ îäíîðîäíûõ íåðàâåíñòâ) - ñóùåñòâóåò òàêîé íåîòðè-

öàòåëüíûé âåêòîð y , ÷òî Ay < 0. Òàê êàê y 6= 0, ýòîò âåêòîð â äåéñòâèòåëü-

íîñòè äîëæåí áûòü ïîëóïîëîæèòåëüíûì. Íî òîãäà èç xA = −Ax ïîëó÷àåì,

÷òî yA > 0, à ýòî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ îá îòñóòñòâèè ó xA > 0

ïîëóïîëîæèòåëüíûõ ðåøåíèé.

Â ïÿòîé ãëàâå, ïåðåõîäèì ê ðàññìîòðåíèþ òåîðèè áåñêîíå÷íûõ èãð.

×àñòî â êîíôëèêòíûõ ñèòóàöèÿõ ñòîðîíû, ïðåñëåäóþùèå ïðÿìî ïðîòè-

âîïîëîæíûå öåëè, âûáèðàþò çíà÷åíèÿ íåêîòîðûõ íåïðåðûâíî èçìåíÿþùèõñÿ

ïàðàìåòðîâ. Îáû÷íî â ýòîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ äëÿ âûáîðà çíà÷å-

íèé ïàðàìåòðà ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íûì, è ïîýòîìó òåîðåòèêî-èãðîâûå ìîäåëè

òàêèõ êîíôëèêòîâ íàçûâàþòñÿ áåñêîíå÷íûìè àíòàãîíèñòè÷åñêèìè èãðàìè.

Áåñêîíå÷íàÿ àíòàãîíèñòè÷åñêàÿ èãðà, òàê æå êàê è êîíå÷íàÿ, çàäàåòñÿ

òðîéêîé G = (x, y;F ), ãäå x - ìíîæåñòâî ÷èñòûõ ñòðàòåãèé ïåðâîãî èãðîêà,

y− ìíîæåñòâî ÷èñòûõ ñòðàòåãèé âòîðîãî èãðîêà, F - ôóíêöèÿ âûèãðûøà.

Åäèíñòâåííîå îòëè÷èå áåñêîíå÷íûõ àíòàãîíèñòè÷åñêèõ èãð îò êîíå÷-

íûõ ñîñòîèò â òîì, ÷òî â áåñêîíå÷íîé èãðå õîòÿ áû îäèí èç èãðîêîâ èìååò

áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ÷èñòûõ ñòðàòåãèé (åñëè æå õîòÿ áû îäèí èãðîê èìååò

êîíå÷íîå ÷èñëî ñòðàòåãèé, òî èññëåäîâàíèå èãðû ñóùåñòâåííî óïðîùàåòñÿ).

Ïîýòîìó â ýòèõ èãðàõ èãðîêè ìîãóò ñëåäîâàòü òåì æå ïðèíöèïàì îïòèìàëü-

íîñòè. Îäíàêî ýòè ïðèíöèïû çäåñü ðåàëèçóþòñÿ óæå íå âñåãäà. Ïåðâàÿ òðóä-

íîñòü çàêëþ÷àåòñÿ â êîíñòðóèðîâàíèè ñìåøàííîãî ðàñøèðåíèÿ èãðû.

Ðåàëüíûé êîíôëèêò ìîæåò ìîäåëèðîâàòüñÿ áåñêîíå÷íîé àíòàãîíèñòè-

÷åñêîé èãðîé, åñëè îí îòâå÷àåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì.

1. Êîíôëèêò îïðåäåëÿåòñÿ àíòàãîíèñòè÷åñêèì âçàèìîäåéñòâèåì äâóõ

ñòîðîí, èç êîòîðûõ õîòÿ áû îäíà èëè îáå ðàñïîëàãàåò áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì

âîçìîæíûõ äåéñòâèé.

2. Ñâîè äåéñòâèÿ ñòîðîíû ïðåäïðèíèìàþò íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà,

ò.å. êàæäàÿ èç íèõ íå ðàñïîëàãàåò íèêàêîé èíôîðìàöèåé î äåéñòâèè, ñîâåð-

øàåìîì äðóãîé ñòîðîíîé ðåçóëüòàò ýòèõ äåéñòâèé îöåíèâàåòñÿ âåùåñòâåííûì

÷èñëîì, êîòîðîå îïðåäåëÿåò ïîëåçíîñòü ñëîæèâøåéñÿ ñèòóàöèè äëÿ îäíîé èç

ñòîðîí.
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3. Êàæäàÿ èç êîíôëèêòóþùèõ ñòîðîí çíàåò êàê äëÿ ñåáÿ, òàê è äëÿ

ïðîòèâíèêà ïîëåçíîñòü âîçìîæíîé ñèòóàöèè, ïîëó÷àåìîé â ðåçóëüòàòå èõ âçà-

èìîäåéñòâèÿ.

4. Äåéñòâèÿ êîíôëèêòóþùèõ ñòîðîí â ñèëó ñâîåé ïðèðîäû ÿâëÿþòñÿ

íåðàñ÷ëåíåííûìè è îäíîêðàòíûìè, ò.å. ñòðóêòóðà êàæäîãî èç íèõ íå èìå-

åò êàêèõ-ëèáî îòëè÷èòåëüíûõ ñâîéñòâ. Ýòî ïîçâîëÿåò èíòåðïðåòèðîâàòü äåé-

ñòâèÿ ñòîðîí êàê ýëåìåíòû íåêîòîðûõ àáñòðàêòíûõ ìíîæåñòâ, îòëè÷àÿ ðàç-

ëè÷íûå äåéñòâèÿ äðóã îò äðóãà ëèøü ïî ñòåïåíè ïîëåçíîñòè ñëîæèâøåéñÿ

ñèòóàöèè.

Åñëè êîíôëèêò óäîâëåòâîðÿåò ïåðå÷èñëåííûì óñëîâèÿì, òî íàçâàâ îä-

íó èç ñòîðîí ïåðâûì èãðîêîì, à äðóãóþ - âòîðûì èãðîêîì, ïðèäåì ê áåñêî-

íå÷íîé àíòàãîíèñòè÷åñêîé èãðå G = (x, y;F ), ãäå x - ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ

äåéñòâèé ïåðâîãî èãðîêà, y - ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ äåéñòâèé âòîðîãî èãðîêà,

F - ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè ïåðâîãî èãðîêà, êîòîðàÿ îïðåäåëåíà íà âñåõ ïàðàõ

âîçìîæíûõ äåéñòâèé èãðîêîâ. Óñëîâèÿ 1 - 4 äàþò âîçìîæíîñòü ïîñòðîèòü

ìîäåëü êîíôëèêòà - áåñêîíå÷íóþ èãðó G.

È â øåñòîé ãëàâå, äàåì ïîñòàíîâêó çàäà÷è, îïðåäåëÿåì å¼ àëãîðèòì

ðåøåíèÿ è ðåøàåì íà êîíêðåòíûõ çíà÷åíèÿõ.

Ïóñòü îäíà èç ôèðì (âòîðîé èãðîê) èìååò n ðûíêîâ ñáûòà, à äðóãàÿ

(ïåðâûé èãðîê) æåëàåò èõ çàõâàòèòü. Íà ýòó öåëü îíà ìîæåò âûäåëèòü êà-

ïèòàë â ðàçìåðå A. Âòîðîé èãðîê äëÿ çàùèòû ñâîèõ ðûíêîâ ñáûòà òàêæå

ðàñïîëàãàåò íåêîòîðîé ñóììîé B. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ñ÷èòàåì, ÷òî

B = 1. Ñòðàòåãèÿìè ïåðâîãî èãðîêà â ýòîé ñèòóàöèè ÿâëÿþòñÿ âñåâîçìîæ-

íûå ðàñïðåäåëåíèÿ ñóììû A ìåæäó ðûíêàìè ñáûòà. Åñëè äëÿ çàõâàòà ðûíêà

i îí âûäåëÿåò ñóììó xi, à âòîðîé èãðîê äëÿ çàùèòû ýòîãî ðûíêà âûäåëÿ-

åò ñóììó yi, òî ïåðâûé èãðîê íà ýòîì ðûíêå âûèãðûâàåò ki(aixi − yi), åñëè
aixi − yi > 0, è íè÷åãî íå âûèãðûâàåò â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Êîýôôèöèåíò ki
îïðåäåëÿåò ñòåïåíü âàæíîñòè ðûíêà, à êîýôôèöèåíò ai - ñòåïåíü ñîïðîòèâ-

ëåíèÿ ðûíêà i ôèðìå, ïðîâîäÿùåé ýêñïàíñèîíèñòñêóþ ïîëèòèêó.

Ïîêàæåì òåïåðü ïîñòðîåíèå è ðåøåíèå èãðû G, ìîäåëèðóþùåé áîðüáó

çà ðûíêè ñáûòà, ïðèíÿâ ñëåäóþùèå ãèïîòåòè÷åñêèå äàííûå.

Ïóñòü îäíà ôèðìà (âòîðîé èãðîê) èìååò òðè ðûíêà ñáûòà è ðàñïîëà-

ãàåò äëÿ èõ çàùèòû îò äðóãîé ôèðìû (ïåðâûé èãðîê) ñóììîé äåíåã, ðàâíîé
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300 000 äîëëàðîâ. Â ñâîþ î÷åðåäü ïåðâûé èãðîê äëÿ çàõâàòà ýòèõ ðûíêîâ

âûäåëèë ñóììó äåíåã, ðàâíóþ 600 000 äîëëàðîâ. Ïðèìåì A = 2 è B = 1, à

õàðàêòåðèçàöèþ ðûíêîâ çàäàäèì òàáë. 1.

Òàáëèöà 1 � Çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòîâ ai è ki

Ðûíîê i 1 2 3

ai 1 0,6 0,4

ki 2 4 1

Ïåðåáèðàÿ âñå ïîäìíîæåñòâà (1, 2, 3), íàéäåì, ÷òî ìàêñèìóì â ôîðìóëå

v = max
S

A
∑

i∈S(ai − 1)∑
i∈S

1

ki

=
A
∑

i∈S0
(ai − 1)∑

i∈S0

1

ki

äîñòèãàåòñÿ íà ìíîæåñòâå S0 = {1, 2}, v = 44/15. Çàòåì, èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâà

y∗i = −
A
∑

i∈S0
(ai − 1)∑

i∈S0

1

ki

1

ki
+ aiA,

ïîëó÷èì y∗1 = 8/15, y∗2 = 7/15. Êîìïîíåíòû îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè ïåðâîãî

èãðîêà âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå

ξ∗i =
1

ki

∑
j∈S0

1

kj

−1 ,
ò.å. ξ∗1 = 2/3, ξ∗2 = 1/3.

Òàêèì îáðàçîì, îäíà ôèðìà ðàñïðåäåëÿåò äåíåæíûå ñðåäñòâà äëÿ çà-

ùèòû òîëüêî ïåðâîãî è âòîðîãî ðûíêîâ, âûäåëÿÿ ñîîòâåòñòâåííî 160 000 è

140 000 äîëëàðîâ, à äðóãàÿ ôèðìà ñ âåðîÿòíîñòÿìè 2/3 è 1/3 âûäåëÿåò

600 000 äîëëàðîâ ñîîòâåòñòâåííî äëÿ çàõâàòà ïåðâîãî è âòîðîãî ðûíêîâ. Ìà-

òåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âûèãðûøà âòîðîé ôèðìû áóäåò ðàâíî 880 000 äîë-

ëàðàì.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ai = 1 (i = 1, 2, 3), ò.å. ðûíêè íå îêàçûâàþò

ñîïðîòèâëåíèÿ. Òîãäà l = 2, v = 4, y∗1 = 0, y∗2 = 1, ξ∗1 = 2/3, ξ∗2 = 1/3. Ñëå-

äîâàòåëüíî îäíà ôèðìà âñå ñðåäñòâà âûäåëÿåò íà çàùèòó âòîðîãî ðûíêà, à
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äðóãàÿ ôèðìà ñ âåðîÿòíîñòÿìè 2/3 è 1/3 íàïðàâëÿåò ñâîè ñðåäñòâà ñîîòâåò-

ñòâåííî äëÿ çàõâàòà ïåðâîãî è âòîðîãî ðûíêîâ. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå

âûèãðûøà â ýòîì ñëó÷àå áóäåò ðàâíî 1 200 000 äîëëàðàì. Ïîäñ÷åòû òàêîé

çàäà÷è îïèñàíû ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììíîãî ïðîäóêòà íà C++.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Òåîðèÿ êîíå÷íûõ è áåñêîíå÷íûõ àíòàãîíèñòè÷åñêèõ èãð � ìàòåìàòè÷åñêèé

ìåòîä èçó÷åíèÿ îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè â èãðàõ. Íî èìåííî òåîðèÿ ìàòðè÷-

íûõ èãð ïîçâîëÿåò íàì ðàññìàòðèâàòü è ñ ëåãêîñòüþ ðåøàòü çàäà÷è ïðèíÿòèÿ

ðåøåíèé â ñèòóàöèÿõ ñ íåñêîëüêèìè ó÷àñòíèêàìè, êîãäà çíà÷åíèå öåëåâîé

ôóíêöèè äëÿ êàæäîãî çàâèñèò òàêæå îò ðåøåíèé ïðèíèìàåìûõ îñòàëüíûìè

ó÷àñòíèêàìè. Ïîýòîìó âàæíóþ ðîëü â ìàòðè÷íûõ èãðàõ îòâîäèòñÿ êîíôëèê-

òàì è ñîâìåñòíûì äåéñòâèÿì.

Íî íå òîëüêî òåîðèÿ ìàòðè÷íûõ, íî è áåñêîíå÷íûõ èãð øèðîêî íàøëà

ñâîå ïðèìåíåíèå äëÿ àíàëèçà ïðîáëåì ìèêðîýêîíîìèêè, à òàêæå è â äðóãèõ

ñôåðàõ, à èìåííî ìåíåäæìåíò, ïðîìûøëåííîñòü è ñåëüñêîå õîçÿéñòâî, âîåí-

íîå äåëî è ñòðîèòåëüñòâî, òîðãîâëÿ è òðàíñïîðò, ñâÿçü è ò.ä..

Â ïðîöåññå íàïèñàíèÿ ìîåé áàêàëàâðñêîé ðàáîòû áûëè ðåàëèçîâàíû

ñëåäóþùèå çàäà÷è:

1. Èçó÷åíû îñíîâíûå òåîðåòè÷åñêèå ïîëîæåíèÿ â ðàìêàõ èññëåäóåìîé òå-

ìû.

2. Îòîáðàíà çàäà÷à äëÿ ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè, à èìåííî "çàõâàò ðûí-

êîâ ñáûòà".

3. Ñîñòàâëåíû ê íåé àëãîðèòìû ðåøåíèÿ.

4. Ðàçðàáîòàí ïðîãðàììíûé ïðîäóêò íà C++, êîòîðûé ðåàëèçóåò ðåøåíèå

ýòîé çàäà÷è.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñòàâëåííóþ öåëü ìîæíî ñ÷èòàòü äîñòèãíóòîé, à çàäà÷è âû-

ïîëíåííûìè.
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